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Zadanie 4.1

W tym zadaniu analizujemy algorytm Quick Sort, w ktorym za element dzielacy
wybiera sie mediane z (a[l], a[(l4+7)/2+ 1], a[r]) (zobacz wyklad 3). Rozwazmy
permutacje:

Ko — (1 2 3 4 5... k-2 k-1 k k+1k+2Ek+3..2k—-1 2k)
2n = \1 k+13 k+35 ... 2k—3 k—1 2k—1 2 4 6 ..2k—22k

Udowodnij, ze dla permutacji K,,, gdzie n jest dodatnig liczba catkowita
podzielng przez 4, Quick Sort dziata w czasie Q(n?).

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze w i-tej iteracji rekurencji jako mediana zostanie
wybrany element 2i, stad podzial tablicy w wyniku partition bedzie bardzo
niezrownowazony, a czas dzialania algorytmu bedzie wynosit T'(n,i) < T(n —

i~ 1) 4+n=0(3 1) =0mn).

Zadanie 4.2

Niech n bedzie liczbg catkowita wieksza od 1, a X = {(z,y): +=0,1,...,n—
1, y = 0,1,2,3,4} zbiorem punktow na plaszczyznie. Danych jest n réznych
prostych, z ktorych kazda przechodzi przez dwa rézne punkty ze zbioru X,
rézniace sie zawsze pierwsza wspotrzedna. Kazda prosta zadana jest przez pare
punktow [(x1,41), (€2,y2)], 1 < 2. Zaprojektuj algorytm, ktory w czasie lin-
iowym posortuje wszystkie proste niemalejaco wzgledem ich katéw nachylenia
do osi OX.
L

Rozwigzanie: Zadanie sprowadza sie do sortowania utamkoéw postaci a; = e
gdzie I; € {0,...,4}, 1 < m; < n. Wszystkie utamki z I; = 0 oczywiscie
wypiszemy na poczatku. Wszystkie pozostale utamki mozemy znormalizowaé
tak by licznik wynosit doktadnie 12, a mianownik 1 < m/ < 12n — stad mozemy
je posortowaé kubetkowo.

Zadanie 4.3

Podaj permutacje liczb 1,2,...,7, dla ktorej algorytm Heap Sort (w wersji z
wykladu) wykona najwieksza liczbe porownan. Uwaga: nalezy wzia¢ pod uwage
obie fazy algorytmu - budowe kopca i wlasciwe sortowanie.



Rozwigzanie: Worst case chyba dla 3,1,2,4,5,6,7.

Zadanie 4.4

Dla dodatniej liczby catkowitej d, d > 1, d-kopcem typu MIN, nazywamy zu-
pelne drzewo d-arne z kluczami rozmieszczonymi w porzadku kopcowym typu
MIN. Zaproponuj wydajna implementacje d-kopca w tablicy i dokonaj analizy
ztozonodci obliczeniowych operacji kolejki priorytetowej: Ini, Min, DeleteMin,
Insert i DecreaseKey. W jaki sposob dobraé d, zeby dostaé¢ jak najszybsza im-
plementacje algorytmu Dijkstry, uwzgledniajaca liczbe krawedzi w grafie.

Rozwigzanie: d-kopiec do drzewo zupelne o stopniu d z porzadkiem kop-
cowym (min w korzeniu). Nalezy pokazaé, ze poszczegdlne operacje wykonuje
sie w czasie:

e Min — O(1)
e DeleteMin — O(d - log,(n))
e DecreaseKey — O(log,(n))

Koszt implementacji algorytmu Dijkstry, przy uzyciu d-kopcow: O(nd -
logy(n) +m -logy(n)).

Zanalizowa¢ jak nalezy dobra¢ d w zaleznosci od m i n (jesli za d wezmiemy
maxz(2, [m/n]) to dostajemy O(;ZEm )

logm/n

Zadanie 4.5

Rozwigzanie:
Kopiec lewicowy to drzewo binarne, spelniajace:

e warunek kopca: key(x) > key(parent(z)),

e oraz dist(left(x)) > dist(right(zx)), gdzie dist(x) jest odlegloscia do na-
jblizszego potomka o mniej niz 2 synach (przyjmujemy, ze dist(null) =

7).

Wiecej informacji na temat kopcow lewicowych mozna odnalezé pod adresem:
https://en.wikipedia.org/wiki/Leftist_tree.

Przydatne wtasnosci:

e Jedli v jest korzeniem kopca lewicowego, to zawiera on co najmniej 9dist(a)
weztow.

e Czyli jesli kopiec zawiera n weztow, to dist(root) = O(logn).

e Dla kazdego wezla v spelniony jest warunek dist(x) = dist(right(z)) + 1
(dist(null) = —1).

Podstawowa operacja jest zlaczanie dwoch kopcow:
MERGE(a, b)



1: if a=null then

2:  return b;

3: else if b=null then

4:  return a;

5: end if

6: if key(b) < key(a) then

7. swap(a, b)

8: end if

9: right(a)=merge(right(a), b)
10: if dist(right(a)) > dist(left(a)) then
11:  swap(right(a), left(a))
12: end if

13: if right(a)=null then

14:  dist(a)=0

15: else

16:  dist(a)=1+dist(right(a))
17: end if

18: return a
Latwo pokazaé, ze zlozonosé operacji merge wynosi O(dist(a) + dist(b)), czyli
O(logn).

Operacje insert i extract Min mozna zaimplementowaé uzywajac operacji merge.

INSERT(r, ) EXTRACMIN(r)
1: p=MAKETREE(z) 1: min=r.value
2: T=MERGE(r, p) 2: r=MERGE(r.left, r.right)

3: return min

Operacje IncreaseKey /DecreaseKey mozemy zaimplementowaé¢ w nastepujacy
sposoéb (T — kopiec lewicowy, v — zmieniany wezel, x — nowa wartos¢ wezta x):

e usuwamy wskazany wezel v z kopca T (musimy zadbac¢ by wszystkie
warunki kopca lewicowego byly nadal zachowane)

e tworzymy jednoelementowy kopiec lewicowy T’ z wartoscia x,
e scalamy 71 7".

Usuwanie wezta z kopca mozemy wykonaé¢ w nastepujacy sposob:
REMOVENODE(v)

1: zastap v przez MERGE(v.left, v.right)

2: p=wv.parent

3: while p # nil do

4. if dist(p.right) > dist(p.left) then

5: SWAP(p.left, p.right)

6: end if

7. if dist(p) = dist(p.right) + 1 then

8: break

9: else

10: dist(p) = dist(p.right) + 1; p = p.parent



11:  end if
12: end while

Analiza pojedynczego kroku petli while:
e v nalezy do poddrzewa p.right:

— jesli wykonano operacje swap, to kopiec musi mieé¢ co najmniej 2%
weztow (gdzie k to odlegltosé pomiedzy v i p)

— wpp. algorytm konczy dzialanie,

e v nalezy do poddrzewa p.right, jednak zauwazmy, ze liczba krokéw tego
typu nie moze przekroczy¢ O(logn)

Zadanie 4.6

Rozwigzanie: Aby otrzymaé czas O(NW + M) potrzebujemy kolejki priory-
tetowej o nastepujacych czasach wykonania poszczegblnych operacji:

e EXTRACMIN — O(W)

e DECREASEKEY — O(1)

Wystarczy zauwazy¢, ze jesli do jakiegos wierzchotka istnieje droga, to jej
dlugosé jest < NW. Cuzyli potrzebujemy tablicy NW elementowej (i-ty el-
ement tablicy zawiera liste nieodwiedzonych wierzchotkéw w odleglosci ¢ od
wierzchotka poczatkowego).



