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Zadanie 3.1

a) Zaproponuj algorytm sortujgcy ciggi 5-elementowe, optymalny ze wzgledu na
poréwnania (wykonujgcy mozliwie najmniej pordwnan w pesymistycznym przy-
padku). Udowodnij poprawnosé swojego rozwigzania.
Rozwigzanie: Niech A = (a,b,¢,d,e).

e compare(a,b), (bez straty ogdlnosci, niech a < b)

o compare(c,d), (niech ¢ < d)

e compare(a,c), (niech a < ¢)

e teraz wsortowujemy, e pomiedzy a,c,d,
if (¢ > e) then compare(e, a) else compare(e,d)

e mozemy otrzymac jeden z nastepujacych czesciowych porzadkow:
.—>0—>7. /7.—».
kazdy z nich mozna posortowaé uzywajac 2 poréwnan.

b) Zaproponuj optymalny ze wzgledu na poréwnania algorytm sortujacy 6 réznych
liczb a,b,c,d, e, f, o ktorych wiadomo, zZe a < b oraz ¢ < d.
Rozwigzanie: Wszystkich ciaggéw spelniajacych warunki zadania jest 6!/4 =
180 (z kazdej permutacjiz a < bic < d mozemy wygenerowaé 3 inne zamieniajac
wartosci a/b lub ¢/d lub a/b i ¢/d).

Algorytm sortujacy: zastosuj schemat dla optymalnego sortowania 5-elementow
(a,b,c,d,e) z pominieciem dwoch pierwszych poréwnan (znamy juz ich wynik



z zalozenia zadania) — 5 poréwnan. Nastepnie wsortuj f do uporzadkowanego
ciggu 5-elementowego — 3 poréwnania. Razem wykonaliSmy 8 poréwnan, jest
to optymalna liczba poniewaz [log, 180] = 8.

¢) Udowodnij, ze do scalania dwdch ciggow uporzqdkowanych o dtugosciach 2 i
5 potrzeba i wystarcza 5 poréwnari.

Rozwigzanie:  Wszystkich permutacji spetniajacych warunki zadania jest
(;) = 21 (sposrod 7 liczb wybieramy 2 nalezace do krotszego ciagu).

Algorytm: Niech pierwszy ciag to ai,as a drugi to by, bo, bs, by, bs. Wsor-
towujemy a; do ciagu b rozpoczynajac od poréwnania z by. Nastepnie wsor-
towujemy ae do pozostalej czedci ciagu b. W sumie potrzebujemy 5 poréwnan
(jesli a1 < bg to 2-+3 poréwnania, wpp, 3+2 poréwnania). Jest to rowniez dolna
granica, poniewaz [log, 21] = 5.

Zadanie 3.2

W tym zadaniu badamy algorytmy (turnieje), ktére polegaja na wykonaniu
ciggu poréwnan na elementach danych. Kazde takie poréwnanie nazywamy po-
jedynkiem, a o elemencie wiekszym w pojedynku méwimy, ze jest jego zwyciezca.

a) Udowodnij, ze kazdy algorytm znajdujgcy przez pordwnania najwiekszy ele-
ment w zbiorze n-elementowym, wykonuje w pesymistycznym przypadku co na-
Jgmniej n-1 pojedynkow

Rozwiazanie: Dla dowolnego algorytmu A, za kazdym razem, gdy poréwny-
wane sa dwa elementy, to taczymy je krawedzia. Jesli A uzyl mniej niz n — 1
poréwnar, to istnieja co najmniej dwie spdjne sktadowe, wiec i dwa elementy
ktore nie sg ze sobg poréwnywalne.

b) Udowodnij, ze w kazdym algorytmie wyznaczania elementu najwickszego w
zbiorze n-elementowym, element najwiekszy must w pesymistycznym przypadku
rozegrac¢ co najmniej logn pojedynkdéw.

¢) Udowodnij, ze optymalny algorytm wyznaczania 2-go elementu co do wielkosci
wykonuje w pesymistycznym przypadku co najmniej n+ [logn]| — 2 pojedynkdw,
n > 1.

Rozwigzanie:

e budujemy drzewo turniejowe (poréwnujemy sasiednie elementy, dalej prze-
chodzi wygrany) — ten krok zabiera n — 1 poréwnari,

e niech S zbiér elementéw ktore przegraly z liderem, |S| = [logn/]

e wybierz lidera wsrod elementéw S — ten krok zabiera |S|—1 = [logn]—1
poréwnarn.

e razem n + [logn] — 2

Dowéd, ze algorytm jest optymalny. Knuth, tom III, 5.3.3. strona 221.



d) Zaproponuj metode wyznaczania k-tego elementu co do wielkosci (1 < k <
n/2), w ktdrej w pesymistycznym przypadku wykonuje sie co najwyzej n — k +
(k—=1)[log(n —k+2)] pojedynkow. Wskazéwka: zauwaz, ze element najwickszy
w podzbiorze (n-k+2)-elementowym nie moze bycé k-tym co do wielkosci.

Rozwigzanie:
e zbuduj drzewo turniejowe dla A[l..n — (k — 2)] elementow,

e dla kazdego z elementu z z A[(n — (k — 2) + 1)..n] (k — 2 elementow),
kolejno zastap max(A[l..(n—(k—2))]) przez = (to wymaga [log(n—k+2)]
pojedynkow)

e usuni max(A[l..(n — (k —2))]) (znowu [log(n — k + 2)] pojedynkow)

e k-ty element to aktualnie najwickszy element w drzewie turniejowym (w
poprzednim kroku pozbylismy sie (k — 1) najwiekszych elementow z A)

Zadanie 3.3 - Quicksort

Rozwazmy rekurencyjny algorytm Quick Sort sortujacy réznowartosciowe ciagi
liczbowe w taki sposéb, ze elementem dzielacym jest zawsze pierwszy element
sortowanego ciggu, a wzgledny porzadek elementéow w sortowanych rekuren-
cyjnie podciggach jest taki sam, jak w calym ciagu. Dla ustalonego ciagu,
sortowanie mozna przedstawi¢ w postaci drzewa binarnego, w ktérego weztach
sa zapisywane elementy dzielace, a dla kazdego wezta lewe poddrzewo zawiera
elementy mniejsze od elementu dzielacego, natomiast prawe poddrzewo - ele-
menty wieksze. Takie drzewo nazywamy drzewem QS. Oto drzewo QS dla ciagu
3,4,2,1,6,7,5 (wysokos¢ tego drzewa wynosi 3):

a) Ile jest permutacji liczb 1, 2, 3, 4, 5, dla ktérych drzewo QS ma wysokosé 37

b) Zaprojektuj efektywny algorytm, ktory dla danych: dodatniej liczby catkowitej
n, roznowartosciowego ciggu liczb catkowitych o dlugosci n oraz liczby naturalnej
k, 1 < k < n, wyznaczy liczbe poréwnan w algorytmie Quick Sort, w ktdrych
bierze udziat k-ty element ciggu. W przyktadzie powyzej, 5-tym elementem ciggu
jest 6 i bierze on udzial w 4 poréwnaniach.

¢) Zaprojektuj algorytm, ktory dla danej permutacji liczb 1,2,...,n obliczy w
czasie liniowym liczbe poréwnarn wykonywanych przez algorytm Quick Sort przy
sortowaniu tej permutacyi.



Rozwigzanie: Zalozmy, ze dane wejsciowe zostaly zapisane w tablicy A[l, ..., n].
Poniewaz zaktadamy, ze wejsciowy ciag jest permutacja 1,...,n stad mozemy
zdefiniowa¢ A~1:

A7) = {i: Ali] = 4}
Czyli A~ dla kazdej wartosci zawiera odpowiadajacy jej indeks w tablicy A.
Zanim przejdziemy do rozwiazania, rozrysujmy drzewa QS (dla przyktadowej

permutacji) w troche inny sposob:

Ali]

Mozemy zasymulowaé¢ algorytm i wygenerowaé drzewo QS uzywajac nastepu-
jacego algorytmu:

Algorithm 1: Calc-QS-Tree(A[L,...,n])
Function CALC(S):

pivot = L[1]

L={x:2¢€S[2,...,|5]|] oraz = < pivot}
R={z:xz€8]2,...,|5]|] oraz x > pivot}
if L # () then

CaLc(L)
parent[L[1]] = pivot
if R # () then

L CaLc(R)

parent|R[1]] = pivot

parent(v) = NULL (dlav € 1,...,n)
CALCc(A[L,...,n])

Niestety takie rozwiazanie ma dokladnie taka sama zlozonosé jak Quick-Sort
czyli pesymistycznie kwadratowa (np. dla posortowanego ciagu).
Rozwigzanie brutalne:

Skorzystajmy z nastepujacego lematu (wiecej szczeg6low mozna przeczytac
na stronie https://www.mimuw.edu.pl/ “rytter/TEACHING/JAO/radoszwski_
delta.pdf)):



https://www.mimuw.edu.pl/~rytter/TEACHING/JAO/radoszwski_delta.pdf
https://www.mimuw.edu.pl/~rytter/TEACHING/JAO/radoszwski_delta.pdf

Lemat 1. Dia zadanej tablicy liczb catkowitych X|[1,...,n], po liniowym pre-
processingu, mozemy odpowiadaé w czasie statym na dowolne zapytania postaci:

RMQ(X,!I,r) = min(X[l,...,7])

Zauwazmy, ze wartosci rozwazane w CALC(S) zawsze sa spojuymi przedzi-
alami zakresu 1,...,n, stad mozemy przepisa¢ nasz algorytm w nastepujacy
sposob:

Algorithm 2: Calc-QS-Tree-2(A[l,...,n])

Input: A: permutacja liczb 1,...,n

Function CaLc(l, r):
pivot = RMQ(A™Y,1,7)
if [ < pivot then

Ip = CaLc(l, pivot — 1)

L parent[lp] = pivot

if pivot < r then
rp = CALC(pivot + 1,7)
parent|[rp] = pivot

| return pivot

parent(v) = NULL (dlav € 1,...,n)
przygotuj tablice A~! do zapytaii RMQ CALC(1, n)

Rozwiazanie eleganckie:
Dla ustalonej tablicy A[l, ..., n] zdefinujmy nastepujace wartosci:

LPred[i]| = max{z : z € A[1,...,(i — 1)] oraz x < A[i]}

LSuccli] = min{x : x € A[1,...,(i — 1)] oraz = > Ai]}

Dla pewnych indekséw niektore warto$ci moga nie byé zdefiniowane — gdy np.
obliczamy min lub max po pustych zbiorach.

Przyktlad:
i 1 2 3 4 5 6 7
Ali] 3 4 2 1 6 7 5
LPredli] |- 3 - - 4 6 4
LSuccli] |- - 3 2 - - 6

Wartosci LPred (i analogicznie LSucc) mozemy obliczyé w czasie O(n) korzys-
tajac z bardzo prostych struktur danych:



Algorithm 3: obliczanie LPred

S = pusty stos
foreach j € {1,...,n} do

// niezmiennik: stos zawiera indeksy 41, ..., (Top(S)=iy)
/] i1 <idg <...<ig oraz Ali1] < Alia] < ... < Alig]
i= A1)
while |S| > 0 and Top(S) > i do
| Pop(S)

if /S/ > 0 then

| LPred[i] = A[Top(S)]
else

L LPred[i] = -

| Push(i)

Lemat 2. Niech Ai| = j, LPred[i] = p, LSucc = s, wartosé¢ parent[j] jest
rowna:

o jeslip # - i s # - to odpowiedzig jest warto$é, ktora jest bardziej na prawo,
czyli: jesli A=1[p] > A~Y[s] to parent[j] = p w przeciwnym przypadku
parent[j] = s,

e jeslip # - is=-toparent[j]=p
e jeslip=-1is+#-toparent[j] =s
e jeslip=-is=-toparent[j] = NULL.

Jeszcze ladniejsz rozwiazanie:

Drzewo QS ma ksztal doktadnie taki jak Cartesian Tree (https://en.wikipedia.
org/wiki/Cartesian_tree) tablicy A~!. A takie drzewo mozna zbudowaé w
czasie O(n).

Zadanie 3.4

Powiemy, ze dwa napisy sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy zawieraja jed-
nakowe liczby wystapienn tych samych znakéw. Danych jest n napiséw nad
alfabetem m-znakowym {1,2,...,m}. Zaproponuj algorytm, ktory stwierdza,
ile jest wérod nich réznych klas napisow podobnych. Twoéj algorytm powinien
dziala¢ w czasie O(R + m), gdzie R jest suma dlugosci wszystkich napisow.

Rozwiazanie: Podstawowa idea:

e dla kazdego stowa w; oblicz jego kod code(w;) = sorted(w;), gdzie sorted(w)
oznacza stowo w z uporzadkowanymi niemalejacymi znakami (np. sorted(adbacab) =
aaabbed)

e posortuj stowa code(w), . . ., code(w,,) uzywajac algorytmu z ¢wiczen (sor-
towanie leksykograficzne stow roznej dtugoscei)

e usuni duplikaty z posortowanej listy.


https://en.wikipedia.org/wiki/Cartesian_tree
https://en.wikipedia.org/wiki/Cartesian_tree

Kroki drugi i trzeci w uczywisty sposob zajma czas O(R + m) Niestety jesli
pierwszy krok tego algorytmu zaimplementujemy naiwnie, to moze sie okazag,
ze obliczenie code(w;) zajmie nam czas O(Jw;| + m), co w sumie moze daé
O(R + nm).

Na szczescie mozemy wygenerowad kody stow w efektywniejszy sposob. Kazdy
znak z wy,...,w, zastepujemy przez trojke (c,4,j) oznaczajaca ze w;[j] = c.
Sortujemy wszystkie trojki w jednym kroku. Teraz dzieki tej posortowanej lis-
cie mamy uporzadkowane wszystkie litery z calego zbioru stéw i mozemy je
kolejno dopisywa¢ do kodow stow:

Input: lista stow wq,...,w,
T:=pusta lista
foreach w; € wq,...,w, do

foreach j€1,...,|w;| do
L dodaj (w;[j],4,5) do T

posortuj leksykograficznie trojki z T
foreachi€1,...,n do

L code|w;] = € (pusty napis)
foreach (c,4,j) € T do

| codelwi]+ = ¢

Dzigki “zbiorczemu” sortowaniu listy T" udato sie obliczy¢ kody wszystkich
stow w w czasie O(R + m).
Przyktad:

1 = aba
2 = ba
3 = caa
4 = ab

1), (b, 1, 2), (a, 1, 3),
1), (a, 2, 2),

1, (a, 3, 2), (a, 3, 3),
1), (b, 4, 2)

(a,
(b,
(c,
(a,

]

W N -

-

posortowane T = [
(a, 1, 1), (a, 1, 3), (a, 2, 2), (a, 3, 2), (a, 3, 3), (a, 4, 1),
(b, 1, 2), (b, 2, 1), (b, 4, 2),

(c, 3, 1)
]
code(w_1) = aab
code(w_2) = ab
code(w_3) = aac
code(w_4) = ab



Zadanie 3.5

Dana jest tablica liczb caltkowitych a[l..n], o ktorej wiadomo, ze dla kazdego
i=1,2,...,n,

145 + lalj] — ali)l < n}| > n/2020.
Zaproponuj liniowy algorytm sortowania tablicy a.
Rozwigzanie:
Algorithm 4: Sort(a)
wynik = )
while a # () do
m = min(a)
wybierz elementy z zakresu [m,m + 2n] € a i zapisz je w tablicy b
usuti elementy nalezace do b z a

posortuj b uzywajac algorytmu CountingSort
dodaj posortowana tablice b na koniec tablicy wynik

Mozemy zauwazy¢, ze dla tablic spelniajacych warunki zadania, petla while
wykona si¢ O(1) razy.

Niech adj(x) = {j : |z — a[j]| < n}, z zalozenia zadania wiemy, ze dla x € a,
mamy |adj(z)| > n/2020.

Niech my, ..., my to ciag miniméw wybranych przez algorytm. Z warunku
wyboru tablicy b mamy |m; —m;| > 2n dla ¢ # j. Stad jesli popatrzymy na
zbioru adj(m;) i adj(m;) sa one parami roztaczne. Czyli, jesli algorytm wykona

k iteracji, to |U1§i§,c adj(m;)| > %.

Zadanie 3.6

W tym zadaniu rozwazamy drzewa ukorzenione o n wierzchotkach 1,2,...n.
Korzeniem drzewa jest zawsze wierzchotek 1.

W takim drzewie jest jednoznacznie okreslona funkcja f : {1,2,...n} —
{0,1,2,...n}, ktora kazdemu wierzchotkowi ¢, réznemu od korzenia, przyporzad-
kowuje wierzcholek f(i) = ojciec i w drzewie; f(1) jest zawsze rowne 0.

Dwa n-wierzchotkowe drzewa T i T, zadane odpowiednio przez funkcje
fi1 1 fa, sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka réznowartos-
ciowa funkcja g : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, ze dla kazdego i = 1,2,...,n,
9(f1(i)) = fa(9(2)).

Zaproponuj algorytm, ktory w czasie O(n) sprawdzi, czy dwa ukorzenione
drzewa T 1 Tb sa izomorficzne.

Rozwigzanie:



Algorithm 5: Treelsomorphism(7}, Tz, depth)

if Ty .height > depth then
| return T).height == T5.height;
if not Treelsomorphism(Ty, Ty, depth + 1) then
| return false;
foreach v € T1.nodes[depth + 1] U Ty.nodes|depth + 1] do
(w porzadku rosnacych etykiet)
dodaj value(v) do listy wierzchotka parent(v)

posortuj leksykograficznie listy value(v) dla v € Ty.nodes[depth]
posortuj leksykograficznie listy value(v) dla v € Ts.nodes[depth]
poréwnaj czy listy sa identyczne, jesli nie to return false
zamieni etykiety value(v) na liczby z zakresu 1,...,n

return true;




