Algorytmy i Struktury Danych, 1. ¢wiczenia

2021-10-06 (wersja 1.01)

Zadanie 1.1

Algorytm A
begin
s*x := 0;
for i in [1..n] do
for j in [i..n] do begin

s := 0;
for k in [i..j] do
s := s + al[k]; {operacja dominujaca}
s* := MAX(s*, s)
end

end

Ile doktadnie operacji dominujgcych zostanie wykonanych w algorytmie A?
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https://en.wikipedia.org/wiki/Square_pyramidal_number

Algorytm B
begin
s* := 0;
for i in [1..n] do begin
s :=0;
for j in [i..n] do begin
s := s + al[jl; {operacja dominujgcal}
s*x := MAX(s*, s)
end;
end
end


https://en.wikipedia.org/wiki/Square_pyramidal_number

Ile doktadnie operacji dominujgcych zostanie wykonanych w algorytmie B?
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Algorytm C
begin
s¥ := 0; p := 0;
for i in [1..n] do begin
p := p + al[il; {operacja dominujaca}
s*x := MAX(s*, p);
if p < 0 thenp :=0
end
end

Udowodnij poprawnosé Algorytmu C podajgc stosowny niezmiennik petli “for”.
Na poczatku kazdego obrotu petli, zmienna p zawiera maksymalna sume
sposrod wszystkich sufiksow A[l..(i — 1)] (réwniez pustego).

Jak dtugo bedzie trwato wykonanie algorytmow dla n = 10002 przy zatozeniu, ze
w 1 seknudzie jest wykonywanych 1000% dodawari (operacji dominujgcych,).

alg. A) %3, czyli 6??8833 ~ 166 mln. sekund ~ 5 lat
alg. B) %2, czyli % = 500 sekund ~ 8 minut

alg. C) n, czyli % = 0.001 sekundy

Zadanie 1.2 Liczby Fibonacciego

Oblicz ile dodawan jest wykonywanych przy liczeniu F,, rekurencyjnie.

F(n) = 0 dlan<1
B fln=1)+ f(n—2)+1 wpp

Odpowiedz:

e f(n) = O(F,) (poniewaz drzewo rekurencji bedzie miato dokladnie F,
lisci z wartoscia 1 = Fy oraz < F, lici z etykieta 0 = Fp)

e a doktadniej f(n) = F,+1 — 1 (dowod przez indukcje)

n F, liczba dodawan f(n)
0 0 0

1 1 0

2 1 1

3 2 2

4 3 4

5 5 7

6 8 12

7 13 20

8§ 21 33



Zaprojektuj algorytm obliczania liczby F,, wykonujgcy O(logn) operacji aryt-
metycznych, z wykorzystaniem wzoru rekurencyjnego: dla n > 1, Fo, 1 =
F2 4+ F?_| oraz Fy, = F2 +2F, F,_1.

Algorytmy obliczajace F,, uzywajace O(logn) operacji arytmetycznych:

e obliczenie 2™ mozna wykona¢ stosujac O(logn) operacji arytmetycznych,
ta sama zasada stosuje sie do potegowania macierzy

e uwaga! jesli bedziemy obliczaé rzeczywisty koszt operacji arytmetycznych
i stosowaé zwykly algorytm mnozenia liczb, to taki algorytm bedzie miat
ztozonosé O(n?) poniewaz F,, ma O(n) bitow.

Function FibMatrix(n)

if n == 0 then
L return 0

oblicz M = ( } (1) uzywajac O(logn) mnozen macierzy

return M[0][1]

Zadanie 1.3 - obliczenia pierwiastka n

Algorithm 1: Sqrt(n)

l=1Lr=n
while [ < r do
// niezmiennik 2 <ni (r+1)2>n
= Ll
2
if m? < n then
Il I=m

else
Lr=m-1

Zadanie 1.4

Algorytm 7
begin
{ x <= 100 - liczba catkowita}
y :=x; z :=1;
while (y <= 100) or (z != 1) do begin
if y <= 100 then

begin y := y+11; z := z+1 end
else
begin y := y-10; z := z-1 end
end
end

Udowodnij, ze Algorytm ? ma wtasnosé stopu.:
Wskazowka: pokaz stan algorytmu na wykresie gdzie kolejne punkty wyznaczone



sa przez warto$é (z,y). Przeanalizuj jak zachowuje sie algorytm w zakresie
90 <y < 111.

Zadanie 1.5 — staby przywoédca

Dla zadanej tablicy a[l..n] wyznacz jej element, ktory wystepujace co najmniej
n

5 razy.
Algorithm 2: WeakLeader(a[l..n])
biny = bing = null
cp=c3=0
foreach z € a do
if biny = x or ¢; = 0 then

bing = x
| c1=c1+ 1
else if biny = x or co = 0 then
bing = x
co=co+1
else
// czyli bing, bing # null 1 bing, bing # x i ¢1,c0 > 1
Cl = C1 — 1
L C2 = Cg — 1

foreach x € {bin;,biny} do

if © wystepuje w a wiecej niz n/3 razy then
L return z

return Brak rozwigzania

Dowo6d poprawnosci. Przepiszmy, algorytm [3| w nastepujacy sposéb. Utrzy-
mujemy trzy, poczatkowo puste, kubetki biny, bing, trash. Dla kazdego elementu
x:

e jesli bing jest pusty — dodaj x do bing,

e jesli biny zawiera tylko elementy typu z — dodaj = do bing,

e jesli bing jest pusty — dodaj x do bins,

o jesli bing zawiera tylko elementy typu x — dodaj x do bins,

e wpp. przenies trojke elementow (x, jeden element z bing i jeden element
z bins) do trash — zauwazmy, ze w sumie przenosimy 3 elementy i kazdy
z nich jest inny

Zauwazmy, ze po zakoriczeniu algorytmu kazdy element y z trash (rézny od bing
i bing) wystepuje < n/3 razy (bo z kazdy wystapieniem y w trash mamy dwa
inne # y).

Zadanie 1.6 — rekurencyjne mnozenie

Podaj rownanie rekurencyjne na koszt mnozenia liczb x, y i rozwigz je.
Ztozonosé oryginalnego algorytmu (uzywajacego 4 mnozen):



T(n) = O(n'&24) = ©(n?)

Mnozenie duzych liczb

Function Mult(a, b)

niech n oznacz dtugosé liczb a, b
if n <1 then

L

uzyj zwyklego mnozenia

else

dzielimy (tekstowo) a i b na pary dwoch krotszych liczb (o n/2
cyfrach)
niech a = a; a2 (Ja1| = |az] = n/2)

niech b = b1 b2 (|bl| = |b2| = 7’L/2)
A =mult(ay,by)
B = mult(az, ba)
C mult(a1 + ag, b1 + bg)
— (A + B) (co jest rownowazne D = a1by + asb;)
return A % 10" + D % 10"/2 + B;

Zlozono$¢ algorytmus:

T(n) =3T (g) +O0(n) = O(nlogQS) ~ O(n1.58496)

Zadanie 1.7 — pary

Suma(S)::
begin
z := 0; koszt := 0;
while [|S| !'= 1 do begin
(x,y) := Para(S);
S := S\ {x,y};
S := S + {x+y};
koszt := koszt + x + y;
end;

return koszt

end;

Jak zaimplementowaé funkcje Para (zwracajgcq pare dowolnych elementow z

S), zeby zminimalizowaé warto$é koszt?

Optymalna strategia dla funkcji Para jest zawsze wybor dwoch najmniejszych
wartosci z S. Dowod poprawnosci ten sam co w Huffman Coding https://en.

wikipedia.org/wiki/Huffman_coding,.


https://en.wikipedia.org/wiki/Huffman_coding
https://en.wikipedia.org/wiki/Huffman_coding

Jak zaimplementowaé funkcje Para (zwracajgcq pare sgsiednich elementéw z
ciggu S, zaktadamy, ze nowy element x + y zastepuje usuwang pare z S), zeby
zminimalizowaé warto$é koszt?

Dla ciagu S = ay,...,a,, definiujemy pomocnicze sumy czesciowe Z[i, j] =
>7 _ ar (mozna je efektywnie wylicza¢ np. przez sumy prefiksowe ciggu). Op-
tymalna wartosé koszt mozna obliczy¢ uzywajac programowania dynamicznego:

Opt[i,i] =0
Optli, j] = Z1i, j] + min (Opt[i, k] + Optlk +1,j])
i<k<j

Zadanie 1.8 — sortowanie przez wstawianie

Dokonaj analizy pesymistycznej ztozonosci obliczeniowej tego algorytmu dla
nastepujacych przypadkow:

a) afif-afj]|<2020, dla kazdej pary 1 < i,j < n takiej, ze |i”j] < 2020
Odpowiedz: O(n?) poniewaz ciag odwrotnie uporzadkowany spetnia warunki.
b) [i - afi]] < 2020, dla kazdego 1 <i<n

Odpowiedz: O(n) poniewaz liczba inwersji w a jest < 4040n (dla j —¢ > 4040
mozemy udowodnié, ze afi] < a[j]).

¢) dla co najwyzej 2020 elementow zachodzi i # ali], 1 <i<n

Odpowiedz: O(n) poniewaz liczba inwersji w a jest < 2020n (kazda inwersja
zawiera jaki$ element i # afi]).



