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1 B-drzewa definicja

e kazdy wezel ma nastepujace pola n, c[], keyl],
e kazdy wezel wewnetrzny utrzymuje n kluczy i n+ 1 wskaznikéw do synéw,
e klucze sa uporzadkowane rosnaco,

e klucz w poddrzewie c[i] maja wartosci pochodza z przedziatu [key[i —
1], key[i]] (definiujemy key[0] = —oo, key[n + 1] = o0),

e wszystkie liscie maja leza na tej samej glebokosci,
e kazdy wezel zawiera nie wiecej niz 2t — 1 kluczy,

e kazdy wezel oprocz korzenia zawiera co najmniej ¢t — 1 kluczy.

B-drzewa usuwanie
o jesli klucz k jest w wezle = i x jest liSciem, to usunl k z wezla,
e jesli klucz k jest w wezle wewnetrznym x, to:
— niech y; syn x poprzedzajacy k, y2 syn x wystepujacy po k, k1 po-
przednik k& w drzewie, ko nastepnik k w drzewie,

— jesli wezel y; ma co najmniej ¢t kluczy, to rekurencyjnie usun kj i
zastap k przez ki,

— w przeciwnym przypadku, jesli wezet yo ma co najmniej ¢t kluczy, to
rekurencyjnie usun ks i zastap k przez ko,



— w przeciwnym przypadku, y; i yo maja po t — 1 kluczy, scal wezet y;,
klucz k i wezel yo otrzymujac wezel 3/, usun rekurencyjnie k z wezla
.

e jesli klucz k nie wystepuje w wezle wewnetrznym x, to:

— znajdz odpowiednie poddrzewo y w ktorym moze znajdowac sie k,
— jesli y ma co najmniej t kluczy, usun rekurencyjnie k z y,

— wpp., jesli y ma ¢t — 1 kluczy, ale jeden z sasiadéw y ma t kluczy,
to dodaj jeden klucz do y (jeden klucz przechodzi z = do y, jeden z
brata y do x),

wpp., scal y z dowolnym bratem i usuii k z tak utworzonego wezta (je-
§li « jest korzeniem, to moze to spowodowaé zmniejszenie wysokosci
drzewa).

2 Klasowka 2015 (2), zadanie 2

Niech A bedzie skoriczonym, dynamicznie zmieniajacym sie ciagiem, ktérego
elementami sg liczby ze zbioru {—1,0,1}. Podciag kolejnych elementéw A na-
zwiemy dobrym, gdy jego suma jest réwna zero. Podciag jest super-dobry, gdy
jest dobry i suma elementéw w kazdym jego prefiksie jest nieujemna.

Przyklad: W ciagu A = [1,1,0,-1,0,0,1,-1,1,1,-1], podciag -1,1,1,-1 jest dobry,
ale nie super-dobry. Super-dobrym podciagiem jest na przyktad 1,0,-1.

1. Zaproponuj algorytm, ktéry w czasie liniowym obliczy dlugosé najdtuz-
szego super-dobrego podciagu danego ciaggu A.

2. Zaproponuj strukture danych, ktéra pozwoli na wydajne wykonywanie
nastepujacych operacji na A:

Ini(A):: A :=[]; //wykonywana tylko raz, na poczatku

Wstaw(A,e,i):: wstaw nowy element e jako i-ty w A, 1 <i < |A|+1;
Usuni(A,i):: usun i-ty element z A, 1 <1 < |A4]

SuperDobry(A i,j):: sprawdz, czy podciag Ali..j] jest super-dobry,
1<i<j <A

W kazdym zadaniu uzasadnij poprawnos$é swoich rozwiazan i dokonaj analizy
ztozono$ci obliczeniowej zaproponowanych algorytmoéw.

3 Klasowka 2016 (2), zadanie 1

Zaprojektuj strukture danych, ktéra implementuje standardowe operacje stow-
nika reprezentujacego zbior S liczb catkowitych (Insert, Delete, Find) oraz do-
datkowo operacje:

o MaxSubset(d,S):: podaj rozmiar maksymalnego podzbioru zbioru S, w
ktorym kazde dwie liczby r6znia sie co najmniej o d, gdzie d jest zadana
z gory stala caltkowita.



Podaj rozwiazanie dla:
e (4 punkty) d=2,
e (7 punktow) d=10.

Uzasadnij poprawnos¢ swoich rozwiazan i przeanalizuj zlozonosé czasowa
poszczegolnych operacji na strukturze danych wzgledem n (aktualnego rozmiaru
struktury).

4 Klasowka 2017 (2), zadanie 1

Niech S bedzie skonczonym podzbiorem réznych, dodatnich liczb catkowitych,
a d dodatnig liczba catkowita.

1. (5 punktéw) Przyjmij, ze elementy zbioru zapisano w uporzadkowanej
malejaco tablicy a[l..n], gdzie n = |S|. Zaprojektuj wydajny algorytm,
ktory policzy liczbe (nieuporzadkowanych) par réznych elementéw z S,
ktorych suma jest nie wieksza od d. Przyklad Dla S = {6,5,2,1} id =7,
liczba takich par wynosi 4.

2. (5 punktow) Zalozmy, ze d jest ustalone (ale moze by¢ bardzo duze),
natomiast S jest zbiorem dynamicznym. Zaprojektuj efektywna strukture
danych, ktéra umozliwi wydajne wykonywanie na zbiorze S nastepujacych
operacji:

e Ini(S):: S := 0; // operacja wykonywana raz, na samym poczatku
obliczen;

e Insert(x, S):: S :=SU{z};

e Delete(x, S):: S:=85 —{z};

e Pairs(S):: return liczba par réznych elementéw z S, ktérych suma
jest nie wieksza od d.

Zaproponuj rozwiazanie, w ktorym operacje Insert i Delete sa wykonywane
w czasie O(log|S|), a operacja Pairs w czasie stalym, niezaleznie od wielko-
$ci d. Mozesz przyjacé, ze operacje arytmetyczne i poréwnania na liczbach sg
wykonywane w staltym czasie.



