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1 Usuwanie z drzew AVL

http://www.cs.toronto.edu/ " toni/Courses/265-2010/handouts/avl.pdf

2 2-3 drzewa

2-3 drzewa to drzewa zréwnowazone o nastepujacych wlasnosciach:
e kazdy wezel przechowuje 1 lub 2 klucze,

e kazdy wezel wewnetrzny (oprocz korzenia) ma 2 lub 3 synow,

wszystkie liscie maja ta sama gtebokosé,

e zachowany jest porzadek kluczy w poddrzewach (mniej wiecej jak w drze-
wach BST),

Rysunek 1: Przykladowe 2-3 drzewo

Wstawienia do drzewa:


http://www.cs.toronto.edu/~toni/Courses/265-2010/handouts/avl.pdf

znajdujemy lis¢ w ktorym powinien znalezé sie nowy klucz, dodajemy go
do wezla (moze okazaé sie, ze po tej operacji wezel posiada 3 klucze).
Przyktadowo po dodaniu klucza 18 do drzewa z rysunku otrzymamy:

jesli przez wstawienie otrzymaliSmy wezet z 3 kluczami to musimy napra-
wié¢ drzewo. W trakcie naprawy, drzewo moze chwilowo zawieraé jeden
wezel z 3 kluczami (oraz 4 synami)

Naprawianie polega na probie przeniesienia nadmiarowego klucza do sa-
siadujacych weztow

— jesli ojciec nadmiarowego wezla ma tylko jeden klucz, to mozemy
rozbi¢ nadmiarowy wezet na dwa (zawierajace 1 klucz) a 3 (srodkowy
co do wartosci) klucz przeniesé do ojca

— jesli ojciec nadmiarowego wezta ma dwa klucze, ale ktorys z braci ma
tylko jeden klucz, to mozemy przenie$¢ jeden klucz do ojca, a stad
jeden klucz do brata (teoretycznie mozna sobie poradzi¢ bez tego
przypadku, ale dzieki niemu mozna potencjalnie szybciej zakoiiczy¢
poprawianie drzewa)
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— jesli obaj bracia maja po dwa klucze, to rozdzielamy nadmiarowy
wezel 1 przenosimy jeden klucz do ojca (ktory stanie sie nadmiarowy)
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— jesli korzen jest nadmiarowy, to rozdzielamy go na trzy wezly (zawie-

rajace po jednym kluczu), z ktorych srodkowy klucz staje sic nowym
korzeniem
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Usuwanie z drzewa:

o jesli klucz lezy w wezle wewnetrznym, to zamieniamy go z nastepnikiem
(lub poprzednikiem), i redukujemy problem do usuwania z liscia,

e jesli klucz lezy w lisciu, to usuwamy go z wezta,

e jesli okazuje sie, ze jakis wezel zawiera 0 kluczy, to poprawiamy drzewo
idac od tego wezta do korzenia i prébujac zastapi¢ puste miejsce kluczem
pozyczonym od sasiadéow. W trakcie poprawiania drzewo moze zawieraé
co najwyzej jeden wezt zawierajacy 0 kluczy i jednego syna.

e mozliwe przypadki:




Scalanie JOIN(T1, z, T5):

e jest to operacja, ktora jako argumenty dostaje 2-3 drzewa Ty i T, oraz
kluez x, (przy czym max{y € T1} < z < min{y € Tz}), operacja zwraca
2-3 drzewo zawierajace wartosci Ty U {z} U T5.

e jesli h(Ty) = h(T3), to tworzymy drzewo o korzeniu z kluczem z, oraz
lewym poddrzewem T3, prawym poddrzewem T5,

o jesli h(Ty) > h(Tz) (symetryczny przypadek h(T1) < h(T2)): na skrajnie
prawej $ciezce 11, odnajdujemy wezel b, lezacy w odlegtosci h(T1)—h(Tz)—
1 od korzenia (dzieki temu synowie b maja wysokosci h(7z)),

e do wezta b dodajemy klucz x oraz jako skrajnie prawe poddrzewo T5,

T wynik
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e moze to spowodowaé¢ powstanie wezta o 3 kluczach i w takim wypadku
poprawiamy drzewo analogicznie do wstawiania.

Ztozonosé czasowa: O(|h(Ty) — h(Te)| + 1).
Podzial drzewa SpLIT(2,T):

e operacja usuwa klucz = z drzewa i tworzy dwa 2-3 drzewa, Ty = {y € T :
y<zlorazTo={yeT:y>ux}

e szukamy $ciezki od korzenia do wezla zawierajacego x (bez straty ogolnosci
mozemy zalozyé, ze x € T, w przeciwnym przypadku mozemy go sztucznie
dodad), wezly na tej Sciezce oznaczamy przez V = vg = root(T), vy, . . ., vk,



gdybysmy usuneli $ciezke V' z drzewa T, to rozpadnie sie ono na O(log |T'|)
2-3 drzew, kazde z nich bedzie w calosci albo zawierato klucze wieksze od
x lub mniejsze od x

niech L to maksymalna kolekcja poddrzew 1" spoza $ciezki V', zawierajaca
klucze mniejsze od x:

L={T,:veToraz v gV oraz parent(v) € V oraz max(T,) < x}

analogicznie definiujemy R (zawierajace poddrzewa o wartosciach wiek-
szych od x)

R={T,:veTorazv ¢V oraz parent(v) € V oraz min(T,) > z}

analogicznie dzielimy klucze ze sciezki V:

X1 ={y: keys(V) oraz y < x}
Xr={y: keys(V) oraz y > x}

zeby otrzymaé drzewo 17 scalamy poddrzewa z L (wg rosnacych wysoko-
sci) uzywajac kluczy z X, jako elementow separujacych,

analogicznie, zeby otrzymaé drzewo Ty scalamy poddrzewa z R (wg rosna-
cych wysokosci) uzywajac kluczy z Xp jako elementow separujacych.

Ztozonosé czasowa: O(|h(T)|) = O(logn). Dzigki temu, ze scalamy drzewa wg.
rosnacych wysokosci i obserwacji, ze scalanie wymaga czasu O(|h1| — |hz2|) suma
sktada sie teleskopowo.

Przyktad SpLiT(7,T):

Ly Ls Ls L1 R Re Rj

({2 3},{6 9}, {7 8}),

= (L4, L3, Lo, L),

= (R1, Rz, R3),

X =1{2,3,6}, Xr = 18,9},

Ty = JOIN(Ly4,2,JOIN(L3, 3, JOIN(L2,6, L1)))
T5 = JOIN(JOIN(R1, 8, R2),9, R3)

v
L
R



3 Join i Split na 2—-3—4 drzewach

http://courses.csail.mit.edu/6.046/spring04/handouts/ps5-sol.pdf
Ogolnie o 2-3—4 drzewach:
https://www.cs.purdue.edu/homes/ayg/CS251/slides/chap13b.pdf

4 PrzejScie z 2-3—4 drzew na czerwono-czarne

o wezel z jednym kluczem zamieniany jest na: czarny wezel,

o wezel z dwoma kluczami zamieniany jest na dwa wezly: czarny i jego
czerwonego syna (mozemy dowolnie wybra¢ lewy czy prawy),

e wezel z trzema kluczami jest zamieniany na trzy wezly: czarny wezet z
dwoma czerwonymi synami.

5 ASD Zadania — wzbogacanie struktur danych

Zadanie 3.24

Zaprojektuj strukture danych umozliwiajaca wykonywanie w czasie O(logn)
nastepujacych operacji na zbiorze S:

e makeset(S) :: S:=10

insert((z,y),S) = S:=SU{(z,y)}

e minxz(S) :: usuniecie z S pary (z,y) o najmniejszej pierwszej sktadowej,
e miny(S) :: usuniecie z S pary (x,y) o najmniejszej drugiej sktadowej,
e searchx(x,S) :: wyznaczenie takiej pary (a,b) € S, ze = = a,

(z,
e searchy(y,S) :: wyznaczenie takiej pary (a,b) € S, ze y = b.

Rozwigzanie: dwa drzewa AVL (jedno ze wspoélrzednymi x, drugie ze wspol-
rzednymi y), dodatkowo kazdy wezel trzyma dowiazanie do odpowiadajacego
mu wezta w drugim drzewie.

Zadanie 3.25

Zaprojektuj strukture danych umozliwiajaca wykonywanie w czasie O(logn)
nastepujacych operacji na zbiorze S:

e construct(S) :: utworzenie ciggu pustego S,

insert(S,z) :: S :=SU{(z)},
delete(S,z) :: S:=5 —{(2)},

search(S, ) :: sprawdzenie, czy  znajduje sie w zbiorze S,

elem(S,7) :: wyznaczenie i—tego co do wielkosci elementu zbioru S,



o numb(S,z) :: wyznaczenie numeru elementu x w zbiorze S (wzgledem
wielkosci).

Rozwiazanie: drzewo AVL z atrybutami rozmiar poddrzewa.

Zadanie 3.26

Zaprojektuj strukture danych do wykonywania ciagéw nastepujacych operacji
(dla elementéw a pochodzacych z dowolnego zbioru liniowo uporzadkowanego):

e initialization :: S; =0 dlai=1,2,...,n,

o insert(S;,z) = S; := S; U{(z)}, pod warunkiem, ze = nie wystepuje w
zadnym zbiorze S;, 1 < j <mn,

e deletemin(S;) :: usuniecie ze zbioru S; najmniejszego elementu,
e find(x) :: wyznaczenie numeru zbioru do ktérego nalezy element x.

Rozwigzanie: S; jako zwykte kopce, dodatkéw utrzymujemy stownik par (z, numerzbioru)

Zadanie 3.27

Zaprojektuj strukture danych umozliwiajaca wykonywanie w czasie O(logn)
nastepujacych operacji na ciggu S:

e construct(S) :: utworzenie ciagu pustego S,

e insert(S,i,x) :: wstawienie x na i-te miejsce w ciagu S, tzn. S; = x pod
warunkiem, ze ¢ < |S| 41,

e sum(S,i,7) :: obliczenie sumy Zi:l Sk,

Rozwiazanie: AVL z dodatkowym atrybutem suma elementéw poddrzewa.

Zadanie 3.28

Rozwiazanie: AVL z atrybutem rozmiar poddrzewa.

Zadanie 3.29

Zaprojektuj strukture danych umozliwiajaca wykonywanie w czasie O(logn)
nastepujacych operacji na zbiorze S zawierajacym przedzialy liczb rzeczywistych

[Z,7]:
o empty(S) :: S =10,
e add(S,I):: S=SU{I},
o delete(S,1):: S=8—{I},

e is(S,x) :: sprawdzenie czy element x nalezy do jakiego§ przedzialu w
zbioru S



e intersect(S,I) :: sprawdzenie czy przedzial I ma niepuste przeciecie z
jakim$ przedzialem nalezacym do S.

Rozwigzanie: Utrzymujemy stownik z parami (z, z) (gdzie x to liczba rzeczy-
wista, a z +1 lub -1). Dodatkowo kazdy wezel ma dodatkowy atrybut suma
oznaczajacy sume wartoéci z w poddrzewie. Mozemy w takim drzewie w czasie
O(logn) obliczy¢ sum(q) oznaczajaca sume wszystkich atrybutow z par (z, z),
takich, ze x < q.

e add(S,I) — dodajemy do stownika pary (I,+1) i (r,—1),
o delete(S,I) — usuwamy ze stownika pary (I,4+1) i (r, —1),

e is(S,x) — jesli stownik zawiera pary (x,+1) lub (x, —1) to zwracamy true,
wpp. obliczamy sum(x) i jesli suma jest > 0 to zwracamy true, jesli
sum(z) < 0, to zwracamy false.

e intersect(S,T), jesli is(S,1) lub is(S,r) to zwracamy true, jesli istnieje w
stowniu para (z,z2), t.ze | < x < r, to zwracamy true, wpp zwracamy
false.
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