Algorytmy i Struktury Danych, 7. ¢wiczenia
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1 Klasowka 2016 (1), zadanie 2

Niech n bedzie dodatnia liczba calkowita. Dla dodatniej liczby caltkowitej &
powiemy, ze ciag liczb a[l], ..., a[n] jest k-dobry, jesli kazda inwersja (,7), 1 <
i < j <mn,spehia j <i+k.

a) [8 punktoéw| zaproponuj asymptotycznie optymalny ze wzgledu na porow-
nania algorytm sortujacy ciagi k-dobre. Uzasadnij asymptotyczna opty-
malnos¢ swojego algorytmu. Uwaga: w tym zadaniu argumentami funkcji
zlozonodci sa k i n.

b) [5 punktow] zaproponuj efektywny czasowo i pamieciowo algorytm, ktory

sprawdza czy ciag liczb a[l],...,a[n] dla zadanej liczby calkowitej k, jest
k-dobry. Uzasadnij poprawno$é¢ algorytmu i dokonaj analizy czasowej i
pamieciowej

Rozwigzanie: (a) Dowolny algorytm sortujacy oparty o poréwniania musi
wykonaé Q(n log k) poréwnan: istnieje co najmniej (k!)"/* roznych permutacji
n-elementowych, ktore sa k-dobre. Stad algorytm sortujacy musi wykonaé co
najmniej log((k!)™/*) poréwnan, czyli Q(n/k-klogk) = Q(nlogk). Konstrukcja



tej rodziny permutacji: podziel liczby na bloki By = 1.k, By = k + 1..2k,
itd. permutacja otrzymana z dowolnego przemieszania blokéow p(B1) + p(B2) +
p(B3) ... jest k-dobra.

Algorytm: sortuj kolejno bloki dtugosci 2k zaczynajace sie na pozycjach
Lk+1,2k+1,....

(b) Niech pmax[i] oznacza maxa[l..7] (maksymalne wartosci dla wszystkich
prefiksow tablicy). Tablica a jest k-dobra, jesli

Vi<j<npmaz]j — k] < a[j]

2 Klasowka 2014 (1), zadanie 3

Dane sa liczby catkowite dodatnie n, k, przy czym k < \/(n) W tablicy a[l..n]
zapisano n liczb catkowitych o co najmniej k réznych warto$ciach. Nalezy zapro-
jektowaé algorytm, ktory stabilnie i w miejscu przemiesci k parami réznych liczb
na poczatek tablicy a i uporzadkuje je rosnaco. Stabilno$¢ w tym przypadku
oznacza, ze kolejnosé wystepowania w tablicy liczb o tych samych wartosciach
zostaje zachowana. Twoj algorytm powinien dziala¢ w czasie O(nlogn).
Rozwigzanie:

Algorithm 1: Solutionl(A, k)

Niech B oznacza blok A w ktérym bedziemy gromadzi¢ posortowane
rosnaco rozne elementy z A

Poczatkowo B jest pusty blokiem na samym poczatku A

foreach i€ 1,...,n do

if binarySearch(Ali], B) then
‘ // element Ali] jest juz znany wiec go ignorujemy

else

// element Ali] jest nowy i chcemy go dodaé do B

niech X oznacza blok zaczynajacy sie za B i koriczacy na
Ali —1]

Exchange(B, X)

dodaj A[i] do B

if |B| > k then break

przenies blok B na poczatek A

Analiza: Koszt O(nlogn) ze wzgledu na wykonywane O(n) razy wyszuki-
wanie binarne. Pozostale operacje zajmuja O(n) czasu:

e koszt dodawania nowych elementow to O(k?) czyli O(\/HQ) = 0(n)s,

e koszt wszystkich operacji Exchange to O(n) poniewaz Z?Zl IX;| < n
(zauwazmy, ze wszystkie zbiory X; sa roztaczne), oraz Y 30_ [B;| < k* <
n.



3 Klas6éwka 2013 (1), zadanie 3

Danych jest k£ uporzadkowanych list o dtugosciach bedacych parami réznymi
potegami dwdjki. Zaproponuj wydajny algorytm scalenia tych list w jedna liste
uporzadkowana. Uzasadnij poprawnosé¢ swojego algorytmu i dokonaj analizy
jego zlozonosci obliczeniowej ze wzgledu na liczbe poréwnan wykonywanych
podczas scalania.

Rozwigzanie: Uporzadkuj listy rosnaco wedtug dtugoéci i scalaj od najkrotszej
do najdtuzszej. Zlozonosé czasowa: O(> |L;|). Ztozonosé pamieciowa: O(k) (na
potrzeby uporzadkowania list, nie potrzebujemy dodatkowej pamieci na scalanie
bo operujemy na listach, ktore mozna scala¢ w pamieci O(1)).

4 Klasowka 2013 (1), zadanie 1

Zaprojektuj optymalny algorytm pod wzgledem pesymistycznej liczby porow-
nan, ktéry znajduje dwa $rodkowe elementy w zbiorze czterech elementéw. Do-
wiedZ poprawnosci swojego rozwiazania.

Rozwigzanie: TODO

5 Klasowka 2012 (1), zadanie 3

Dana jest 2n-elementowa tablica zawierajaca n zer i n jedynek. Chcemy ja
uporzadkowadé tak, zeby zera i jedynki byty utozone na przemian, poczawszy od
zera, tj. 010101... Zaproponuj efektywny algorytm, ktéry wykona to w miejscu
i stabilnie (tj. kolejnos¢ zer i kolejnosé jedynek z wejscia musza by¢ zachowane).
Rozwigzanie: Posortuj stabilnie (ala MergeSort) a nastepnie rekurencyjnie
poprzeplataj.
Algorithm 2: Sort(A)
if |A| > 2 then

(Z1,01)=Sort(A[l..n/2])

(Z,0,)=Sort(A[n/2 + 1..n])

Exchange(Oy, Z,)

return (Z,+ Z,.,0,+ O,.)

else
| return (A,0) (if A=[0]) or (0, A) otherwise

Algorithm 3: Unpack(A)
if |A| > 2 then
L= [|A]/4]; r = TIA]/4] ;
// zamieni cigg 014172114172 na 0t1t0r1"
Exchange(A[(l + 1)..21], A[(2] + 1)..(20 + 7)])
Unpack(A[1..21])
Unpack(A[(2] 4+ 1)..n])




6 Klasowka 2012 (1), zadanie 2

Powiemy, ze dwa napisy sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy zawieraja jed-
nakowe liczby wystapien tych samych znakéw. Danych jest n napiséw nad
alfabetem m-znakowym {1,2,...,m}. Zaproponuj algorytm, ktory stwierdza,
ile jest wérod nich réznych klas napiséw podobnych. Twdj algorytm powinien
dziala¢ w czasie O(R + m), gdzie R jest suma dlugosci wszystkich napisow.
Rozwigzanie: Podstawowa idea:

e dla kazdego stowa w; oblicz jego kod code(w;) = sorted(w;), gdzie sorted(w)
oznacza stowo w z uporzadkowanymi niemalejacymi znakami (np. sorted(adbacab) =
aaabbed)

e posortuj stowa code(w), . . ., code(w,,) uzywajac algorytmu z ¢wiczen (sor-
towanie leksykograficzne stow roznej dtugosci)

e usunl duplikaty z posortowane;j listy.

Kroki drugi i trzeci w uczywisty sposob zajma czas O(R + m) Niestety jesli
pierwszy krok tego algorytmu zaimplementujemy naiwnie, to moze sie okazaé,
ze obliczenie code(w;) zajmie nam czas O(Jw;| + m), co w sumie moze daé

O(R + nm).
Na szczescie mozemy wygenerowac kody stow w efektywniejszy sposob. Kazdy
znak z wy,...,w, zastepujemy przez trojke (c,i,j) oznaczajaca ze w;[j] = c.

Sortujemy wszystkie trojki w jednym kroku. Teraz dzieki tej posortowanej li-
$cie mamy uporzadkowane wszystkie litery z calego zbioru stéw i mozemy je
kolejno dopisywaé¢ do kodow stow:

T=1]
for w_i in w_1,...,w_n do
for j in 1,...,lw_il do
dodaj (w_il[jl, i, j) do T

posortuj T

for i in 1,...,n do
code[w_i] = "n

for (c, i, j) in T do
codel[w_i] += ¢

Dzieki “zbiorczemu” sortowaniu listy 7" udato sie obliczyé¢ kody wszystkich
stow w w czasie O(R + m).
Przyktad:

1 = aba
2 = ba
3 = caa
4 = ab

(a) 13 1),



(b, 1, 2),
(a, 1, 3),
(b, 2, 1),
(a, 2, 2),
(c, 3, 1),
(a, 3, 2),
(a, 3, 3),
(a, 4, 1),
(b, 4, 2)

]

posortowane T = [
(a, 1, 1),
(a, 1, 3),
(a, 2, 2),
(a, 3, 2),
(a, 3, 3),
(a, 4, 1),
(b, 1, 2),
(b, 2, 1),
(b, 4, 2),
(c, 3, 1)

]

code(w_1) = aab

code(w_2) = ab

code(w_3) = aac

code(w_4) = ab

7 Klasowka 2011 (1), zadanie 1

Danych jest n stéw o takiej samej dtugosci k, zbudowanych ze znakéw n-elementowego,
uporzadkowanego alfabetu. Rozmiarem zadania w tym przypadku jest R = nk.

e Zaproponuj algorytm, ktory dla danego i, 1 < ¢ < k, obliczy w czasie
O(R) liczbe wszystkich par stow, ktore réznia sie tylko na i-tej pozycji.

e Zaproponuj algorytm, ktory obliczy w czasie O(R) liczbe wszystkich par
stow, ktore roznig sie tylko na dokladnie jednej pozyciji.

Rozwigzanie: Zakladamy ze wszystkie stowa na wejsciu sg rozne (mozemy to
tatwo sprawdzic).

Dla dowolnego 4, j przez pref (i, j) oznaczamy kod prefiksu stowa w; dtugosci
Jj, chcemy zeby kody byly liczbami z zakresu 1..n takimi, ze, w;[1..j] = wq[1..5]
wtw pref(i,7) = pref(q,j) (czyli moga stuzy¢ do poréwnywania prefiksow usta-
lonej dlugosci)

Analogicznie definiujemy dla sufiksow: suf (i, 7).

Rozwiazujemy w czasie O(n) kazdy problem z osobna dla j € 1..k (w tym



kroku bedziemy liczy¢ pary stow ktore roznia sie dokladnie na j-tej pozycji)

P=90
for i:=1..n do
for j:=1..k do
P+= (pref(i,j — 1),suf(i,k — j),4) (czyli zapisujemy kod stowa
L bez j-tego znaku)

posortuj leksykograficznie trojki z P
ile:=0
foreach grupy G trdjek o tych samych wartosciach pierwszych dwdch
elementow do
// dowolna para stéw z G rézni sie jedynie na j-tej pozycji
L ile+ = |G| * (|G| — 1)/2

Warto zauwazy¢, ze jesli jakie$ dwa stowa réznia sie na dokladnie jednej
pozycji to istnieje tylko jedna warto$é¢ j w ktorej zostana zliczone

Poniewaz kazda faza zajmuje czas O(n) i faz jest k wiec caly algorytm zaj-
muje O(nk).

Pozostaje jeszcze powiedzie¢ jak obliczy¢ pref/suf - robimy to podobnie jak
w izomorfizmie drzew, trzeba po prostu kompresowaé¢ kody:

for i:=1 to n do
| pref(i,1) = w;[1]
for j:=2 to k do
P=19
for i:=1 to n do
L P += (pref(i,j — 1),11}1[]],2)
posortuj leksykograficznie trojki z P
zgrupuj trojki o tych samych wartosciach pierwszych dwoch
elementéw w G1,Ga, ..G)
for t:=1 to p do
foreach (p,q,i) € G do
L | pref(i,j) =t

8 Klasowka 2008 (1), zadanie 2

Zaproponuj wzbogacenie kopca zupelnego w taki sposéb, zeby efektywnie w
czasie zamortyzowanym wykonywane byly operacje: Min, DeleteMin, Insert,
CountMin. Ostatnia operacja polega na podaniu aktualnej liczby elementow
w kopcu o wartosci rownej Min. Przeprowadz analize kosztu zamortyzowanego
wykonania poszczegdlnych operacji.

Rozwigzanie: Wzbogacamy wezlty kopca o atrybut countEq oznaczajaca liczbe
wezlow w poddrzewie zawierajacych identyczna warto$é co ten zapisany w
kluczu. Uwaga! atrybut ten nie ma znaczenia globalnego (bo trudno byloby
aktualizowaé¢ jego wartosci) tylko lokalne i dotyczy tylko poddrzewa danego
wezta.



Dzieki takiemu atrybutowi CountMin jest operacja trywialng. Mozemy tez
aktualizowaé¢ wartosé tego atrybutu przy wszystkich operacjach kopcowych.

9 Klasowka 2010 (1), zadanie 2

Wykaz, ze kazdy algorytm znajdujacy mediane w zbiorze 5-elementowym wy-
kona w pesymistycznym przypadku co najmniej 5 poréwnan. Zaproponuj algo-
rytm dokonujacy tego za pomoca co najwyzej 6 poréwnan.
Rozwigzanie: Dolna granica: dzielimy wszystkie permutacje {1,...,5} na
klasy abstrakcji: (pozycja mediany, zbior pozycji elementéw mniejszych od
mediany). Na przyktad permutacja (5,1,4,3,2) nalezy do klasy abstrakeji
(4,{2,5}). Takich klas abstrakeji jest 5 - (5) = 30. Dowolne drzewo poroéwnaii
ktore rozroznia wszystkie klasy abstrakcji musi mie¢ wysokosé h > log, 30 > 4.
Zauwazmy, ze jesli algorytm utozsamia jakies dwie klasy abstrakcji to mozemy
skonstruowaé¢ dane dla ktorych udzieli nieprawidtowej odpowiedzi.

Algorytm wykonujacy 6 poréwnan. Poréwnaj a i b, poréwnaj c i d, poréwnaj
max(a,b) 1 max(c,d). Bez utraty ogolnosci @ > b > ¢ i d > c¢. Nastepnie:

Konfiguracja poczatkowa
C

b.—"

I

b<d b>d b>e b<e

J . %M J
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