Algorytmy i Struktury Danych, 1. ¢wiczenia

2019-10-02

1 Plan zajeé

e przyklady algorytméw zachtannych, dziel i rzadz, programowania dyna-
micznego,

e przyklad z liczbami fibonacciego i wplywem okreslenia rozmiaru danych
na zlozonosé,

e problemy 3.1-3.4 z Cormena,

2 Algorytmy zachlanne, dziel i rzadz, programo-
wanie dynamiczne

e zachlanne: wydawanie monet, scalanie elementéw (koszt scalenia x 1y to
z+y),

e dzieli i zwyciezaj: jednoczesne wyznaczenia min i max w ciagu uzywajac
minimalnej liczby poréwnari; mnozenie duzych liczb; inny problem: dany
ciag n réoznych elementéw ze zbioru 0..n, nalezy wyznaczy¢ element kto-
rego nie ma w ciagu, jedyna operacja to bit(i, k) zwracajaca k-ty bit z
i-tego elementu ciagu.

e dynamiczne: najdluzszy podciag rosnacy, fibonacci, scalanie sgsiadow,
optymalne mnozenie macierzy,

Kontrprzyktad dla algorytmu zachtannego dla scalania sasiadow (100, 99, 99, 100).

3 Szybkie potegowanie

Zwykty algorytm potegowania:

Function NormalPow(a,n)

w=1
foreach i = 1..n do
Lw:w*a

return w;

I troche sprytniejszy:



Function Pow2(a,n)

if n =0 then
[ return 1

else if n =1 then
L return a

else
w = Pow2(a, [n/2])
w=w*w

if n mod2=1then w=w=*a

return w;

Mnozenie duzych liczb

Function Mult(a, b)

niech n oznacz dtugosé liczb a, b
if n <1 then
| uzyj zwyklego mnozenia

else
dzielimy (tekstowo) a i b na pary dwoch krotszych liczb (o n/2
cyfrach)
niech a = a; a2 (Ja1| = |az] = n/2)

niech b = by by (|b1] = |b2| = n/2)
A= mult(al, bl)
B = mult(az, ba)
C mult(a1 + as, by + b2)
— (A + B) (co jest rownowazne D = a1bs + azby)
return A % 10" + D % 10"/2 + B;

ZYozonosé algorytmu:

T(TL) =37 (%) =+ O(n) _ O(n10g23) ~ O(n1'58496)

4 Liczby Fibonacciego

Jak zmienia sie ztozno$¢ obliczeniowa w zaleznosci od:
e dane wejsciowe jako liczba binarna, dane wej$ciowe jak liczba unarna,
e algorytm dynamiczny i z mnozeniem macierzy.
e koszt operacji arytmetycznych staly, albo zalezny od rozmiaru liczb.

Przydatna tozsamo$é:

1 11" [Fu  F,
1 0 - Fn anl



5 Cormen, zadania z 3. rozdzialu

3.1 Asymptotyczne zachowanie wielomianéw,

3.2 Wzgledny rzad asymptotyczny,

3.3 Porzadkowanie ze wzgledu na rzad wielkosci funkcji,

e 3.4 Wlasnosci notacji asymptycznej,

6 Temp

6.1 Definicje

O(g(n)) = {f(n) : istnieja dodatnie stale ¢y, c2 i ng, takie, ze 0 < c1g(n) < f(n) < cag(n)
dla wszystkich n > ng}

O(g(n)) = {f(n) : istnieja dodatnie stale ¢ i ng, takie, ze f(n) < cg(n) dla
wszystkich n > ng}

Q(g(n)) = {f(n) : istnieja dodatnie stale c i ng, takie, ze 0 < cg(n) < f(n) dla
wszystkich n > ng}

o(g(n)) = {f(n) : dla kazdej dodatniej stalej ¢ > 0 istnieje stala ng > 0, taka,

ze 0 < f(n) < cg(n) dla wszystkich n > ng}

w(g(n)) = {f(n) : dla kazdej dodatniej stalej ¢ > 0 istnieje stala ng > 0, taka,

ze 0 < cg(n) < f(n) dla wszystkich n > ng}

6.2 Przydatne tozsamosci
o (@) = (a")"
e a4 = blogba
e log, a™ =nlog,a
e log,a=1/log,b
log, a

o a8 =¢

e def: log*n = min{i > 0 : log” n < 1}, przyklady: log*2 = 1, log*4 = 2,
log* 16 = 3, log™* 65536 = 4, log*(265536) = 5

e wzor Stirlinga:

n! < V2mn(n/e)" e

gdzie
(N
2n+1-""= 120




6.3 Problem 3-1

[Cormen]
Niech

gdzie ag > 0, bedzie wielomianem stopnia d zmiennej n i niech k bedzie
stala. Korzystajac z definicji notacji asymptotycznych, udowodnij nastepujace
wlasnosci:

e jesli k > d, to p(n

e jesli k < d, to p(n

/-\
\/

(n)
(n)
jesli k = d, to p(n) = @(n’“)
jesli k > d, to p(n)
(n)

v

jesli k < d, to p(n

6.4 Problem 3-2

[Cormen]
Poréwnaj wzgledem notacji O, o, 2, w, © funkcje:

logk n < n®
nk < c"
v/n  nie da sie porownaé psinm
on > 2"/2
nlog c — Clog n
log n! = logn™ = O(nlogn)

Przymij, ze k > 1, ¢ > 01 c > 1 sa stalymi.

6.5 Problem 3-3

[Cormen]|
Uporzadkuj nastepujace funkcje ze wzgledu na ich rzad wielkosci:



o1 e nlogn

. nl/logn:nlogn2:2 o n2
e loglog™n o flogm —p2
e log*(logn) = O(log™ n) o n?
e log"n e (logn)! (Q2(n), O((logn)s™)
O(nloglog n)
° 210g* n
° nloglogn
e loglogn
e (logn logn _ nloglogn
o /logn (logn)
e (3/2)"
e logn
5 ° 2"
e log“n
o VIR oen-2
o c"

. (VP =

° 210gn =n

o nl (Q(2), O(n"))

. e (n+1!=(Mn+1)-n

e log(n!) ((n), O(logn™) =
O(nlogn))

o 22"
o 22" (22“)2

6.6 Problem 34

[Cormen| Niech f(n) i g(n) beda funkcjami asymptotycznymi dodatnimi. Udo-
wodnij lub obal kazde z tych nastepujacych stwierdzen:

) = O(g(n)) implikuje g(n) = O(f(n)) FALSZ,

f(n
o f(n)+g(n) =O(min(f(n),g(n))) FALSZ,
* f(n) = O(g(n)) implikuje log(f(n)) = O(log(g(n))), gdzie log(g(n)) > 1 i
f(n) > 1 dla wszystkich dostatecznie duzych n PRAWDA,
e f(n) = O(g(n)) implikuje 2/ = O(29(")) FALSZ (f(n) = 2n, g(n) = n),
o f(n) =O((f(n))?) FALSZ (np. f(n)=1/n),
e f(n) = O(g(n)) implikuje g(n) = (f(n)) PRAWDA,
o f(n)=0O(f(n/2)) FALSZ (np. f(n)=2"),
e f(n)+o(f(n)) =0(f(n)) PRAWDA.

6.7 Twierdzenie 4-1

(Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej)
Niech a > 11 b > 1 beda stalymi, niech f(n) bedzie pewng funkcja i niech
T'(n) bedzie zdefiniowane dla nieujemnych liczb catkowitych przez rekurencje:



T(n) = aT(n/b) + f(n)

gdzie n/b oznacza [n/b] lub [n/b]. Wtedy funkcja T'(n) moze byé ograni-
czona asymptotycznie w nastepujacy sposob:

e jesli f(n) = O(n'°2 2=€) dla pewnej statej € > 0, to T'(n) = O(n'°& ).
e jesli f(n) = ©(n'°8+ %), to T'(n) = O(n'°e *logn).
o jesli f(n) = Q(n'°89+€) dla pewnej statej e > 0 i jesli af(n/b) < cf(n)

dla pewnej stalej ¢ < 1 i wszystkich dostatecznie duzych n, to T(n) =

O(f(n))-



