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1 Analiza algorytmu QuickSort

(AiSD, strony 56-58)

Dla losowe]j permutacji, oczekiwany czas sortowania przy uzyciu algorytmu Qu-

ickSort wynosi:

1 dlan<1
T(n)= {(n+1)+iZ?_l(T(i—l)JrT(”—i)) dlan>1

Dla n > 1 mozemy réwnanie przeksztatcié do:

T(n) = (n—|—1)+%ZT(i—1)

(mnozymy obie strony przez n)

nT(n) :n(n—|—1)—|—22n:T(i—l)

dla n — 1 otrzymujemy:

n—1
(n—1D)T(n—1)=m-1)n+2Y T(-1)
i=1
po odjeciu stronami otrzymujemy:
n+1

T(n) = p Tn—1)42

co mozemy przeksztalcié do:



T(n) Tn-1) 2
= +
n+1 n n+1

po przesumowaniu obu stron dlan’ = 1..n

T(n) T0) s~ 2
n+1 1 +;i+1

Stosujac przeksztalcenia mozemy otrzymac:

2

1 3
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T(n)=2(n+1)(H, + TI1 2

Dowéd, ze n — 1 poréwnan jest potrzebne do
znajdowania minimum

Wezmy algorytm, A, powiedzmy, za kazdym razem, gdy pordéwnuje on dwa
elementy, to taczymy je krawedzia. Jesli A uzyl mniej niz n — 1 poréwnan, to
istnieja dwa elementy, ktére nie sa ze soba poréwnywalne.

3

Optymalne znajdowanie drugiego co wielkoSci
elementu

budujemy drzewo turniejowe (poréwnujemy sasiednie elementy, dalej prze-
chodzi wygrany) — ten krok zabiera n — 1 pordéwnari,

niech S zbior elementéw ktore przegralty z liderem, |S| = [logn]

wybierz lidera wsrod elementéw S — ten krok zabiera |S|—1 = [logn] —1
poréwnan.

razem n + [logn] — 2

Dowéd, ze algorytm jest optymalny. Knuth, tom III, 5.3.3. strona 221.
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Optymalny algorytm do znajdowania min i max

jednoczesnie

Algorytm dziel i rzadz. (3[n/2] — 2 poréwnan)

Q=10

for i = 1 to [n/2] do Q.push(pair(min(A[2i — 1], A[2]), max(A[2i —
1], Af2d))))

while |Q| > 1 do
— (al,bl) = QPOP,



— (GQ,bQ) = QPOP,
— Q.PUSH (min(ay,as), max(by,bs))

e return Q.POP

Jest to rowniez optymalna liczba poréwnan. (Knuth, Tom 3, éwiczenie 16,
strona 231). Niech (a, b, ¢, d) oznacza stan obliczeni algorytmu,

e a — liczba elementow, ktore nie byty jeszcze poréwnywane,

e b — liczba elementow, ktore byly poréwnywane i nie przegraly zadnego
poréwnania,

e ¢ — liczba elementow, ktore byly poréwnywane i przegraty wszystkie po-
réwnania,

e d — liczba elementéw, ktére wygraly co najmniej jedno poréwnanie, i
przegraty co najmniej jedno poréwnanie.

Dowolny algorytm zaczyna obliczenia w stanie (n,0,0,0) i powinien koriczy¢ w
(0,1,1,n — 2) (jesli koriczy w innym to latwo podaé¢ kontprzyklad).
Konstrukcja przeciwnika dla algorytmu. Dla zapytania (z,y) postaci:

e (aj,as) — odpowiada a; < ag, zmiana (—2,41,+41,0)
e (by,by) — odpowiada by < by, zmiana (0, —1,0,+1)
e (c1,c9) — odpowiada ¢; < cg, zmiana (0,0, —1,41)
ai,b;) — odpowiada a; < by, zmiana (—1,0,+1,0)
a1, dq odpowiada a; > dj, zmiana (—1,41,0,0)
dy,ds) — odpowiada dy < ds, zmiana (0,0, 0,0)

b1, c1) — odpowiada by > ¢1, zmiana (0,0,0,0)

.

b1,d1) — odpowiada by > dj, zmiana (0,0,0,0)

(
(
(
(a1,b1)
e (a1,c1) — odpowiada a; > ¢1, zmiana (—1,+1,0,0)
(a1,d1) —
(di,d2)
(
(
(

¢1,d1) — odpowiada ¢; < dj, zmiana (0,0,0,0)

Dowolny algorytm musi zada¢ co najmniej [n/2] zapytan typu (a,*), aby
zmniejszy¢ licznik a o n, a co za tym idzie liczniki b i ¢ zostana sumarycznie
zwiekszone o n. Zeby zmniejszy¢ liczniki b i ¢ 0 n—2 nalezy wykonaé co najmniej
n — 2 zapytan typu (b|c, *).
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