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Zadania z podstaw matematyki dla 1 roku informatykiﬂ

Zadania na rozgrzewke

1. Udowodnié¢, ze 1 +2 +4 4 ... 427 =27+l 1,
2. Udowodnié¢, ze kazda liczba naturalna postaci 42n+1 4 320+l qgi6] sie przez siedem.

3. Udowodni¢, ze kazda liczba naturalna wieksza lub réwna od 2 jest iloczynem liczb pierw-
szych lub sama jest pierwsza.

4. Udowodni¢, ze 2021 dowolnych kwadratow mozna tak podzieli¢ liniami prostymi, ze
z otrzymanych kawalkow da sie ztozyé¢ jeden kwadrat.

5. Zaznaczy¢ na rysunku zbiory:

(a) {(z,9) eR?* | (x-z+y-y>1) = (y+z>0)}

)

c) {x e R | Vo(z? >0)};
) {z € R [ IVy(y > (z - 2)°)};
)

(0) {(z,y) eR* | 2® +9° > 1= 3(a” + (y —2)* < ).
6. Zaznaczy¢ na rysunku zbiory:
(@) {(z,y) €R? | (2® +y* > 1) = [(a? +y* <2)A (22 -y =0) = |y| = [z])]}
(b) {{z.y) eR* [ ((@* +y° =4) > (y > 1Ay #1)) = (@° +y° =9)};
(¢) {{z,y) e R? | Va(z? +1>y) = (y+2 <0)}.
(@) {(z,y) eR? | (z>y) = (y+2>0)}
7. Zaznaczy¢ na rysunku zbiory:

(a) {z € R | VaTy (sin(z +y) < 2)};

!Zadania sg zebrane przypadkowo, nie zawsze sprawdzone i bez gwarancji poprawnosci. Korzysta¢ mozna
na wlasne ryzyko i odpowiedzialno$¢. Zadania i rozwiazania pochodza od réznych autoréw, miedzy in-
nymi Mikotaja Bojanczyka, Jacka Chrzaszcza, Lukasza Czajki, Wojciecha Czerwinskiego, Norberta Do-
jera, Michala Godziszewskiego, Piotra Hoffmana, Tomasza Kazany, Bartka Klina, Eryka Kopczynskiego,
Agnieszki Kozubek, Stawomira Lasoty, Filipa Murlaka, Linha Anh Nguyena, Damiana Niwiriskiego, Pawla
Parysa, Marcina Peczarskiego, Marcina Penconka, Wojciecha Plandowskiego, Aleksego Schuberta, Adama
Slaskiego, Michata Skrzypczaka, Michala Strojnowskiego, Szymona Toruriczyka, Jerzego Tyszkiewicza, Darii
Walukiewicz-Chrzaszcz, Piotra Wasilewskiego, Piotra Wilkina. Jednak autorstwo wielu zadan jest trudne do
ustalenia. Za wykrycie bledow dziekuje Paniom: Larze Citko, Weronice Kisieliniskiej, Agnieszce Kozubek,
Annie Pawtowskiej, Aleksandrze Pidde i Patrycji Stepieni, oraz Panom: Piotrowi Borowskiemu, Radosta-
wowi Burnemu, Mateuszowi Danowskiemu, Jackowi Chrzaszczowi, Michalowi Godziszewskiemu, Resulowi
Hangeldiyevowi, Kamilowi Herbie, Januszowi Kudelce, Stawomirowi Lasocie, Mikotajowi Lisikowi, Toma-
szowi Kaszlewiczowi, Rafalowi Koltunowi, Kamilowi Majdanikowi, Roscistawowi Matusiewiczowi, Piotrowi
Padlewskiemu, Pawlowi Perzynie, Maciejowi Piekarniakowi, Wojciechowi Przytule, Damianowi Rodziewiczo-
wi, Maciejowi Rozariskiemu, Kamilowi Rychlewiczowi, Damianowi Sawickiemu, Aleksemu Schubertowi, Mi-
chatowi Sienkiewiczowi, Michalowi Siennickiemu, Grzegorzowi Skoraczyriskiemu, Stanistawowi Solarewiczowi,
Adamowi Slaskiemu, Piotrowi Wasilewskiemu, Karolowi Wasowskiemu, Michatowi Wtodarczykowi i Karolowi
Wychowancowi.
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(b) {z € R| JyVz (sin(z + y) < 2)}.
8. Zaznaczy¢ na rysunku zbiory:
(a) {z € R | Vzdz(z =1)};
(b) {z€eR | JaVx(z=1)};
(c) {x eR | Vedx(z =1)};
(d) {z €R | JaVz(x =1)}.
9. Zaznaczy¢ na rysunku zbiory:
(a) {zeR | IWz(y— 22 <z Az<y+iAny>1}
(b) {(z,y) € B2 | Va(y? + (@ — 2)° £ 1) = 3x((z — 2)° + (y — 22)° = )},
R 10. Zaznaczy¢ w ukladzie wspohrzednych nastepujace zbiory:
(@) {(@,y) :RxR | y>|zf & (a® +y> 24Ny <3)};
(b) {(z,y) | F2(z € ZAVw(lw — |2]| = 5 = |w —y[ < 5 A |z — 2| < )}
R 11. Ktora z nastepujacych réwnowaznosci jest prawdziwa dla dowolnego y € R?
(a) ye{zeR|z>0} & y>07
(b) siny € {sinz | z >0} < y>07
12. Co znacza nastepujace zdania? Jak je sformulowaé, zeby nie budzity watpliwosci?

a
b

—

Nie wolno pi¢ i gra¢ w karty.

—

Nie wolno pluc i tapaé.
Zabrania sie zaSmiecania i zanieczyszczania drogiﬂ

—

C

—

e) Zabrania sie jedzenia lub picia na terenie laboratorium komputerowego.

f

)
)
)
d) Zabrania si¢ zasmiecania lub zanieczyszczania drogzﬁ
)
)

—

Wpisaé, gdy osoba ubezpieczona nie posiada numerdw identyfikacyjnych NIP lub
PESELH
(g) Podaj przyktad liczby, ktora jest pierwiastkiem pewnego réwnania kwadratowego
o wspotczynnikach catkowitych i takiej, ktdra nie jest.
) Warunek zachodzi dla kazdego x i dla pewnego y.
) Nierdwnosé f(x) < g(x) nie zachodzi dla dowolnego x.
(j) Funkcja czesciowa z A do B nie jest na ogot funkcjg z A do B.
k) Kazda liczba ma pewien dzielnik pierwszy.
(1) Kazdy marynarz zna pewng knajpe.
13. Sformutowaé poprawnie zaprzeczenia stwierdzen:
(a) Liczby m i n sq pierwsze.
(b) Liczby m in sq wzglednie pierwsze.
R 14. Jak brzmi zaprzeczenie zdania:
(a) Zaden pies nie goni kazdego kota?
(b) Pewien pies nie goni Zadnego kota?

R 15. Czy nastepujace definicje mozna lepiej sformutowaé?

2Kodeks Drogowy przed nowelizacja w roku 1997.
3Kodeks Drogowy (Art. 45 p. 1(9)) po nowelizacji w roku 1997.
*Instrukcja wypelniania formularza ZUS ZCZA (Zgtoszenie danych o cztonkach rodziny. .. )
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16.

R17.

18.

19.

20.

(a) Zbior A jest z6tty, jesli ma co najmniej 2 elementy.

(b) Zbior A jest czerwony, jesli dla kazdego x € A, jesli x jest parzyste, to x jest
podzielne przez 3.

(c) Zbior A jest zielony, jesli dla pewnego x € A, jesli x jest parzyste, to x jest podzielne
przez 3.

Wskazaé blad w rozumowaniu:

(a) Aby wykazaé prawdziwosé tezy
,Dla dowolnego n, jesli zachodzi warunek W (n) to zachodzi warunek U(n)"
zatdzmy, Ze dla dowolnego n zachodzi W (n). ..

(b) Aby wykazaé prawdziwosé tezy
.Dla pewnego n, jesli zachodzi warunek W (n) to zachodzi warunek U(n)"
zatézmy, ze dla pewnego n zachodzi W(n). ..

Wskazaé blad logiczny w nastepujacym rozumowaniu:
Udowodnimy, ze istnieje najwieksza liczba rzeczywista. W tym celu rozpatrzymy dwa
przypadki. Przypadek pierwszy ma miejsce, gdy dla kazdego x € R 4 pewnego y € R
zachodzi x < y. Wiedy y jest najwiekszq liczbg rzeczywistq. Jesli przypadek pierwszy
nie zachodzi, to z prawa De Morgana wynika, zZe dla pewnego x € R i kazdego y € R
nierowno$é x < y jest fatszywa. Wtedy jednak x > vy, dla kazdego y € R, skqgd w szcze-
golnosci x > x, sprzecznosé.
Jak poprawnie sformutowaé nastepujace zadanie z egzaminu z rachunkowosci w SGH?
Naliczone odsetki od kredytow bankowych sq:

a) stratami nadzwyczajnymi

b) kosztami dziatalnosci operacyjnej zasadniczej

¢) kosztami pozostatej dziatalnosci operacyjnej

d) Zadna odpowiedz nie jest prawidtowa

Na czym polega btad w nastepujacym rozumowaniu?

Aby udowodnié, ze zbior A jest zawarty w zbiorze B nalezy wykazad, ze dowolny element
zbioru A nalezy do zbioru B. Udowodnimy, zZe zbior liczb rzeczywistych jest zawarty
w zbiorze liczb naturalnych. Wezmy wiec dowolng liczbe rzeczywistq: niech to bedzie zero.
Oczywiscie zero nalezy do zbioru N, a zatem R C N.

Na czym polega btad w nastepujacym rozumowaniu?

Udowodnimy, ze kazda liczba rzeczywista jest nagmniejsza. Niech bowiem x bedzie dowolng
liczbg rzeczywistqg i niech A={y € R | y < z}. Wtedy A = @. Istotnie:
A={zeR|zecAl={zecR|ze{yeR |y<z}}={reR|z<a}=0.

Rachunek zbioréow

21.

Ile elementoéw maja zbiory {1,2}, {1,2,1}, {{1,2},{2,1},{1,2,1}}, {a,b}?

22. Wyznaczy¢ sume i iloczyn zbioréw A i B, gdy:

23.

(a) A= {Qv {17 2}7 {17 1}}7 B = {{27 2, 1}7 {37 1}};

(b) A= {@7 {{17 2}7 {17 1}}}7 B = {{®> {1’ 2}}> {{17 1}}}
Sprawdzi¢, czy dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodza réwnosci:

(a) (AUBUC)—-(AUB)=C,

(b)y A=(ANB)U (A - B);
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(c) A—(A—B)=ANBSB,

(d) AU(ANB) = A;

(e) (AUB)—-C=(A-C)Uu(B-20C).
24. Ktore z nastepujacych zbioréw sa réwne dla dowolnych A, B i C?

(ANB)-C, AN(B-0), (A-C)—-(A-B), (B-C)—(B-A).
25. Pokazaé, ze:
R (a) jesi A—B=B— A, to A= B,

(b) jesli A— B=g,to AC B,
(c) jesi AUBCC,to A—BCC — B,
(d) jesSi A—BCC,to ACBUC.
(e) jesi AUB=C,toC —B=A—-B;
(f) jesi AUBC AN B, to A= B;

(g) jesi A-B=A-CtoB=C.
26. Uzupelnié¢ ponizsze zdania, wpisujac w miejsce pierwszego wielokropka znak € lub C,

a w miejsce drugiego wielokropka C' lub |JC.

(a) Jesi Ae BeC,to A ... ...
(b) Jesi Ae BCC,to A ... ...
(c) JesiACBeC,toA... ...
(d) Jesi ACBCC,toA... ...
R 27. Udowodnié, ze dla dowolnych zbioréw A, B i C zachodzi nastepujaca réwnowaznosé:
(A-CYU(C-B)U(B—-A)=CUB & ACCUB AN ANnBNnC=g.
R 28. Ktore z ponizszych implikacji sa prawdziwe dla dowolnych zbioréow X i Y
(a) Jesi P(Y) C X, toY C|J X7
(b) Jesi Y C|JX, to P(Y) C X7
R 29. Zbada¢, czy ponizsze implikacje sa prawdziwe dla dowolnych zbiorow A, B, C.
(a) AUCCBUC —-C—-BCC-A4;
(b ANCCBNC—-C—-BCC-A.
30. Zbada¢, czy dla dowolnych A, B i C zachodzi
(a) P(LAUB) =P(A)UP(B);
(b) P(ANB) = P(A)NP(B);
(c) A—(BUC)=(A-B)-C;
(d) A—-(B-C)=(A-B)UC.
31. Udowodni¢ réwnowaznos¢ AN B CC + AC -BUC.
R 32. Czy dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzi implikacja
ANBNC=29 — ANBC(A-C)Nn(B-0)?
R 33. Czy dla dowolnych zbiorow A, B, C zachodzi réwnowaznosé
BCC + AUBUC=(A-B)UuC?
R 34. Czy dla dowolnych zbioréw A, B, spelniajacych warunek A = (AU B) — B, zachodzi
rownos¢ A= (A—B)UB?
35. Pokazaé, ze A C B zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy P(A) C P(B).
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R 36.

37.

38.
39.
40.
R 41.

42.

R 43.

R 44,

45.

46.

Udowodnié, ze dla dowolnych zbiorow A, B zachodzi rownowazno$é:

AN B = @ wtedy i tylko wtedy, gdy P(A) "P(B) = {o}.
Rodzina zbiorow A C P(N) jest ciatem zbioréw wtedy i tylko wtedy, gdy (1) zbior
pusty nalezy do A; (2) dla dowolnego X € A zbiéor —X nalezy do A; (3) dla dowolnych
X,Y € Azbiory XUY 1 X NY nalezg do A.

(a) Jakie jest najmniejsze i najwicksze ciato zbiorow?

(b) Ile elementéow maja skonczone ciata zbiorow?

(¢) Udowodnié, ze jesli A jest ciatem zbiorow, oraz Ay,..., A, € Adla pewnegon € N,

toA1U...UA, € Aoraz AyN...NA, € A

(d) Czy jesli A jest ciatem zbioréw oraz B C A, to |JB € A?

(e) Cuzy jesli A jest ciatem zbiorow oraz @ # B C A, to (B € A?
Czy jesi ACBto|JACUB? Czyjesi ACBto(|BC[A?
Czy jesli | JACUB to AC B? Acojesli(\BCA?

Pokazaé, ze | JP(A) = A, dla dowolnego zbioru A.

(a) Cazy istnieje taka rodzina A, ze P(|JA) C A?

(b) Czy dla kazdej rodziny A zachodzi P(|J.A) C A?

(c) Czy istnieje taka rodzina A, ze P(JA) D A?

(d) Czy dla kazdej rodziny A zachodzi P(|J.A) 2 A?

Niech A € P(P(R)) bedzie rodzina zbioréw spelniajaca warunek
(VBe A)(VCCR)(CCB—CeA.
Pokazac, ze | JA = {z e R | {z} € A}

Ktoéra z nastepujacych réwnosci

(a) ({P(B) | BC A} ={(P(B) | B C A};
(b) U{P(B) | BC A} ={UP(B) | B C 4}
zachodzi dla dowolnego zbioru A?

Ktoéra z nastepujacych rownosci

(a) NANNB =(AUB);
(b) NANN B =N(ANB);
(c) UAUUB =U(AU B);
(d) NAUNB =N(AUB)
() UANUB =U(4n B);
() UAuUB =U(AN B),

zachodzi dla dowolnych niepustych rodzin zbioréw A i B o niepustym przecieciu?

)

Niech T' # @. Ktoéra z nastepujacych réwnowaznosci zachodzi dla dowolnej rodziny
zbioréw {A;}ier 1 dowolnego zbioru B:

(a) B C [ er At wtedy i tylko wtedy, gdy B C A; dla kazdego t € T?

(b) B C U,er At wtedy i tylko wtedy, gdy B C A; dla pewnego t € T
Niech T# @ 1 @# A; CP(N), dla t € T. Jakie zawierania zachodza pomiedzy zbiorami:

(a) U UteT A i UteT UA:?
(b) ﬂ UteT Api ﬂteT U Ag?
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(©) NUier At i Uer N Ae?
(d) ﬂ UteT Ap i ﬂteT ﬂ Ag?
47. Zaznaczy¢ w ukltadzie wspotrzednych zbior UneN—{O} A, gdzie
An = {{z,y) e R? | 22 4+ 9% > # —n(y—22—-1)>1}.
Brzegi obszaréw zawarte w zbiorze prosze zaznaczyé¢ pogrubiong linig, brzegi nie zawie-
rajace sie w zbiorze — liniag przerywana.

R 48. Znalezé User, At 1 MNier, At, gdzie:

(a) A= (1—-12++1t),dlateRy;
(b) Ay = [Vt,V2t], dlat € R,.
49. Zmalez¢ | J,cp At, gdzie At ={{z,y):R?| | —t| +|y| <1}, dlat: R.
50. Niech Ay ={r € R| =5 <o <n+m}, dla m,n € N. Znalez¢ zbiory:
(a) Unﬂ Anm (B) My Un Anim-
51. Okresli¢ taka rodzine {4;; | i,j € I}, zeby wszystkie ponizsze zbiory byty rozne:
Ui ﬂj Aij, ﬂz Uj Aij, Uz Uj Aij, ﬂz ﬂj Aij, Uj ﬂz Aijy ﬂj Uz Agj-

52. Niech T'= J,cg Ts i niech K bedzie rodzing wszystkich podzbiorow T', ktore z kazdym
ze zbioréw Ty majg przynajmniej jeden element wspolny. Udowodnié, ze jesli K # &, to
dla dowolnej rodziny {A;}¢c7 zachodzi rownosé: |J,cq ﬂteTS At = Nyex Usey At

53. Czy U,en Ujen Aiyj to to samo, co JU{Ai; | 4,7 € N}?

54. W aksjomatycznej teorii mnogosci definiuje sie pare uporzadkowana (a,b) jako zbior
<a,b> = {{a},{a,b}}. Jakiego typu jest <a,b>, jesli a i b sa typu D? Udowodni¢,
ze tak zdefiniowane pary spetlniajg warunek <a,b> = <z, y> wtedy i tylko wtedy, gdy
a=zib=y.

55. Jakie elementy i jakie podzbiory ma iloczyn kartezjaniski A x B, jezeli:

A={0}iB={1}7
(b) A=2i1iB =07
(c) A=2i1iB={1}7?
(d) A={0,1} 1 B={1}7
R 56. Czy nastepujace rownosci zachodza dla dowolnych niepustych rodzin A i B?

) NAXOB=(Haxp|ac AApP e B},
(by UAxUB=U{axp|ae AANS e B}.
57. Ktoéra z nastepujacych rownosci
(a) Unen(An x Bn) = Upen An X Upen Bn;
(B) Mupen(An X Bn) = Npen An X (pen Bnsi
zachodzi dla dowolnych rodzin {Ay, }nen 1 {Bn}nen?

58. Ktora z nastepujacych rownosci

(@) Unen(UAn x U Bn) = Ufu xw | (u,w) € U, en(An X Bn)};
(b) Nnen(NAn X N Bn) = M{u x w | (u,w) € en(An X Bn)};
(©) Maen(NAn x (1 Bn) = Nuxw | (u,w) € U,en(An X Ba)};
(d) Nnen(MNAn x N Bn) = u x w [ (u,w) € Upen An X Upen Bnts
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99.

64.

65.

R 66.

R 67.

68.

69.

zachodzi dla dowolnych rodzin {Ay}nen 1 {Bnlnen, gdzie zbiory A,,B, C P(N) sa

niepuste oraz iloczyn (1, cn(An X By,) tez jest niepusty?

Udowodni¢, ze dla dowolnych niepustych zbiorow A, B, X, Y zachodzi rownowaznosé:
AXxBCXxY & ACXABCY.

Czy zalozenie o niepustosci jest istotne?

. Udowodni¢, ze dla dowolnej rodziny A zachodzi:

P(UA) = {9} wtedy i tylko wtedy, gdy A= & lub A= {&}

. Ktore z ponizszych zawieran zachodza dla dowolnych niepustych rodzin A, B?

(a) UNUPMA) cNUA

(b) NUASUNUP(A)

() NPMUA) CNA

(d) UAxNBZCU{axblac ANbe B}

. Czy dla dowolnej niepustej rodziny X C P(R) zachodzi réwnosé¢ |J—-X = —|J &7

A réwnosé |J-X = - A7

. Czy dla dowolnej niepustej rodziny niepustych zbioréw Z zachodza réwnosci:

(a) U{{a}xA‘aEA/\AGZ}:U{Ax{a}‘aeA/\AGZ}?

(b) N{{a} xAlac AnAeczZ}=N{Ax{a} |ac ANAcZ}?

Niech A, B # &. Udowodnié, ze jesli (A x B)U (B x A) = (C x D)U (D x C), to albo
A=CiB=D,alboA=DiB=C.

Rodzina zbiorow A jest taricuchem, gdy dla kazdych X,Y € A zachodzi X C Y lub
Y C X. Udowodni¢, ze:

(a) Iloczyn dowolnej niepustej rodziny tancuchow jest taricuchem,
(b) Suma dowolnego tanicucha taricuchow jest taricuchem.
Niech L C P(R) bedzie tanicuchem zbiorow.
(a) Udowodni¢, ze jesli L = Ly U Lo, to albo |JL = |J Ly albo | L = L.
(b) Cazy jesli L = J L, gdzie L jest taiicuchem lancuchow, to |JL = |J X dla pewnego
taricucha X € L7
Rodzina R C P(R) jest tancuchowo zamknieta wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
laicucha zbiorow L, z tego, ze £ C R wynika, ze | JL € R.
(a) Udowodni¢, ze jesli © jest niepusta rodzing rodzin tanicuchowo zamknietych, to jej
iloczyn (O jest rodzing taricuchowo zamknieta.
(b) Udowodni¢, ze jesli R,S C P(R) sa laricuchowo zamkniete, to ich suma R U S jest
taficuchowo zamknieta.
(c¢) Czy suma lancucha rodzin taricuchowo zamknietych musi by¢ taricuchowo zamk-
nieta?
Udowodni¢, ze dla dowolnej rodziny zbiorow {A,, | n € N}, zachodzi réwnosé

UneN Ap = UneN By,
gdzie B,, = Ap — U;,, Ai, dlan € N.

Udowodni¢, ze jesli A, C Ay dla wszystkich n € N, to U,cny An = Upey An, dla
dowolnego nieskoriczonego H C N.
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R 70.* Dla dowolnego zbioru A, przez Py(A) oznaczymy rodzine wszystkich dwuelementowych

podzbioréw zbioru A. Niech {X, Y} bedzie podzialem zbioru P3(N), tj. niech X NY = @
oraz X UY = Py(N). Pokaza¢, ze istnieje taki nieskoniczony zbior A C N, ze Po(A) C X
lub Po(A) C Y.

Funkcje

71.
72.

73.

4.

75.

76.

e

78.

79.

80.

Ile elementéw maja zbiory: @2, @4, A?, jezeli A # &7
Udowodnié, ze:

(a) jesli f:A—B,g: B—Cih:C— D,toho(gof)=(hog)of;

(b) jesli f: A 1n;a1> B,to f~lof=idy oraz fo f~! =idg;

(c) jesi f: A— B, to foidgy = f=idpo f.
Udowodni¢, ze:

(a) jeélif:AgBorazg:BgCtogof:AQC;

(b) jesli f: A2 Borazg: B 2% Ctogof: A% C.
Znalez¢ obraz prostej o réwnaniu 3z — 2y = 1 i przeciwobraz okregu o réwnaniu
2?2 4+ y? = 1 przy przeksztalceniu f : R? — R? danym wzorem f(z,%) = 2z +y,z — y).
Znalez¢ obraz kwadratu [0,1) x (0, 1] i przeciwobraz odcinka [1, 2] przy przeksztalceniu
f:R? = R danym wzorem: (a) f(z,y) = %52 (b) f(z,y) =z —2y.
Niech f : R x R —o— R bedzie taka, ze f(z,y) = % Znalez¢ przeciwobrazy {1y
i f=1([1,2]) oraz obraz kwadratu (1,2) x (3,4).
Niech ¢ : N x N — N bedzie taka, ze ¢((n,k)) = nk, dla dowolnych n,k € N. Zbadac,
czy @ jest réznowartosciowa i czy jest na N. Znalezé o(Pr x (N — Pr)), ¢~ 1({10}),
e Y (N—Pr), o ({27 : n € N - {0}}), gdzie Pr oznacza zbior liczb parzystych.
Niech f : P(N) x P(N) — P(N) bedzie taka, ze f((C,D)) = C n D, dla dowolnych
C,D C N, iniech B C N. Czy f jest roznowartosciowa i czy jest na P(N)? Znalezé
obraz zbioru P(B) x P(B) i przeciwobraz zbioru {N}, przy przeksztalceniu f.
Niech f: (P(N)—{@}) x (P(N) —{@}) — P(N x N) bedzie taka, ze f((C,D)) = C x D,
dla dowolnych C, D C N. Czy f jest roznowartosciowa i czy jest na zbior P(N x N)?
Czy zbiorem wartoéci funkcji f jest P(N x N) — {@}? Znalez¢ f~H(P(Pr x Pr)), gdzie
Pr oznacza zbioér wszystkich liczb parzystych.
Niech f : P(N) x P(N) — P(N) bedzie taka, ze f((C,D)) = C — D, dla dowolnych
C,D CN. Czy f jest roznowartosciowa i czy jest na P(N)? Znalezé¢ obraz zbioru
P(Pr) x Ps(N) i przeciwobraz zbioru {@} przy przeksztalceniu f, gdzie Pr to zbior
wszystkich liczb naturalnych parzystych, a Poo(N) oznacza zbior wszystkich nieskoriczo-
nych podzbioréw zbioru N.

. Funkcja F': (N — P(N)) — P(N) jest okreslona warunkiem F(x) = J{z(i) | i € N}.

(a) Czy F jest funkcja roznowartosciowa?

(b) Czy F jest na P(N)?

(c) Czy istnieje taki zbior A C N, ze F~1({A}) jest zbiorem jednoelementowym?
(d) Cazy istnieje taki zbior A C N, ze F~1({A}) jest zbiorem czteroelementowym?

Niech f: R x R — R bedzie funkcja zadang wzorem f(z,y) = /22 + y2.
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83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

R 90.

91.

R 92.

R 93.

R 94.

R 95.

(a) Jaki jest obraz zbioru A = [2,4] x [—1, 3] przy przeksztalceniu f?

(b) Ile elementéw ma zbior (N x N) N f=1((=3,3) U {5})?
Poda¢ przyktad funkcji f i takich zbioréw A, B, C, D, ze

FURAN #A,  f(FYB)#B,  f(CND)# f(C)N f(D).

Ktoére z ponizszych zdan sg prawdziwe, a ktore fatszywe?

(a) Vf e NN3BCN(f1(B) # @A B #N);

(b) 3B CNVf e NN(f1(B) £ & A B £ N);

(¢) If e NNYBC N(f~Y(B) # @ -+ B=N);

(d) VB CN3f e NN(f~Y(B) # @ - B =N).
Niech f: A — B. Udowodnié¢, ze f jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego C' i dowolnych g, h : C' — A zachodzi implikacja fog= foh — g = h.
Niech f: A — B. Udowodnié, ze f jest na B wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego C
i dowolnych g, h : B — C zachodzi implikacja go f = ho f — g = h.
Niech f : A - Big: B — A bedy takie, ze go f = ids. Pokazaé, ze f jest
roznowartosciowa, a g jest na A.
Niech f: A - Big: B — A. Udowodnié¢, ze jesli f og = idy oraz go f = idp, to
funkcje f i g sa wzajemnie odwrotnymi bijekcjami.
Niech f,g: A — A. Czy z tego, ze dla dowolnego = € A zachodzi f(g(x)) = g(f(x))
wynika, ze f i g sa wzajemnie odwrotne?
Przypusémy, ze (N — P(N)) = | J{F, | n € N}. Udowodnié, ze istnieje taka liczba n, ze
{f(n) | f € Fu} =P(N).
Funkcja f : P(A) — P(A) jest addytywna, gdy f(XUY) = f(X)U f(Y), dla dowolnych
zbiorow X,Y C A. Czy kazda funkcja addytywna ma wlasnos¢ f(X) = J,cx f({z})?
Podac¢ przyktad pary funkcji f,g : N — N spelniajacej wszystkie ponizsze warunki:

(a) Vo g(z) # x;

(b) gog=idy;

(c) fog=f;

(d) f jest funkcja na N;

(e) obrazem zbioru liczb naturalnych parzystych przy odwzorowaniu g jest zbior liczb
naturalnych nieparzystych.

Niech ¢ : P(A) — A bedzie taka funkcja, ze dla dowolnego niepustego zbioru D C A

zachodzi ¢(D) € D i niech f,g: A =% B. Pokaza¢, ze istnieje taka funkcja h : A — A,

ze foh=g.

Dla dowolnych X,Y C Z, niech X 4+ Y oznacza zbior {z +y | € X, y € Y} i niech

funkcja F': P(Z) — P(Z x Z) bedzie zdefiniowana nastepujaco:
FA)=(Ax(A+N)U((A+N) x A).

(a) Czy F jest roznowartosciowa?

(b) Czy F jest ,na”?

(c) Wyznaczyé¢ F~1({N x N}).

(d) Wyznaczy¢ F~Y({B C Z x Z | 1z C B}), gdzie 17 to relacja identycznoéciowa w Z.

Funkcja F : NN — NP®) okreglona jest, dla f: N — N i A C N, wzorem
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96.

R 97.

98.

99.

R100.

R101.

R102.

103.

R104.

105.

106

F(f)(A) =if A= @ then 0 else min f(A).

(a) Czy funkcja F jest na NP(N)?
(b) Czy funkcja F' jest roznowartosciowa?
(c) Wyznaczy¢ F~1(L), gdzie L = {a: P(N) = N | o~ ({0}) # @}.
(d) Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji statych z P(N) do N.
Funkcja F jest taka, jak w zadaniu Dla jakich f funkcja F'(f) jest roznowartosciowa?

(Por. [95b])
Funkcja F : NN — NP+() gdzie P, (A) = P(A) — {@}, okreslona jest, dla f : N = N
i niepustych A C N, wzorem F'(f)(A) = min f(A).

(a) Czy funkcja F jest na NP+(MN)?

(b) Czy funkcja F' jest roznowartosciowa?

(c) Wyznaczy¢ F~1(L), gdzie L = {a: P4 (N) = N | o~ }({0}) # 2}.

(d) Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji statych z P4 (N) do N.
Niech f : P(R) — P(P(R)) bedzie taka, ze f(A) = P(A), dla A C R. Czy f jest
réznowartosciowa i czy jest ,na’? Znalezé f~1(P(P(Q))) oraz J f(P(Q)) i N f(P(Q)).
Niech f : N¥ — P(N) bedzie taka, ze f(¢) = @(N). Czy f jest roznowartosciowa i czy
jest na P(N)? Znalezé¢ f~1(B), gdzie B oznacza zbiér wszystkich jednoelementowych
podzbioréw N.
Niech ¢ : (N — N) — P(N) bedzie funkcja okreslona wzorem ¢(f) = f(P), gdzie P to
zbior wszystkich liczb pierwszych.

(a) Czy ¢ jest na P(N)?

(b) Czy ¢ jest réznowartosciowa?

(c¢) Dla dowolnych A, B C N — N okreslamy zbior Ae B={fog | fe€ ANg € B}.

Niech C' = ¢~ 1(P(P)). Udowodni¢, ze C o C = C.

Zdefiniujmy funkcje F': (N - N) — (P(N) — P(N)) wzorem F(f)(X) = f(X), gdzie
f:N—=N. Czy F jest ,na’? Czy jest 1-17
Niech IQ = R — Qi niech 1 : RR — P(R) — {@} bedzie taka, ze ¢(f) = f(IQ). Zbadad,
czy funkcja 9 jest roznowartosciowa i czy jest na P(R) — {@}.
Niech F : N¥ — P(N) bedzie taka, ze F(f) = f~1({1}). Czy F jest réznowartosciowa
i czy jest na P(N)? Znalezé obraz zbioru wszystkich funkcji statych i przeciwobraz
zbioru {{10}} przy przeksztalceniu F'.
Niech ¢ : (R — R) — P(R) bedzie okreglona nastepujaco: ¢(f) = f~1(IQ), gdzie IQ =
R — Q. Zbada¢, czy funkcja ¢ jest roznowartosciowa i czy jest na P(R). Znalezé obraz
zbioru wszystkich funkcji statych i przeciwobraz zbioru P(IQ) przy przeksztalceniu .
Niech f: A — Biniech ®:P(B)— P(A) bedzie taka, ze ®(Y) = f~1(Y),dlaY C B.

(a) Pokazac, ze funkcja f jest roznowartosciowa (odpowiednio na) wtedy i tylko wtedy,

gdy @ jest ,na” (odpowiednio réznowartosciowa).
R (b) Udowodni¢, ze jesli R € Rg(®), to (P (R)) =UR

. Niech ¢ : (N — N) — (P(N) — P(N)) bedzie okreglona tak: ¢(f)(A) = f~1(A).

(a) Czy funkcja ¢ jest roznowartosciowa?
(b) Czy funkcja ¢ jest ,na’?
(c) Znalezé o~ ({idpay)}).-
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(d) Cgzy istnieje funkcja G € Rg(p), ktora jest roznowartosciowa?
(e) Czy kazda funkcja G € Rg(y) jest roznowartosciowa?
R107. Niech Cxy: (X = Y) — (P(Y) — P(X)) dana bedzie wzorem Cxy (f)(A) = f~1(A),
gdzie f: X - Y i ACY. Czy dla dowolnych niepustych X i Y:
a) funkcja Cx y jest réznowartosciowa?
(a) :
b) funkcja Cx.y jest ,na’?
(b) ja Cx,y jest
(c) jesli f: X =1 Y, to Cx y(f) tez jest roznowartosciowa?
(d) jesli f: X 25V, to Cx.y(f) tez jest ,na™?
(e) jesli f: X = Y, to Cxy(f)
(f) jesli f: X 5 Y, to Cx.y(f
108. Niech funkcja ¢ : P(N)Y — P(N x N) bedzie okreslona nastepujaco:

o(f) ={{z,y) e Nx N |z € f(y) lub y € f()}.

jest ,na’?

) jest roznowartosciowa?

)
)
)
(d) Znalezé¢ o({f : N — P(N) | (Vx € N.z € f(x)) oraz f(N) jest podzialem zbioru N}).
(e) Dla f,g: N — P(N) niech fNg = An. f(n)Ng(n). Czy o(fNg)=w(f)Ne9)?
(f)

kazdego n € N oraz ¢(f) = N x N.
R109. Niech funkcja f : P(N) — (N — N) bedzie taka, ze f(S)(n) = max{z € SU{0} | x < n},
dla wszystkich S C N i wszystkich n € N.

(a) Czy funkcja f jest réznowartosciowa?

(b) Czy funkcja f jest na N — N7

(¢) Udowodni¢, ze f(N)(N) =N.
(d) Udowodni¢, ze dla dowolnego S C N zachodzi rownowaznos¢:

f9HS) =N & o0€&.

(e) Udowodni¢, ze f~1(C) = {@, {0}}, gdzie C to zbior wszystkich funkeji stalych.

R110. Funkcja ¢ : NN x {0, 1} — NN jest okreslona nastqpuj@co

etranm={ 10 | C jesligln) =0,

card{i e N|0<i<nAg(i) =1}, w przeciwnym przypadku.

a) Cgzy funkcja ¢ jest roznowarto$ciowa?

(a)

(b) Czy jest ona na NN ?

(c) Dla jakich k zbior ¢~ 1({An.k}) jest nieskoriczony?

(d) Udowodni¢, ze (NN x {g € {0,1}N | g~ 1({1}) = 1}) = {h e NV | 1 € Rg(h)}.
111. Udowodni¢, ze mzel U]EJ = Uf:1—>J mie[ Az‘,f(i)'

112. Udowodni¢, ze | J;c; ﬂ]eJ ﬂle_h, Uier A 1)

113. Niech ¢ : NN — (P(N) — {@})N bedzie funkcja okreslong nastepujaco:
(f) =An{f*n) [k € N—{0}}.

5Napis ,,card A” oznacza to samo, co ,,A”, czyli liczbe elementéw zbioru A.
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R114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

(a) Niech g = An.(n + 1)mod2, s = An.n + 1. Ktore z funkcji ¢(g), ¢(s) sa stale,
a ktore roznowartodciowe?
(b) Ktore ze zbiorow G = o '({v(9)}), S=¢ '({e(s)}), E=¢ '({MN}),
sa jednoelementowe, ktoére puste, a ktére nieskoriczone?
(c) Czy funkcja ¢ jest réznowartosciowa? Czy jest na (P(N) — {@})N?
(d) Udowodni¢, ze |J ¢ (f)(¢(f)(n)) C ¢(f)(n), dla dowolnej funkcji f : N — N i dowol-
nej liczby naturalnej n.
Przypomnijmy, ze dla funkcji f : A — B, zbior W(f) = {{(a, f(a)) | a € Dom(f)}
nazywamy wykresem funkcji f. Niech FF C (A — B). Udowodnié, ze nastepujace
warunki sg réwnowazne:
(a) Istnieje taki zbior X CAx B,ze F={f:A— B|W(f) C X}
(b) Dla dowolnej funkeji g : A — B, jesli W(g) CU{W(f) | fe F},toge F.
Niech f: A — Biniech Z C A, T C B. Pokaza¢, ze Z C f~H(T) wtedy i tylko wtedy
gdy f(Z2) €T,
Niech f: A — A. Udowodnié, ze dla dowolnego x € A istnieje najmniejszy zbior Z C A
taki, ze x € Z oraz f~1(Z) C Z.
Udowodni¢, ze rodzina {A4; | t € R} C P(R) spelnia warunki
nteR A =2, UteR A =R, vt € R(At = Us<t AS)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja f : R — R, ze Ay = {z € R | f(x) < t}
dla wszystkich ¢t € R.

Ktore z ponizszych stwierdzen sa rownowazne dla kazdej funkcji f:

(a) f jest roznowartosciowa;

(b) dla kazdego x € Dom(f), zbior f({z}) jest jednoelementowy;

(c) dla kazdego = € Rg(f), zbior f~1({z}) jest jednoelementowy?
Znalez¢ takie f,g: N — N, ze dla dowolnego = € N, przeciwobraz f~!({z}) jest dwuele-
mentowy, a przeciwobraz ¢~!({z}) jest nieskoniczony.
Znalez¢ takie f,g: R — R, ze dla dowolnego x € R, przeciwobraz f~1({z}) jest dwuele-
mentowy, a przeciwobraz ¢~!({x}) jest nieskoriczony.
Pokazaé, ze jesli f : D =l e oraz A C &€ to przeciwobraz A przy przeksztalceniu f jest
tym samym, co obraz A przy przeksztatceniu f~1.

Skonstruowac:
e bijekcje f: D x (E S H) = (Dx &)@ (D xH);

na

o wlozenie g : D@ (E x H) =3 (D@ &) x (D H).
Niech o : C — Ai B : C — B. Pokazaé, ze istnieje dokladnie jedna taka funkcja
v:C—AxB,zemioy=aimoy=,0.
Niech o« : A = C i 8 : B — C. Pokazaé, ze istnieje doktadnie jedna taka funkcja
vy:A®B —C,7eyoing=aiyoing=f.
Udowodnié, ze kazdy ciag liczb naturalnych ma podciag wstepujacy. Inaczej: dla kazdej
funkcji f : N — N istnieje taka funkcja g : N — N, ze

e funkcja g jest rosnaca, tj. Vi, j(i < 7 — g(i) < g(4));

e funkcja f o g jest niemalejaca (tj. Vi,75(i < j — f(g9(3)) < f(9(4)))).
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126.
127.

128.

129.

R130.

131.

132.

133.

134.

135.

R136.

R137.

R138.

R130.

Niech f: T — T. Udowodni¢, ze f o f = f wtedy i tylko wtedy gdy f|rg(s) = idRrg(s)-
Niech n > 1. Udowodnié, ze funkcja f : A — A jest réznowarto$ciowa wtedy i tylko
wtedy, gdy f" jest r(’)Znowartoéciowaﬁ
Niech f : T'— T iniech g = f|ry(s). Udowodni¢, ze 2 = f wtedy i tylko wtedy, gdy
9> = idRy(y)-
Niech A bedzie zbiorem skoniczonym i niech f : A %) A. Udowodnié, ze f™ =idy dla
pewnego n.
Niech A bedzie zbiorem skoriczonym i niech f : A — A. Pokaza¢, ze f" o f = " dla
pewnego n. Wskazéwka: Mozna skorzystaé z zadan [126] i
Niech f: A — Ainiech f* = f dla pewnego n > 2. Udowodni¢, ze f(Rg(f)) = Rg(f)
oraz ze Rg(f™) = Rg(f) dla wszystkich m > 2.
Niech @ : C([0,1]) — Cxo([0,1]) bedzie taka, ze ®(f) = f'. Czy ® jest roéznowartos-
ciowa i na C([0,1])? Znalezé przeciwobraz zbioru wielomianow.
Niech I, = (o,4 + ), dla @ € R i niech f : R — R, bedzie okreslona przez réwnanie
f(z) = %a: Jakimi przedziatami sg zbiory:
Uae(o,z) f(ly) oraz ﬂaG(O,l) f’l(If(a))?

Niech ¢ : B — Ciniech ®: AY — AP bedzie taka, ze ®(f) = f o ¢ dla wszystkich f.
Zakltadajac, ze A ma co najmniej dwa elementy, pokazaé, ze

(a) P jest roznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest ,na’”;

(b) ® jest ,na” wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest roznowartosciowa.

Dla a € N okreslamy a* : (N — N) — N wzorem a* = Af. f(a). Czy funkcja Aa:N.a*
jest réznowartosciowa i czy jest na (N — N) — N?
Zbior T'C P(N) x N jest dobry, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a, b, z:
z tego, ze (a,x) € T'i (b,x) € T oraz a C b wynika a = b.
Funkcja @ : {T' C P(N) x N | T jest dobry} — (P(N) — P(N)) jest okreslona tak:
O(T)(a)={zeN|IDDCan(bz)yecT)}.
(a) Czy @ jest na P(N) — P(N)?
(b) Czy istnieje takie T', ze
i B(T) = idpgy?
ii. ®(T) jest funkcja stata?
(¢) Czy @ jest funkcja roznowartosciowa?
Poda¢ przyktad takiej funkcji f : N — N i zbioru X C N, aby funkcja g : N — P(N),
okreslona wzorem g(i) = (f%)~!(X), byta réznowartosciowa.
Czy istnieje taka bijekcja f: N =1 N, ze dla dowolnych n,m € N jedli n > 1, to
f7(m) # m? "
Dla A C N przyjmijmy oznaczenie A# = {f : N = N | f71(4) = o}.
(a) Udowodnié¢, ze A C B wtedy i tylko wtedy, gdy B¥ C A%,
(b) Ktoéra z ponizszych rownosci zachodzi dla dowolnej niepustej rodziny {D; | t € T'}:
() Nier DF = (Urer D)#? (i) Uper DI = (Mher DO)# ?

6Jesli f: A — A, to fO =idx i f*™ = f"of.
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R140.

R141.

R142.

R143.

R144.

R145.

R146.

R147.

R148.

Dla A C Z przyjmijmy oznaczenie A' = {f : Z — Z | f~1(N) C A}.
(a) Udowodni¢, ze A C B wtedy i tylko wtedy, gdy A' C B'.
(b) Ktora z poniszyCh rownosci zachodzi dla dowolnej niepubtej rodziny {Dt ] teT}:
(i) ﬂtGT (ﬂtGT Dt) : (ii) UteT (UteT Dt) :
Dla A,B C N, niech [A = B] = {f : N - N | A C f~1(B)}. Udowodni¢, ze jesli
B,C # @ i D # N, to zawieranie [A = B] C [C' = D] zachodzi wtedy i tylko wtedy,
edy CCA i BCD.
Dla A,B C N, niech B = A = {f: N — N| f1(B) C A}. Udowodni¢, ze jesli
AB,C,D# @ iA,B,C,D#N, to
B=AC D=C wtedy i tylko wtedy, gdy ACC i DCB.
Okreslimy funkcje f : N — N x N, przyjmujac
f(n) = (k,1), gdzie liczby k,[ sa takie, ze n = k? + 1 oraz (k + 1) > n.

)

)
c¢) Czy ta funkcja jest réznowartosciowa?

) Jaki jest obraz zbioru A = {n € N| 3k € Non = %F_24}?

(e) Jaki jest przeciwobraz zbioru B = {(n1,n2) € N x N | ng = 2n1}?
Niech X,Y beda dowolnymi zbiorami. Zdefiniujemy funkcje @ : YX — (YX )(XX)
przyjmujac dla h : X = Y, f: X — X:

®(h)(f)=hof, dlaheYX feXX

(Zauwazmy, ze ®(h) : XX =YX dlah: X = Y).

(a) Pokazac, ze funkcja ® jest réznowartosciowa.

(b) Niech I = {F : XX - YX |Vf, g:X = X. F(fog) = F(f)og}. Pokaza¢, ze zbior

wartosci funkcji ® jest réwny zbiorowi I.
Permutacjqg zbioru X nazywamy dowolna bijekcje m : X =1 x Powiemy, ze funkcja
na

f N — N jest niezmiennnicza ze wzgledu na permutacje, jezeli dla kazdej permutacji 7
zbioru N oraz dla kazdej liczby n € N, zachodzi réwnosé f(w(n)) = w(f(n)). Znalezé
zbiér wszystkich funkcji niezmienniczych ze wzgledu na permutacje.

Pokazaé, ze dla kazdej funkeji F : P(N) — P(N) spehiajacej warunki:

(a) F(N) = N;

(b) F(o )

(¢) F(U U{F X)| X e€x}, dladowolnego X C P(N);

(d) (XOY) F(X)NnF(Y), dla dowolnych X,Y C N,
istnieje dokladnie jedna taka funkcja f : N — N, ze F(X) = f~1(X) dla dowolnego
zbioru X C N. Wskazowka: X = {{z} |z € X}.

Czy dla kazdej funkcji f : A — A istnieje taka funkcja g : A — A, ze f = go g? Czy
istnieje takie g jezeli f : N — N to funkcja nastepnika?

Niech U = [0,00). Dla C C U przyjmijmy, ze C' = C i C° =U — C. Niech teraz
C = {Ci}ien, gdzie C; = [0,2i + 1), dla wszystkich ¢ € N. Uogdlniong sktadowq nad

rodzing C nazywamy dowolny iloczyn postaci ();cy C; (i), gdzie s : N — {0, 1}. Mowimy

"Tj. czy dla kazdego n istnieje dokladnie jedna taka para (k,1) € N x N, ze n = k? 4+ [ oraz (k + 1) > n?
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o takiej sktadowej, ze jest wyznaczona przez funkcje s. Rodzine wszystkich niepustych
uogdblnionych sktadowych nad rodzing C oznaczamy przez ]_[Zf

(a) Jakie uogolnione sktadowe wyznaczaja funkcje state Ai.0 1 Ai.17?
(b) Znalez¢ funkcje, ktora nie jest stala i wyznacza pusta uogoblniona sktadowa, oraz
funkcje, ktora nie jest stala i wyznacza niepustg uogdlniong sktadows.
(¢) Znalez¢ bijekcje miedzy zbiorami Hé‘ i N.
149. Niech f: N x N — N. Zbior X C N jest zamkniety ze wzgledu na operacje f (w skrocie
wjest f-zamkniety”), gdy dla dowolnych z,y € X zachodzi f(z,y) € X.
(a) Cazy iloczyn dowolnej niepustej rodziny zbioréw f-zamknietych jest f-zamkniety?
(b) Czy suma tancucha zbioréw f-zamknietych musi by¢ f-zamknieta?
(c) Czy dla kazdego B C N istnieje najmniejszy f-zamkniety zbior zawierajacy B?
R150. Niech F : P(N) — N. Uogolniajac definicje z zadania , zbiér X C N nazwiemy
F-zamknietym,gdy dla dowolnego A C X zachodzi F'(A) € X.
(a) Cazy iloczyn dowolnej niepustej rodziny zbioréw F-zamknietych jest F-zamkniety?
(b) Czy suma tancucha zbioréw F-zamknietych musi by¢ F-zamknieta?
(c) Udowodni¢, ze dla kazdego B C N istnieje najmniejszy F-zamkniety zbior zawie-
rajacy B.
(d) Dla B C N, niech By = B oraz B,41 = B, U{F(D) | D C B,} dlan € N. Czy
zbior By, = |J,,cny Bn jest F-zamknigty?
R151. Dla dowolnej funkcji f : N — N definiujemy zbior C(f) = {A C N | f(A) € A}. W ten
sposob okreslamy funkcje C : (N — N) — P(P(N)).
(a) Czym jest C(s) i C(p), gdzie s jest funkcja nastepnika s(n) = n + 1, a p taka
funkcja, ze p(n) =if n =0 then 1 else n — 17
(b) Czy funkcja C' jest roznowartosciowa? Czy jest to funkcja na P(P(N))?
(¢) Udowodni¢, ze rodzina C'(f) jest zamknieta ze wzgledu na dowolne sumy i iloczynyﬁ
(d) Cazy jesli Z C P(N) jest rodzina zamknieta ze wzgledu na dowolne sumy i iloczyny,
oraz @,N € Z to Z = C(f) dla pewnego f: N —- N7
R152. Okreslamy funkcje ¢ : P(N) — ((P(N) — P(N)) — (P(N) — P(N))) nastepujaco:
W(A) = AfFAX.f(XNA)N A,
dla A C N. Inaczej, jesli f: P(N) - P(N) i X C N, to p(4)(f)(X) = f(XNA)NA.

(a) Czy @ jest roznowartosciowa?
(b) Czy ¢ jest na (P(N) — P(N)) — (P(N) — P(N))?
(c) Niech B oznacza zbior wszystkich bijekcji z P(N) — P(N) do P(N) — P(N). Prosze
wyznaczy¢ zbior ¢~ 1(B).
R153. Niech F': NN x P, (N) — P(N), gdzie P (N) = P(N
F(f,A)=f(A)nf~
(a) Czy funkcja F' jest roznowartosciowa?
(b) Czy F jest na zbior P(N)?
(¢) Niech C oznacza zbior wszystkich funkeji statych z N do N. Znalezé obraz iloczynu
kartezjaniskiego C x P (N) przy przeksztalceniu F' i wyznaczy¢ jego moc.

) — {2}, bedzie zdefiniowana tak:
1

(A).

8Rodzina Z C P(N) jest zamknieta ze wzgledu na dowolne sumy i iloczyny, gdy suma dowolnej podrodziny
Z' C Z nalezy do Z oraz iloczyn dowolnej niepustej podrodziny Z’ C Z nalezy do Z.
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(d) Dla jakich funkcji f € NN réwnosé F(f, A) = A jest spelniona przez wszystkie
zbiory A € P4 (N)?
(e) Jaka jest moc zbioru F~1({N})?
R154. Niech G : NN x P (N) — P(N), gdzie P, (N) = P(N) — {@}, bedzie zdefiniowana tak:
G(f,A) = f1(f(4)).
(a) Czy funkcja G jest réznowartosciowa?
(b) Czy G jest na zbior P(N)?
(¢) Niech C oznacza zbior wszystkich funkcji staltych z N do N. ZnaleZ¢ obraz zbioru
C x P4 (N) przy przeksztatceniu G i wyznaczy¢ jego moc.
+ y y yc jeg
(d) Wyznaczy¢ moc zbioru G~1({N}).
e) Wyznaczy¢ moc zbioru G~1(SIN), gdzie SIN to rodzina wszystkich singletonow.
(e) Wyznaczy g y g
R155. Niech ¢ : NN — P(N) bedzie funkcja okreslong nastepujaco:
P(f) ={n e N| f~1({n}) jest nieskoriczony}.
(a) Czy funkcja 1 jest réznowartosciowa?
(b) Czy zbior ¢~ 1({N}) jest niepusty?
(¢) Czy funkcja 1) jest ,na’?
R156. Funkcja f : N — N jest matolepka, gdy dla kazdego a € N zbior f~1({f(a)}) jest
skoriczony.
(a) Cazy istnieje roznowartosciowa funkcja maltolepka, ktora nie jest bijekcja?
(b) Czy istnieje funkcja malolepka, ktora jest ,na”, ale nie jest bijekcja?

)
(c) Jaka jest moc zbioru wszystkich funkcji matolepkich?
(d) Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne postaci Rg(f), gdzie f jest malolepka.

Produkt uogoélniony

157. Niech f : T — T bedzie bijekcja. Czy zawsze zachodza réwnosci
Uter At =Uier Ary 1 Tlier At = Iier Asy”
158. Ktora z nastepujacych rownosci zachodzi dla dowolnych zbioréw A; s, gdziet € T', s € S:
Urer Ilses Ats = [ses Urer Ats? Mier [lses Ats = [ses MNier Ats?
159. Krakowskim produktem rodziny zbioréow R C P(D) nazywamy zbior
KR={f R->UR|VAAeR — f(A) € A)}.
Jesli R = {A, B} to zamiast KR piszemy A®B. Przypu$émy, ze zbiér A ma n elemen-
tow. Ile elementow maja zbiory A®A, A®(AGA), (A®A)®(AGA), A®(A®(A®A))?
160. Jakiego typu jest produkt Ht:T Ay, jesi Ay P(D) dlat: T7

Rownolicznosé

161. Okresli¢ bijekcje pomiedzy nastepujacymi zbiorami:
(a) Odcinek otwarty (0,1) i cala prosta R;
(b) Odcinek otwarty (0,1) i odcinek domkniety [0, 2];
(c) Zbiory Ni{0,1}*;
(d) Plaszczyzna R? i sfera {(z,y,z) € R? | 22 +¢? + 22 = 1};
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162.
163.
164.

R165.

R166.

167.

168.

169.
170.

171.
R172.

(e) Koto {(z,y) € R? | 22 +4? < 1} i kwadrat {(z,y) € R? | |z| + |y| < 2}.
Udowodnié¢, ze N x N ~ N, korzystajac z funkcji f = Amn.2™(2n + 1) — 1.
Udowodni¢, ze jesli A ~ B, to P(A) ~ P(B).
Czy jesi A~ BtoA—B~B— A7 Aczyjesi A— B~ B—Ato A~ B?
Udowodni¢, ze jesli A i B sa rownoliczne, to P(A) x P(B) ~ {0,1,2,3}4.
Niech @ : Nx N 23 N i niech g : P(N) — (N — P(N)) bedzie taky funkcja, ze
g(A)(n)={i e N | orzl?n,i) € A}. Udowodni¢, ze funkcja g jest bijekcja.
Pokazaé, ze funkcja ¢ : P(A)® — P(A x B), taka ze dla dowolnego f € P(4)%,

p(f) ={(a,) e Ax B |ac f(b)},
jest réoznowartosciowa i na P(A x B).
Pokazaé, ze funkcja o : P(A x B) — P(A)B, taka ze dla dowolnych A € P(Ax B), b € B,
p(A)() ={ac A (ab) € A},

jest roznowartosciowa i na P(A)5.
Udowodni¢, ze (AP)Y ~ A®*B dla dowolnych zbioréow A, B, C.
Niech (pm)men bedzie nieskoriczonym ciagiem roznych liczb pierwszych. Dla dowol-
nej funkeji f : N — P(N), niech a(f) = {pkt' | k € f(m)}. Udowodni¢, ze funkcja
a: P(N)N — P(N) jest injekcja.
Udowodni¢, ze P(N)Y ~ P(N).

Ile jest nieskoniczonych ciagdéw liczb rzeczywistych?

Moce zbioréow

173.
174.
175.
176.

177.
178.
R179.

180.
181.

182.

183.

Udowodnié, ze zbiér wszystkich skoniczonych podzbioréw zbioru N jest przeliczalny.
Jakiej mocy jest zbior punktoéw lezgcych na powierzchni kuli?
Jakiej mocy jest zbior punktéw lezgcych na powierzchni bocznej stozka?
Jakiej mocy jest podzbiér plaszczyzny ograniczony krzywymi o réwnaniach y = 2
iy=1-—22?
Jakiej mocy jest zbidr wszystkich prostych na ptaszczyznie?
Jakiej mocy jest zbior wszystkich prostych w R? skosnych do osi X?
Jakiej mocy jest zbior wszystkich tréjk@t(’)wﬂ na plaszczyznie? A jakiej mocy jest zbior
wszystkich tych tréjkatow, ktorych kazdy wierzcholek ma obie wspotrzedne wymierne?
Jak zmienig sie odpowiedzi, jesli ograniczymy sie do tréjkatow:
(a) rownoramiennych? (b) rownobocznych?

Jakiej mocy jest suma | J,cp At jesli zbior T' i wszystkie zbiory A; s mocy €7
Udowodnié, ze zbior A jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy gdy

Vi€ AAIB € P(A) (B # ) A (B # A) A (f(B) C B)).
Udowodnié, ze jesli A jest dowolnym zbiorem parami roztacznych przedzialéw na prostej,
to A < Ng.
Niech f : R?® — R. Udowodni¢, ze dla pewnego = € R zbiér f~!({z}) nie zawiera zadnej
kuli.

“Umawiamy sie, ze trojkat ma trzy niewspotliniowe wierzchotki.
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184.

185.

Udowodnié¢, ze zbiér punktéw nieciagtosci funkcji rosngcej z R do R jest co najwyzej
przeliczalny.

Czy zbidr ekstreméow wlasciwych funkeji ciagtej z R do R moze byé nieprzeliczalny?

186.* Czy zbior zer funkcji cigglej z R do R moze by¢ nieprzeliczalny, gdy funkcja nie jest

187.

188.

189.

190.
191.

192.

193.
194.
195.

196.
R197.
198.
199.

200.

201.

202.
203.

204.

stata na zadnym przedziale?

Czy tanicuch zbioréow przeliczalnych moze by¢ nieprzeliczalny? A taricuch zbioréw skon-
czonych?

Czy istnieje taka funkcja f : R? — R, ze dla kazdego = € R zbior f~1({z}) jest:
(a) prosta?
(b) odcinkiem?
(c¢) kwadratem?
Udowodnié, ze jesli A jest zbiorem nieskoriczonym,
a B jest zbiorem przeliczalnym, to suma A U B jest réwnoliczna z A.
Wywnioskowaé z zadania [189] ze zbior wszystkich liczb niewymiernych jest mocy €.
Niech A C R bedzie taki, ze:
Vee Ade >0(AN(z—e,2+¢) = {x}).
Co mozna powiedzie¢ o mocy zbioru A?
Ktoére z ponizszych zdan sg prawdziwe, a ktore fatszywe?
(a) Jesli f: A =% B oraz f(A) #B to A < B.
(b) Jesi A<BiC#@toAxC<BxC.

Czy produkt przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych musi byé przeliczalny?

Zmnalez¢ moc zbioru wszystkich czteroelementowych podzialéw zbioru R.
Udowodnié¢, ze na plaszczyznie istnieje okrag, ktorego kazdy punkt ma przynajmniej
jedna wspolrzedna niewymierng.
Zmalez¢ moc zbioru wszystkich ciggoéw liczb wymiernych, ktore sa zbiezne do zera.
Zmalez¢é moc zbioru wszystkich funkcji ciagtych z R do R.
Zmalez¢ moc zbioru wszystkich otwartych podzbioréw prostej.
Obliczy¢ moce zbioréw:

(a) X ={A: ACRi A ma element najmniejszy i najwiekszy};

(b) Y ={A: ACZi A ma element najmniejszy i najwiekszy};

(¢c) Z={A: ACQi A ma element najmniejszy i najwickszy}.
Ktoére z nastepujacych zbioréw sa réwnoliczne:

QxZ, RxQ, R-—Q, 2 2R PR x Z), Upmen N™?
Ktoére z nastepujacych zbioréw sa réwnoliczne:
Z, RN, QY, R xR, {0,1}*, {0,1}N, P(Q), P(R)?

Znalez¢é moc zbioru C = {X € P(R) : X N Q jest skonczone}.
Niech A = 2¢. Udowodni¢, ze istnieje f : A == A, taka ze zbior {r e A:x # f(x)}
jest mocy €. -

Niech Ng < n < m = A Udowodnié, ze istnieje taka funkcja f : A 11 A, Ze zbior
na
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R205.

206.

207.

208.
R209.
210.

R211.
212.
R213.

R214.

R215.

Ra16.

R217.

R218.

219.
R220.
R921.

R9929.

{reAl|x# f(x)} jest mocy n.

Jakiej mocy jest zbior wszystkich przeliczalnych (skoriczonych, nieskonczonych, mocy €)
podzbioréw R?

Niech ¢ : Z[z] xR — R bedzie taka, ze ¢({p, 7)) = p(r). Jaka jest moc zbioru o~ (Q—7Z)
i zbioru (Z[zx] x R)/ker(¢)? Udowodni¢, ze jesli X1, Xo C Roraz X1 NZ 1 XoaNZ sa
niepuste, to zbiory = 1(X7) i ¢~ 1(X3) sa réwnoliczne.

Podzbiér W zbioru liczb wymiernych Q nazywamy wypuktym, jesli dla dowolnych trzech
liczb wymiernych a < b < ¢, jedli a,c € W, to takze b € W. Ile jest wszystkich
podzbioréw Q, ktore sa wypukle? Ile jest podzbioréw, ktore nie sg wypukte?

Czy istnieje zbiér mocy mniejszej niz zbior jego wszystkich skoriczonych podzbioréw?
Czy istnieja takie zbiory A1 B, ze A < B, ale AP i B4 sg rownoliczne?

Jakiej mocy jest zbior wszystkich funkcji okresowych z Z do Z? A zbiér wszystkich
funkcji okresowych z Q do Q7 (Przyjmujemy, ze funkcja f : X — X jest okresowa,
jezeli nie jest stala, oraz istnieje takie d € X, ze d > 0 i dla dowolnego z € X zachodzi

flx+d) = f(z).)
Jakiej mocy jest zbior wszystkich wypuktych podzbiorow R??
Ile jest funkcji z N do N:  (a) nierosnacych?  (b) niemalejacych?

Jakiej mocy jest zbior wszystkich takich funkcji f: N — N, ze:

(a) fof=idn?

(b) fof=f?

(c) fofof=f7
Jakiej mocy jest zbior F tych wszystkich funkcji f : P(N) — P(N), ze dla kazdego
skoniczonego Z C N wartos¢ funkcji f(Z) tez jest skonczona?
Funkcja f: Z — {0,1} jest okresowa, gdy istnieje takie k € N—{0}, ze f(x) = f(x+k)
dla kazdego = € Z. Wykaza¢, ze zbior funkeji okresowych z Z w {0, 1} ma moc 8.

Udowodnié¢, ze jedli w rodzinie podzbioréw zbioru liczb naturalnych kazde dwa rézne
zbiory maja co najwyzej jeden element wspoélny, to rodzina ta jest przeliczalna.

Czy teza zadania pozostaje prawdziwa przy zalozeniu, ze:
(a) kazde dwa rozne zbiory z danej rodziny maja co najwyzej k wspolnych elementow?
(b) kazde dwa rozne zbiory z danej rodziny maja skoriczony iloczyn?
Jakiej mocy jest zbior funkcji monotonicznych z R w R ?
Jakiej mocy jest zbior wszystkich funkcji réznowartosciowych z R do R?
Udowodnié, ze zbiér wszystkich bijekcji z N do N jest mocy €.
Jakiej mocy sa zbiory wszystkich takich funkcji z N w N, ze:
(a) obraz kazdego zbioru skoriczonego jest skoriczony,
(b) obraz kazdego niepustego zbioru skoniczonego jest nieskoriczony,

(c) przeciwobraz kazdego zbioru skoriczonego jest skornczony,
(d) przeciwobraz kazdego niepustego zbioru skoriczonego jest nieskonczony?

Jakiej mocy sa zbiory wszystkich takich funkcji z N w N, ze:

(a) przeciwobraz kazdego zbioru nieskoriczonego jest skoriczony,
(b) przeciwobraz kazdego zbioru nieskonczonego jest nieskonczony,
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223.
R224.

225.

226.

227.

R9928.

229,
R230.
R231.

R232.
R233.

R9234.
R935.

R236.

R237.
R238.

R239.

R240.

(c) obraz kazdego zbioru nieskorniczonego jest skoriczony,

(d) obraz kazdego zbioru nieskoriczonego jest nieskonczony?
Jakie zawierania zachodza pomiedzy zbiorami, o ktorych mowa w zadaniach 221] i 222]
Znalez¢ moc zbioru wszystkich funkcji réznowartosciowych z N do P(N) i moc zbioru
wszystkich surjekeji z N na P(N).
Dla a € N okreslamy C, = {(z,y) € R? : az < y < (a + 1)z}. Znalez¢ moc kazdego
ze zbioréw C,. Czy istnieje takie X i takie r, ze X/r = {C, : a € N}7 Jesli tak, to
znalez¢ X. Co sie zmieni, jesli przyjmiemy C, = {(z,y) € R? : |az| < |y| < |(a + 1)z|}?
Niech W(f) = {(a, f(a)) | @ € Dom(f)}. Ktore ze zbiorow A, B, W(f), Rg(f) sa
rownoliczne dla dowolnej funkcji f : A — B? Ktore sa rownoliczne pod warunkiem, ze
funkcja f jest roznowartosciowa? (Gdy jest ,na”? Gdy jest bijekcja?)
Czy istnieje taki zbior X, ze |P(X)| = No? A taki, ze | XX| = Ro? A moze istnieje taki,
ze NX| = Rg?

Niech A bedzie zbiorem (niekoniecznie wszystkich) ciagéw dodatnich liczb naturalnych

o tej wlasnosci, ze dla kazdego ciagu liczb dodatnich ag, ag, ... (niekoniecznie nalezacego
do zbioru A) istnieje w A taki ciag by, b, ..., ze lim Z—" = 00. Udowodni¢, ze |A| > No.
n—oo 4n

Ie jest takich funkcji f : N — N, ze kazdy zbior f~1({n}) jest skoticzony?
Niech j,? < €. Pokazaé, ze AUB < €.
Niech A< ¢iB < Ng. Pokazaé, ze A x B < €.
Jaka jest moc zbioru F = {f € RF | ﬁ = Ng}, jesli ¢ jest funkcja z zadania M
Funkcja f : N — N jest uporczywa, gdy spetnia warunek
Vn € NVm e N3k € N(k > mA f(k) =n).

Jakiej mocy jest zbior U wszystkich funkeji uporczywych?

Jakiej mocy jest zbior F wszystkich funkcji z N do N majacych skoniczony zbior wartosci?
Funkcje f : N — N nazywamy zygzakiem, gdy spelnia warunek
Ve > 0((f(z) > f(x = 1) = f(z) > fla+ 1)) A (f(z) < flz = 1) = f(z) < flz+1))).
Jakiej mocy jest zbidr wszystkich zygzakow?
Jaka jest moc zbioru A= {f:N — N | Vz. f(z) < z}? Jakiej mocy sa podzbiory
B={fecA| fjestnaN}iC={feA| fjest roznowartosciowa}?
Jaka jest moc zbioru B={f: N—- N | (Vn: N f(n) <n)A(Vm:N3In: N f(n) >m)}?
Jakiej mocy jest zbior F tych wszystkich funkcji f : N — N; Ze dla dowolnych m,n € N
zachodzi réwnos¢:
(a) F(m+m) = f(m) + F(n);
(b) f(m-n) = f(m)- f(n);
(c) f(m™) = f(m)T")?
Funkcje f : Z — 7Z nazwiemy izolujgcg wtedy i tylko wtedy, gdy:
o Vo € Z(f(x) £ flo+ 1));
e Ve f(Z)x—1& f(Z)Nz+1¢ f(Z)).
Jakiej mocy jest zbidr wszystkich funkcji izolujacych?
Funkcje f : (P(N) — {@}) — N nazwiemy funkcjo wyboru, gdy f(A) € A dla kazdego
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R241.

242.
R243.
R244.

R245.

R246.

247

R248

R249

R250

A € Dom(f). Znalezé moc zbioru wszystkich funkcji wyboru.

Znalezé moc zbioru G wszystkich funkcji f : P(N) — N spehiajacych warunek f(X) ¢ X
dla kazdego X # N.
Jakiej mocy jest zbior tych wszystkich funkeji f : N — N, ze kazdy ze zbiorow f~({n})
jest innej mocy?
Niech R bedzie rodzing wszystkich funkcji czesciowych f : N —o» N o skoriczonej
dziedzinie. Czy zbiér R jest réwnoliczny z N?
Funkcje f: N — N nazwiemy powracajgcg, gdy dla kazdego n € N istnieje takie m > 0,
ze f™(n) = n. Jaka jest moc zbioru wszystkich funkcji powracajacych?
Jakiej mocy jest zbiér wszystkich tych funkcji f : N — N, ze dla dowolnej liczby n € N
zbior f~1({k € N | k < n}) ma:

(a) co najwyzej n elementow?

(b) co najmniej n elementow?

Niech funkcja f: P(N —{0}) — P(P(N)) bedzie taka, ze f(A) = P(A) UP(N — A).
(a) Czy funkcja f jest réznowartosciowa?

(b) Czy f jest na P(P(N))?

(c) Jaka jest moc Rg(f), czyli zbioru wartosci funkeji f 7

(d) Jaka jest moc zbioru ((Rg(f)?

. Operacja Z : (N — N) — P(N) jest okreslona tak: Z(f) = {n | Vo < n. f(x) < n}.
(a) Czy to jest funkcja roznowartosciowa? Czy Z jest surjekcja?
(b) Ile elementéw ma zbior {Z—1({A}) | A C N}?
. Zbior punktow ptaszczyzny jest ograniczony, jesli jest zawarty w pewnym kole. Punkty

kratowe, to punkty o wspoéirzednych catkowitych. Jaka jest moc rodziny wszystkich
ograniczonych zbioréw punktéw kratowych?

* Niech A oznacza przeliczalny podzbior ptaszczyzny R?. Udowodnié¢, ze dla kazdej pary
roznych punktow P, Q@ € R? — A istnieje taki punkt R € R?, zZe odcinki PR oraz RQ sa
roztaczne z A.

* Niech L bedzie przeliczalnym zbiorem prostych w R3 i niech £ = |J L. Udowodnié, ze
dla kazdej pary roznych punktow P,Q € R® — £ istnieje w R3 tamana z punktu P do
punktu @, roztaczna z £.

Relacje

251.

252.
253.
254.

255.

Podac¢ przyktad 5-elementowej relacji symetrycznej w zbiorze N. Czy istnieje 5-elemen-
towa relacja zwrotna w N7 A 5-elementowa relacja przechodnia?

Czy relacja {(0,3),(1,3),(1,5),(4,5), (4,2)} w zbiorze {0,1,2,3,4,5} jest przechodnia?
Czy suma, iloczyn i ztozenie dwoch relacji symetrycznych jest relacja symetryczna?

Czy dwuargumentowa relacja r w zbiorze NN, okreslona nastepujaco:

(figher & Vn:N(f(n)lg(n)Vg(n)|f(n)).

jest zwrotna, symetryczna, przechodnia, antysymetryczna? Czym jest ztozenie r - r?
Niech r = {(A,B) e P(N) x P(N) | AC B} is={(4,B) e P(N) xP(N) | AnB = g}.
Czyr-s=s-1r? Czy r~ ' =77 A moze s~ = 5?7
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256.
257.
258.

259.

260.

261.
262.
263.

264.

265.

266.

267.

R268.

R269.

R270.

Udowodni¢, ze jeslir Cr'isCs tor-sCr'-s.

1 1

Dla jakich relacji » C A x A zachodzg réownosci r-r= =r~"-r =147

Ktoére z nastepujacych réwnosci zachodzg dla dowolnych relacji r, s, p w zbiorze N:

(a) r-(sUp)=r-sUr-p?

(b) r-(sNp)=r-sNr-p?

(c)r-(s—p)=r-s—r-p?
Niech r bedzie niepusta relacja dwuargumentows w zbiorze A. Czy mozliwe jest, ze:

(a) r=L g r?

(b) -7 =r1ir jest przeciwzwrotna (tj. Vo € A(-zrz))?

(c) rl= A2 —y?
Niech r bedzie relacja w zbiorze A i niech 7 =r — 14.

(a) Cazy jesli r jest przechodnia, to 7 jest przechodnia?

(b) Czy jesli 7 jest przechodnia, to r jest przechodnia?
Udowodnié, ze relacja r jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy r-r C r.
Udowodni¢, ze jesli relacja r w zbiorze A jest przechodnia, to r- (rUly) Cr.
Podac przyklad takiej niepustej relacji przechodniej r w zbiorze N, ze relacja 1 okreslona
w zbiorze P(N) warunkiem: (X,Y)€r® & TTy(z € X AyeY A(z,y) €r)

(a) jest przechodnia; (b) nie jest przechodnia.

Udowodnié, ze iloczyn dowolnej niepustej rodziny relacji przechodnich jest relacja prze-
chodnia.
Niech R bedzie tanicuchem (patrz zadanie relacji przechodnich w zbiorze A. Udowod-
ni¢, ze |JR jest relacja przechodnia.
Udowodni¢, ze dla dowolnej relacji r C A x A istnieje najmniejsza relacja przechodnia
zawierajaca 7.

Ile jest wszystkich relacji przechodnich R C N x N7 Ile jest relacji symetrycznych? Ile
zwrotnych?

Udowodni¢, ze dla dowolnej relacji r w zbiorze A zachodza réwnosci:
(@) rt=r-r*=r*.p;
(b) r* =rtUly,
gdzie r* i 7* to odpowiednio domkniecie przechodnie i przechodnio-zwrotne relacji 7.
Funkcja ¢ : (N — N) x (N — N) — P(N) jest okreslona nastepujaco:
o(f,9) ={z e N| f(x) # g(x)}.
(a) Czy @ jest funkcja roznowartosciowa?
(b) Czy ¢ jest na P(N)?
(¢) Czy kazda rodzina R C P(N) jest obrazem relacji przechodniej przy operacji ¢?
(d) Czy dla kazdego R C P(N) relacja ¢ !(R) jest przechodnia?
Niech ¢ : P(N x N) — P(N x N) bedzie okreslone rownoscia o(r) = J{r?"| n € N}
i niech 7 oznacza rodzine wszystkich relacji przechodnich w N.

(a) Czy ¢ jest réznowartosciowa?
(b) Czy funkcja ¢ jest na P(N x N)?
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RoT1.

Ro72.

Ro73.

Ro74.

Ra75.

ROT6.

(c) Czy dla dowolnego r zachodzi réwnos¢ ¢(r) = rt?

(d) Udowodni¢, ze o(T) = T.

(e) Czy o~ (T) =T7

Funkcja ¢ : P(N) — P((N — N) x (N — N)) jest okreslona nastepujaco:
p(A) ={({f,9) e N=N) x (N=N) [Vz € A f(z) < g(x)}.

(a) Czy ¢ jest funkcja roznowartosciowa?

(b) Czy ¢ jest surjekcja?

(c¢) Niech P,C, L oznaczaja odpowiednio zbiory wszystkich relacji przechodnich w zbio-
rze N — N, wszystkich porzadkow czesciowych w N — N i wszystkich porzadkow
liniowych w N — N. Co to jest ¢~ !(P)? Co to jest ¢~ 1(C)? A co to jest o~ 1(L)?

Zdefiniujmy funkcje F : P(N x N) x P(N) — P(N x N) w nastepujacy sposob:
F(R,A)=RnN(Ax A).

(a) Czy F jest roznowartosciowa?

(b) Czy F jest na P(N x N)?

(¢) Znalezé przeciwobraz zbioru wszystkich relacji rownowaznosci w N.

Niech Z bedzie niepusta rodzing podzbioréw N.

(d) Czy dla wszystkich relacji R zachodzi F(R, |JZ) = J{F(R,A) | Aec Z}?

(e) Czy dla wszystkich relacji R zachodzi F(R, (2) =({F(R,A) | Ac Z}?

(f) Czy odpowiedzi w poprzednich dwoch punktach zmienia sie jesli Z bedzie niepustym
taricuchem podzbioréw N7

Niech ¢ : N — P(N x N) bedzie zdefiniowana nastepujaco:
e(n) ={(z,n) |z <njU{(n,y) | n <y}
(a) Znalezé przeciwobraz ¢~ 1(T), gdzie T to rodzina wszystkich relacji przechodnich.
(b) Czy J(N) jest relacja przechodnia w N?

Niech ¢ : N — P(N x N) bedzie zdefiniowana nastepujaco:
o(n) = {(n,a) | n <o <20} U{(y,2n) | n <y < 2n}.
(a) Znalezé ¢~ 1(T), gdzie T to rodzina wszystkich relacji przechodnich.
(b) Czy Jp(N) jest relacja przechodnig w N?
Niech f: A — Biniech ® : P(Bx B) — P(Ax A) bedzie taka, ze dla kazdego r C B x B:
O(r) = {(z,y) € Ax A | (f(z), f(y)) € r}.
(a) Udowodni¢, ze ® jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy f jest na B.
(b) Udowodni¢, ze f jest roznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy ® jest na P(Ax A).
W dowodzie czesci (=) wskazaé sposob uzycia zatozenia o réznowartosciowosci f.
(c) Udowodnié¢, ze jesli @ jest na P(Ax A)i R CP(Ax A), to (U2 ' (R))=UR
Przestrzeniq zgodnosci nazywamy rodzine zbioréw A, spetniajacg warunki:
(a) Jesliae Aiad Catod € A
(b) Jesli B C A oraz dla dowolnych a,b € B zachodzi aUb € A to |J B € A.
Niech A bedzie przestrzenia zgodnosci. Udowodnié¢, ze istnieje taka zwrotna w |J.A

i symetryczna relacja r, ze dla dowolnego a zachodzi réwnowaznosé:
ac€ A  wtedy itylko wtedy, gdy Vay(x,y € a = xry).
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RoT7.

Ro78.

R979.

R280.

Rog1.

R282.

Relacja r € A x A jest przeciwzwrotna gdy dla zadnego a nie zachodzi (a,a) € r.

(a) Czy zlozenie relacji przeciwzwrotnych jest relacja przeciwzwrotna?

(b) Czy iloczyn dowolnej niepustej rodziny relacji przeciwzwrotnych jest relacja prze-
ciwzwrotng?

(¢) Czy suma dowolnej rodziny relacji przeciwzwrotnych jest relacja przeciwzwrotna?

Relacje r C A x A nazwiemy krzaczastg gdy
Vabe (arbAarc— —breA—-crb)

(a) Czy zlozenie relacji krzaczastych jest relacja krzaczasta?
(b) Czy iloczyn dowolnej niepustej rodziny relacji krzaczastych jest relacja krzaczasta?
(¢) Czy suma dowolnej rodziny relacji krzaczastych jest relacja krzaczasta?
(d) Niech r; krzaczaste dla ¢ € N i niech Vij (i < j — r; € 75). Czy [J;en 74 jest relacja
krzaczasta?
Relacje » € N x N nazwiemy skierowang, gdy
VaVyVz[(z,y) € r Az, z) € r — Ft((y,t) € r A (z,t) €r)].

Czy jest prawda, ze:

(a) jesli r i s sa skierowane, to r - s jest rowniez skierowana?

(b) jesli r i s sa skierowane, to N s jest rowniez skierowana?

(c) jesli r jest skierowana, to » U 7! jest réwniez skierowana?

(d) jesli R jest taka rodzina relacji skierowanych, ze dla dowolnych r, s € R zachodzi

r Cslub s Cr, to [JR jest relacja skierowana?

Niech r i s beda binarnymi relacjami w zbiorze A. Ktoére z nastepujacych réwnosci
sa prawdziwe dla dowolnych relacji r i s?7 W przypadku gdy dana réwnosé nie zawsze
zachodzi, czy prawdziwa jest ktoras z inkluzji C lub D7

(a) ()~ =07
(b) (rus)* =r*uUs*,
(c) (rns)* =r*ns*.
Relacje r C A x A nazwiemy euklidesowq gdy
VaVyVz [(z,y) € r A (z,2z) € r — (y,z) € T].
Czy jest prawda, ze:
(a) jesli r jest zwrotna i euklidesowa, to jest rowniez skierowana (patrz zad. [279))7?
(b) jesli r jest zwrotna i euklidesowa, to jest rowniez przechodnia?
(c) jesli r jest przechodnia i symetryczna, to jest rowniez euklidesowa?
(d) jesli r jest przechodnia i euklidesowa, to jest rowniez symetryczna?
(e) jesli R jest niepusta rodzina relacji euklidesowych, to [ R jest relacja euklidesowa?
Relacje r € A x A nazwiemy stabo gestq gdy
VaVy [(z,y) € r — Tz ((z,2) € r A (z,y) €7)].
Czy jest prawda, ze:
(a) jesli r jest stabo gesta, to r* jest rowniez stabo gesta?
(b) jesli r jest stabo gesta, to r Ur~! jest réwniez stabo gesta?
(c) jesli r i s sa stabo geste, to r - s jest rowniez stabo gesta?
(d) jesli R jest taricuchem relacji stabo gestych, to [ R jest relacja stabo gesta?
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R283. Mamy taka funkcje f: P(N x N) — P(N):
Fr) ={k | 33y ((x,y) € " AVw({w,2) € 1) AV2({y, 2) € 7))}
(a) Czy f jest roznowartosciowa?
(b) Czy f jest ,na’?
(c) Czy istnieje nieprzechodnia relacja r, dla ktorej f(r) = {0}7?

284. Dla dowolnej relacji r € A x A, niech f, : N — P(A x A) bedzie taka, ze f.(n) = r"
dla n € N. Dla jakich r ciag {f-(7)}sen jest wstepujacy (tj. dla kazdego i € N zachodzi
fr(@) € fr(i+1))?

R285. Niech funkcja ¢ : P(N x N) — P(N x N) bedzie okreslona tak: ¢(r) = ({r" | n > 0}.
(a) Czy ¢ jest roznowartosciowa?
(b) Niech Z oznacza rodzine wszystkich relacji zwrotnych w N. Znalezé¢ ¢(2) i o 1(Z).
R286. Dla dowolnego » C A x A i dowolnego B C A, niech Z(r, B) = {y | 3z € B.zry}.
(a) Udowodni¢, ze Z(r*, B) = J{Z(r",B) | n € N}.
(b) Udowodni¢, ze Z(r*, B) jest najmniejszym zbiorem X speniajacym warunki B C X
oraz Z(r, X) C X.
(c) Pokazaé, ze relacja r C A x A jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnych C, D C A:
— jeslirN(C x D) =@, to Z(r,C)NZ(r~1,D) = 2.

Relacje ré6wnowazno$ci

287. Ktore z nastepujacych relacji sa relacjami réwnowaznosci:

(a) Relacja r; w zbiorze R okre§lona warunkiem xry y < 22 = 32?

(b) Relacja ro w zbiorze R okreglona warunkiem z roy < 12 # y*?

(c) Relacja rg w zbiorze Z okreslona warunkiem mrzn < m < n?

(d) Relacja r4 w zbiorze P(N) okreslona warunkiem Ary B < AN Pr = BN Pr, gdzie
Pr jest zbiorem wszystkich liczb parzystych?

288. Ktore z nastepujacych relacji sa relacjami réwnowaznosci w R?

(a) {{z,y) |zy = 0};
(b) {{z,y) | zy > O};
(¢) {{z,y) | 2® =By +1=y*—5a+1}
(d) {(,9) [(@<1IAy<)V(z>1Ay>1)k
(€ {(zy) [(z<1Ay<)V(z=>1Ay=1)}
289. Ile jest relacji rownowaznosci w N, ktore maja doktadnie jedna klase abstrakcji? Ile
jest takich relacji rownowaznosci r w zbiorze N, ze [0}, = N — {7}? A ile takich, ze
[0], = N —{7,49}?
290. Cgzy istnieje taka relacja réwnowaznosci r w zbiorze N, ktora ma 22 klasy abstrakeji,
a kazda klasa abstrakcji ma 37 elementow?

R291. Czy istnieje taka relacja rownowaznosci r w zbiorze N, ktéra ma 2 klasy abstrakcji po 17
elementéw, 5 klas po 33 elementy i jedna klase nieskoriczong?

YOPrzez r* oznaczamy k-krotne zlozenie relacji r ze soba: 70 = 1, oraz r**! =% . p,
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R292. Czy istnieje taka relacja réwnowaznosci r w zbiorze N, ktora ma nieskoriczenie wiele
nieskoriczonych klas abstrakcji?

293. Ktore z ponizszych rodzin podzbioréw plaszczyzny sa zbiorami klas abstrakcji pewnych
relacji rownowaznosci w R x R?

(a) rodzina wszystkich parabol o réwnaniach y = 2% + ¢, dla ¢ € R?
(b) rodzina wszystkich prostych o rownaniach y = czx, dla ¢ € R?
(¢) rodzina wszystkich hiperbol o réwnaniach y = cx~!, dla ¢ # 0?

294. Niech P bedzie zbiorem wszystkich prostokatéw na ptaszczyznie i niech r bedzie relacja
podobienstwa prostokatow (jest to relacja rownowaznosci w zbiorze P). Znalezé moc
zbioru ilorazowego P/r. Jakiej mocy sa klasy abstrakcji relacji r?

R295. Niech r bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze N. Relacja o, w zbiorze P(N) jest
zdefiniowana nastepujaco:

Ao, B> (VacAJbeBarb)A(VbeB JacAarb).

(a) Udowodni¢, ze g, jest relacja rownowaznosci.

(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy P(N)/,. w przypadku, gdy
(1) r= 1N ?
(ii) r={(m,n) | m =n (mod 2)}?

(c) Zalozmy teraz, ze r ma nieskonczenie wiele klas abstrakcji i kazda z nich jest
nieskoniczona (por. zad. . Ile przeliczalnych klas abstrakcji ma relacja o,.7

R296. W zbiorze N — P(N) definiujemy relacje ~ :
f ~4g - UnGN f(n) = UnEN g(n) A mnEN f(n) = ﬂnGN g(n)

(a) Uzasadni¢ (jak najzwiezlej), ze ~ jest relacja rownowaznosci.
(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy (N — P(N))/.?

(c) Jakie sa moce klas abstrakeji, tj. jakie elementy ma zbior {[f]~ | f: N — P(N)}?

R297. W zbiorze N — N definiujemy trzy relacje.
f~g < va(Ek(f(k) =n) & Fk(g(k) = n))
f~g < Vn3dk(f(k)=n<+ g(k)=n)
f=g9g < Vn3k(f(k)=n) <+ VYnIk(g(k) =n)

(a) Ktore z tych relacji sa relacjami rownowaznosci, a ktore nie sg?
(b) W przypadku odpowiedzi pozytywnych w zadaniu jakiej mocy sg odpowied-
nie zbiory klas abstrakcji?
(c) Jakiej mocy jest zbior C' = {f : N — N | f ~ An.2n}?
(d) Jakiej mocy jest zbior D = {f:N = N | f =~ \n.2n}?
R298. Okreslamy relacje rownowaznosci ~ w zbiorze N — N, przyjmujac f ~ ¢, wtedy i tylko

wtedy, gdy zbiory f~1({n}) i g~ *({n}) sa réwnoliczne dla kazdego n.

(a) Dlaczego to jest relacja rownowaznosci?

(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy (N — N)/~ 7

(c) Wskazaé takie trzy klasy abstrakcji tej relacji, ze kazda z nich jest innej mocy.
299. Niech R bedzie relacja rownowaznoéci w zbiorze Z. Znalezé moc zbioru R.

300. Czy iloczyn dwoch roznych relacji rownowaznosci musi (moze) byé pusty?
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301

R302

303.

304.

305.

306.

307.

308.

309.

R310.

311

. Czy zlozenie dwoch relacji réwnowaznosci zawsze jest

relacja rownowaznosci? A suma (iloczyn) dwoch relacji rownowaznosci?
. Niech r i s beda relacjami réwnowaznosci w zbiorze A. Udowodnié, ze zlozenie r - s jest
relacja rownowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy r-s=s-r.
Udowodnié, ze dla dowolnej relacji » C A x A istnieje najmniejsza relacja rownowaznosci
w A zawierajaca r.
Udowodnié¢, ze kazda (czeSciowa) relacja rownowaznosci jest jadrem pewnego (czes-
ciowego) przeksztalcenia.
Niech 7 bedzie jadrem funkcji f. Pokazaé, ze r jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy,
gdy f jest réznowartosciowa, i ze r jest spojna wtedy i tylko wtedy gdy f jest funkcja
stalg.
Niech A bedzie niepustym zbiorem i niech f: A — A.

(a) Udowodnic¢, ze jesli f jest roznowartosciowa, to relacjar C A x A, dana warunkiem
ary < IneN(f'(z)=yV ['(y) =2)
jest relacja rownowaznosci.
(b) Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne, tj. czy jesli r jest relacja rownowaznosci,
to f musi byé réznowartosciowa?
(c) Podaé¢ przyktad takich A i f, ze r ma nieskonczenie wiele skoriczonych klas ab-
strakcji, kazda o innej liczbie elementéw. (Mozna zrobié¢ rysunek.)
Niech f: A — A. Czy relacja r = {(a,b) € A x A | Im,n € N(f™(a) = f(b))} jest
relacja rownowaznosci w A?
Rozpatrzmy nastepujaca relacje w N x N:
(m,n) ~ (m',n')y  wtedy i tylko wtedy, gdy m +n'=m/+n.
Nie korzystajac z pojecia liczby catkowitej, udowodnié, ze jest to relacja rownowaznosci.
Nastepnie udowodnié, ze jesli (m,n) ~ (m’,n') i (my,n1) ~ (mf,n}), to:
(a) (m+my,n+ny) ~ (m' +mi,n +nl);
(b) (mmq + nni,mny + nmq) ~ (m'm} +n'n},m'n} +n'm!);
(©) (n,m) ~ (', m').
Niech Z[z] oznacza zbior wszystkich wielomianéw zmiennej x o wspotezynnikach catko-
witych i niech r bedzie taka relacja w zbiorze Z[z], ze (f, g) € r zachodzi wtedy i tylko
wtedy gdy réznica f — g ma wszystkie wspodtczynniki parzyste.
(a) Pokazac, ze r jest relacja rownowaznosci.
(b) Wskazaé trzy rozne klasy abstrakcji.
(c) Jakiej mocy jest zbior wszystkich klas abstrakeji?
(d) Wskaza¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji tej relacji.
Dla n € N, niech ~,, oznacza nastepujaca relacje w zbiorze {0, 1}:
f ~ng wtedy itylko wtedy, gdy Vi <n. f(i) = g(i).
Dla niepustego A C N, niech symbol ~4 oznacza relacje [),c 4 ~n. Udowodni¢, ze:
(a) Dla kazdego n i kazdego A relacje ~,, i ~4 sa relacjami réwnowaznosci.
(b) Kazda z nich ma albo skoriczenie wiele klas abstrakeji albo tylko klasy jednoele-
mentowe.

. Udowodnié, ze zbior wszystkich relacji rownowaznosci w N jest mocy continuum.
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312.

313.

R314.

R315.

R316.

Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych relacji réwnowaznosci w N, ktére maja skori-
czenie wiele klas abstrakcji?

Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych relacji rownowaznosci w N, ktére maja tylko
skonczone klasy abstrakcji?

Niech R oznacza rodzine wszystkich relacji réwnowaznosci w N. Jakiej mocy sa zbiory:
(a) A={reR [0, =N—{7}}?
(b) B={reR|[0], = N-{7,49}}?
(c) C={reR|[0], ={7,49}}?
Relacje réwnowaznoéci r € N x N nazwiemy rdéznorodng, gdy dla kazdej liczby natural-
nej n > 0 relacja r ma klase abstrakcji mocy n. Jakiej mocy jest zbiér wszystkich relacji
réznorodnych?
Jaka jest moc zbioru wszystkich relacji réwnowaznosci w R, ktérych kazda klasa ab-
strakcji ma skonczona nieparzysta liczbe elementéw?

R317.* Relacja rownowaznosci w R ma przeliczalng liczbe klas abstrakcji. Udowodnié, ze co

318.

R319.

320.

321.

322.

323.

najmniej jedna z nich jest mocy continuum.

Wskazowka: Rozwigzaé najpierw zadanie [90,

Relacja réwnowaznosci w R ma wszystkie klasy abstrakcji mocy Ng. Udowodnié, ze zbior
ilorazowy tej relacji jest mocy continuum. Wskazdwka: Rozwigzaé najpierw zadanie[317,
Oznaczmy przez R zbior wszystkich relacji rownowaznosci w N.

Jeslir,s € Rin €N, tor =, s oznacza, ze: Vx € N.(z,n) €r < (x,n) € s.

A jesli A C N, to r =4 s oznacza, ze dla pewnego n € A zachodzi r =, s.

(a) Udowodni¢, ze dla kazdego n, relacja ~, jest relacja rownowaznosci.

(b) Poda¢ przyktad takich niepustych zbiorow A, B C N, ze relacja =4 jest relacja
réwnowaznosci, a relacja ~p nie jest relacja réwnowaznosci.

(c) Czy istnieja takie ro, 71,772,735 € R, ze klasy abstrakcji [ro]ag, [71]r0s [72)r0s [73)70
majg odpowiednio 0, 1, 2, 3 elementy?

Niech 7 bedzie taks relacja w zbiorze NN, ze frg zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego n € N réznica f(n) — g(n) jest parzysta. Udowodni¢, ze r jest relacja
rownowaznosci. Jakiej mocy jest klasa abstrakcji funkcji identycznosciowej? Jaka jest
moc zbioru wszystkich klas abstrakeji?

Niech s bedzie taka relacja w zbiorze QY, ze (f, g) € s zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
roznica f — g jest zbiezna do zera.

(a) Pokazac, ze s jest relacja rownowaznosci.

(b) Wskazaé trzy rozne klasy abstrakcji.

(c) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy QN /,?

(d) Wskazac¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji tej relacji.

Niech s bedzie taka relacja w zbiorze ZN, ze (f,g) € s zachodzi wtedy i tylko wtedy
gdy InVm(m > n — f(m) = g(m)). Pokazaé, ze s jest relacja rownowaznosci. Wskazaé
trzy rézne klasy abstrakcji. Znalezé moc zbioru ilorazowego relacji r i moc kazdej klasy
abstrakcji.

Dana jest nastepujaca relacja réwnowaznosci r C P(N)Z:
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324.

325.

326.

327.

328.

329.

330.

331.

332.

333.

Pr@ wtedy i tylko wtedy, gdy P =Q =g lub
PQ#A#2 1 minP =minQ.

Jakiej mocy jest zbior ilorazowy P(N)/,? Jakie sa moce poszczegdlnych klas abstrakeji?
Niech r C P(N) x P(N) bedzie taka relacja, ze Ar B zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
roznica symetryczna A — B jest zbiorem skonczonym. Udowodnié, ze r jest relacja
rownowaznosci w P(N), ktora ma nieskoniczenie wiele klas abstrakeji. Opisaé¢ klasy ab-
strakeji [@], 1 [N],. Jakiej mocy jest zbior wszystkich klas abstrakcji? Jakiej mocy sa
poszczegdlne klasy?
Niech » € N x N bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze N, i niech f : N x N — P(N)
bedzie taka, ze f({x,y)) = [z], U [y],, dla dowolnych z,y € N. Czy funkcja f jest
réznowartosciowa? Czy jest na P(N)? Znalezé f~1({[3].}) oraz f(r).
Niech » € N x N bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze N, i niech f : N x N — P(N)
bedzie taka, ze f({(x,y)) = [z], N [y], , dla dowolnych z,y € N. Czy funkcja f jest
réznowartosciowa? Czy jest na P(N)? Znalezé f~1({[3],}) oraz f(N x N — 7).
Niech R bedzie niepusta rodzing relacji réwnowaznosci w zbiorze A taka, ze dla dowol-
nych r,s € R zachodzi r C s lub s C r. Udowodni¢, ze s = |JR jest relacja rownowaz-
nosci, oraz ze [a|s = (J,cr[alr, dla dowolnego a € A.
Niech r1,79 beda takimi relacjami réwnowaznosci w zbiorze A, ze r1 Nry = id4 oraz
r1-re = A x A. Znalezé bijekcje z A/r1 x A/re do A.
Niech r1,79 beda relacjami rownowaznosci w zbiorze A. Czy z tego, ze A/ry = A/ro
wynika, ze 1 = 37 Pokazaé, ze zbior {u C A : Ja € A(u = [a],, N [a]y,)} jest zbiorem
klas abstrakcji pewnej relacji rownowaznosci w zbiorze A. Co to za relacja?
Niech R i S beda relacjami réwnowaznosci w zbiorze N wszystkich liczb naturalnych
i niech funkcja f : N — P(N) bedzie taka, ze f(x) = [x]r N [z]g, dla dowolnego = € N.
Udowodnié¢, ze f jest roznowarto$ciowa wtedy i tylko wtedy gdy R N S jest relacja
identycznosciowa.
Niech rodzina F C P(N) spelnia warunki (taka rodzine nazywamy filtrem):

(a) F # @ oraz F # P(N);

(b) dla kazdych X, Y € F zachodzi X NY € F;

(c) dla kazdego X € F i kazdego Y D X zachodzi Y € F.

Udowodni¢, ze relacja r C P(N) x P(N) taka, ze
arb & 3IfeFlanf=bnyf)
jest relacja rownowaznosci. Znalezé klase abstrakeji [N],.
Niech f: A — B, gdzie A, B sa niepustymi zbiorami i niech r bedzie relacja réwnowaz-
nosci w zbiorze B. Okreslamy relacje rownowaznosci s w zbiorze A warunkiem:
asb wtedy 1 tylko wtedy gdy f(a) r f(b)

Czy zawsze zachodza inkluzje:

(a) f([als) € [f(a)lr;

(b) [f(a)lr € f([a]s)?

Niech f : A — B. Dla dowolnej relacji r w zbiorze A, okreslamy relacje r; w zbiorze B:

ry ={{f(@), fw) | (z,y) € r}.

Czy jedli r jest relacja réwnowaznodci, to ry tez jest relacja réwnowaznodci?
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334.

335.

336.

337.

R338.

339.

340.

341.

R342.

R343.

R344.

Niech f : N — N. Udowodnié¢, ze f jest bijekcja wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
relacji rownowaznosci  w N, takze ry (zdefiniowana jak w zadaniu [333)) jest relacja
réwnowaznosci.

Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji rownowaznosci w N i niech f : R — P(N)
bedzie taka, ze f(r) = [1],, dla dowolnego r € R. Znalez¢ | J,cr f(r) i ,cr f(r).

Niech R bedzie jak w zadaniu [35]i niech g : R — P(P(N)) bedzie taka, ze g(r) = N/,,
dla dowolnego r € R. Znalez¢ |J,cr 9(r) i (,cr 9(r). Czy g jest roznowartosciowa, czy
jest ,na’? Znalezé g(R) oraz g~ ({Z C P(N) 7 = 1})ig'({{Z € P(N) . 7 = 1}}).
Niech R bedzie jak w zadaniu [335]i niech i : R — P(N) bedzie taka, ze h(r) = [0], N[1],.
Zbadac, czy h jest roznowartosciowa, znalezé h(R) i przeciwobraz zbioru P(N) — {@}.
Niech Z C N. Okreslamy relacje Rz C P(N) x P(N) nastepujaco:
(X,Y) € Rz wtedy i tylko wtedy, gdy X UZ =Y U Z.

Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji rownowaznosci w P(N). Funkcja f : P(N) - R
jest okreslona warunkiem f(Z) = Ry.

(a) Czy funkcja f jest réznowartosciowa?

(b) Czy funkcja f jest na R?

(c) Zmalez¢ f~'({idpan)}) 1 f~1({P(N)?}).
Niech r i s beda takimi relacjami réwnowaznosci w zbiorze A, ze ich suma r U s tez jest
relacja rownowaznosci. Pokazaé, ze dla dowolnego x € A:

[z]rus = ULlYls : v € [2],}-
Udowodnié, ze jesli rq, 9 sa relacjami rownowaznosci w A, to
(ri-rg) =AxA < (ro-r;) = Ax A

Niech r bedzie relacja w zbiorze Q liczb wymiernych, okreslong tak: xry wtedy i tylko
wtedy gdy = = ¥ - t2, dla pewnej wymiernej liczby ¢ # 0. Udowodnié, ze to jest relacja
réwnowaznosci, i ze ma nieskorniczenie wiele klas abstrakcji.
Ustalmy k € N — {0}. Okreslamy relacje ri,r C Z X Z w nastepujacy sposob:

(x,y) €, wtedy i tylko wtedy, gdy x i y sa parzyste i x — y jest podzielne przez k;
(x,y)y €r wtedy i tylko wtedy, gdy = i y sa nieparzyste oraz x -y > 0.

(a) Udowodni¢, ze relacja pp = r U r jest relacja rownowaznosci.

(b) Cuzy istnieje takie x € Z, ze [x],, ma dokladnie k elementow?

(c) Ile elementéw ma zbior ilorazowy Z/,, , gdy:

i. k=47
ii. k=37

Niech ¢ : (R — R) — P(R) bedzie okreslona tak: ¢(f) = f~1(IQ) .

(a) Czy r={(f,9) | Q C o(f)Ne(g)} jest relacja rownowaznosci w R — R?

(b) Czy s = {(f,9) | ¢(f) x ©(g) jest relacja rownowaznosci w R} jest relacja rowno-

waznos$ci w R — R?
Niech @ : (N — N) — (P(N) — P(N)) bedzie taka, ze
O(f)(A) = fH(f(A),

dla wszystkich f: N —-Ni A CN.

(a) Czy funkcja ® jest roznowartosciowa?
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347.

348.

349.

350.

351.

352.

R353.

354.

(b) Czy funkcja ® jest na zbior P(N) — P(N)?
(¢) Znalez¢ przeciwobraz ® ! ({idpay)}).
(d) Udowodni¢, ze dla dowolnego f : N — N istnieje taka relacja rownowaznosci
r C N x N, ze dla wszystkich A C N zachodzi
o(f)(4) = WNlalr [ a € A}.
Zalézmy, ze relacja r C€ D x D jest zwrotna. Niech
rm={{z,y): DxD|Vz((xrzcyrz)A(zrz <+ zry))}.
Pokazaé, ze r~ jest relacja réwnowaznosci oraz r~ C r. Udowodnié, ze r = r~ wtedy
i tylko wtedy, gdy r jest relacja réwnowaznosci.
Niech R oznacza rodzine wszystkich relacji rownowaznosci w zbiorze N liczb naturalnych
i niech funkcja F': R — (N x N — N) bedzie dana wzorem
F(R)(m,n) = min{|z — y| | mRx A yRn}.
(a) Zbada¢, czy funkcja F jest roznowartosciowa i czy jest na N x N — N.
(b) Ktore z nastepujacych zbioréw sa niepuste:
i. Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji statych;
ii. Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji réznowartosciowych;
iii. Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji na N7

Niech relacja réwnowaznosci r C R? bedzie taka, ze:
VeeR(x g Q—Fe>0((x—¢e,z+¢) C[z])).
Co mozna powiedzie¢ o mocy zbioru R/r?

Czy istnieje taka relacja rownowaznosci » w zbiorze R, ktorej kazda klasa abstrakcji jest
mocy Ng, oraz

(a) @ =7
(b) R/r = R?

Czy istnieje taka relacja réwnowaznosci r w zbiorze R, ktérej kazda klasa abstrakeji jest
mocy continuum, oraz R/r jest zbiorem (a) przeliczalnym?  (b) nieprzeliczalnym?

Relacja réownowaznosci R w zbiorze NV jest okreslona nastepujaco:
R={(f.9) : Vn(f(2n) = g(2n))}.
Zmnalez¢ moc zbioru wszystkich klas abstrakeji relacji R, oraz moc kazdej klasy.

Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji rownowaznosci w zbiorze N. Okreslamy relacje
rownowaznosci p w zbiorze R warunkiem: ripre wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory N/r;
i N/ry sg rownoliczne. Znalezé moc R/p, oraz moc [r],, gdzie mrn zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy 2|mn(n + 1).

Niech r bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze QQ okreslong tak: zry wtedy i tylko
wtedy gdy 22 + 32 # 0 lub 2y = 0. Znalezé moc zbioru Q/r oraz moce klas abstrakcji.

W zbiorze R[z] wszystkich wielomianéw jednej zmiennej o wspoétczynnikach rzeczy-
wistych okredlamy relacje réwnowaznoéci r:

frg wtedyitylko wtedy, gdy f — g jest funkcjg liniowa.
Zmnalez¢ moc zbioru ilorazowego relacji r i moc kazdej klasy abstrakc;ji.
Pokazaé ze jesli A =moraz 0 # n < m, to istnieje relacja rownowaznosci r w zbiorze A

spelniajaca warunek A/r = n.
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R355. Niech 7 C (N — N) x (N — N) bedzie okreslona w nastepujacy sposob:
(f.g)er wtedy 1 tylko wtedy, gdy f(N) = g(N).

Czy istnieje dwuelementowa klasa abstrakcji?
(e) Czy iloraz (N — N)/r jest skoniczony?

356. Niech X # @ bedzie ustalonym zbiorem i niech a € X bedzie ustalonym elementem.
W zbiorze P(X) okreslamy nastepujaca relacje rownowaznosci: A ~ B wtedy i tylko
wtedy gdy A = B lub a ¢ AU B. Zbada¢ moc P(X)/~, w zaleznosci od mocy zbioru X.

357. W zbiorze R — R okreslamy relacje rownowaznosci r, przyjmujac frg wtedy i tylko
wtedy, gdy flg = glg- Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie sa ich moce?

358. Dwa prostokaty na plaszczyznie sa w relacji r wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje prze-
suniecie przeksztalcajgce jeden na drugi. Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie sa ich
moce?

R359. Relacja rownowaznosci r w zbiorze N — {0} jest okreslona tak:
(m,n) €r <= min maja te same dzielniki pierwsze.
Ile klas abstrakcji ma relacja r i jakie sa moce tych klas?
R360. Niech ~ bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze NN okreslong nastepujaco:
f~g wtedy i tylko wtedy, gdy 3JkVn.|f(n) —g(n)| < k.
Jaka jest moc zbioru NY/_ ?
R361. Niech f: P(N) — N bedzie zadana wzorem

e ={

gdzie [ [,y 2 toiloczyn wszystkich elementéw X. Jaka jest moc zbioru A = P(N)/yer(f) 7

min X, gdy X nieskoniczony;
[l.ex 2, gdy X skonczony,

R362. Niech Pr oznacza zbior liczb naturalnych parzystych i niech r € (N — N) x (N — N)
bedzie okreslona w nastepujacy sposob:
(f,g)er wtedy 1 tylko wtedy, gdy Y (Pr) = g7 1(Pr).

(a) Udowodni¢ jednym (krotkim!) zdaniem, ze r jest relacja rownowaznosci.
(b) Znalez¢ klasy [Az 2], i [idn]y.

(c) Czy zbioér wszystkich funkcji ,na N” jest klasa abstrakeji tej relacji?

(d) Czy istnieje jednoelementowa klasa abstrakecji?

R363. Niech R C P(N x N)? bedzie nastepujaca relacja rownowaznosci:
(r,s)eR & 3n(n:N 5> N AVz,y € N((z,y) € r o (r(z),7(y)) € 3)).
Jakiej mocy jest zbior P(N x N)/g?
R364. W zbiorze (N x N)N okreslimy relacje =, przyjmujac dla @1, @2 € (N x N)N:
1 = @2 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n € N zachodzi
m1(p1(n)) — ma(p1(n)) = m(p2(n)) — m2(p2(n)),

gdzie w1, Ty oznaczajg rzutowanie odpowiednio na pierwsza i druga wspoéirzedna pro-
duktu, a odejmowanie (—) przyjmuje wartosci catkowite.
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(a) Czy istnieje takie ¢ : N — N x N; ze klasa [¢]= jest skoriczona?
(b) Czy klasa [Mn.(0,n)]= jest réwnoliczna z NN?
(c¢) Czy klasa [An.(2011,2011)]= jest rownoliczna z N?
(d) Czy iloraz (N x N)N/_ jest rownoliczny z NN?
R365. Zbiory A, B C R? sy w relacji r wtedy i tylko wtedy, gdy roznica symetryczna A — B
jest zawarta w pewnym kole.
(a) Udowodnié, ze r jest relacja rownowaznosci.
(b) Jakiej mocy sa klasy abstrakcji relacji 7
(c) Jakiej mocy jest rodzina wszystkich klas abstrakeji relacji 77
R366. Niech r C P(N) x P(N) bedzie relacja okreslona w nastepujacy sposob:
XrY wtedy i tylko wtedy, gdy X NPr=Y NPri X NNp =Y NNp,
gdzie Pr i Np oznaczaja odpowiednio zbidr liczb parzystych i nieparzystych.

(a) Udowodnié, ze r jest relacja rownowaznosci.
(b) Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakeji relacji 7
(c) Jaka jest moc zbioru ilorazowego relacji r?

R367. Niech U = {f : N = Q | ¥n(f(n) # 0) A lim, o f(n) = 0}. Okreslimy relacje
rownowaznosci ~ w zbiorze U, przyjmujac, ze f ~ g wtedy i tylko wtedy, gdy granica
1) istnieje i nalezy do R — {0}.

lmma o0 gy

(a) Czy klasa abstrakcji relacji ~ wyznaczona przez ciag {%}neN jest rownoliczna ze
zbiorem liczb rzeczywistych R? Mozna skorzystaé¢ z faktu, ze zbior QY jest rowno-
liczny z R.

(b) Czy kazde dwie klasy abstrakcji relacji ~ sa rownoliczne?

(c)* Pokazaé, ze zbior wszystkich klas abstrakeji relacji ~ jest rownoliczny z R.

R368. Dla kazdego zbioru A C N okreslamy relacje réwnowaznosci r4 w zbiorze N — N tak:
(f,g) € ra wtedy i tylko wtedy, gdy Vn € A. f(n) = g(n).
W zaleznosci od wyboru zbioru A, jaka liczba kardynalna jest moca zbioru ilorazowego
tej relacji i jakie liczby kardynalne sa mocami jej klas abstrakcji?
R369. Dla A C R definiujemy 74 = {({f,g9) € (R = N) x (R = N) | Vz € A. f(z) = g(z)}.
(a) Dlaczego wszystkie r4 sa relacjami rownowaznosci w R — N7
(b) Udowodnic¢, ze jesli @ # S C P(R), to rys =[{ra | A€ S}.
(c¢) Czy dla jakiegos zbioru A relacja r4 ma dokladnie jedna klase abstrakeji? Doktad-
nie sze$¢? Czy dla jakiegos A zbior (R — N)/,, jest mocy Ng?
(d) Czy dla jakiegos zbioru A i jakiejs funkcji f, klasa [f],, jest jednoelementowa?
Szescioelementowa? Czy sa takie A, f, ze klasa [f],, jest mocy Rg?
(e) Czy operacja F' = AA.ry4 jest roznowartosciowa? Czy jest na zbior wszystkich
relacji rownowaznosci w R — N7 Jesli nie, to prosze podaé¢ przyktad relacji, ktora
nie nalezy do zbioru wartosci funkcji F.

R370. Rozpatrzmy nastepujace relacje i = w zbiorze N — N:
f g wtedy i tylko wtedy, gdy Vn € N 3m € N. f(n) < g(m),
f = g wtedy i tylko wtedy, gdy f ~gAg 7 f.

(a) Udowodni¢, ze = jest relacja réwnowaznosci.
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R371.

R372.

R373.

R374

R375

R376

R377

R378

(b) Jakiej mocy jest zbior klas abstrakeji tej relacji rownowaznosci?

(c) Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakeji tej relacji rownowaznosci?

Niech f,g : A — A beda takimi funkcjami, ze f og = go f. Rozpatrzmy relacje
r={{z,y) € AxA|3n,meN. f*(g"(x)) = f"(9™(y))}-

(a) Udowodni¢, ze r jest relacja rownowaznosci.

(b) Udowodni¢, ze r = 14 wtedy i tylko wtedy, gdy f i g sa réznowartosciowe.

(c¢) Czy w przypadku A = N mozna tak okresli¢ f i g, aby relacja r miala nieskoriczenie

wiele nieskoriczonych klas abstrakeji?

Niech r € A x A bedzie taka relacja, ze Vzxyz[r(z,y) A r(z,z) — 7(y,2)] i niech
s =rUr~!. Udowodnié¢, ze:

(a) Suma 14U (s-s-s) jest relacja rownowaznosci.

(b) Jesli r jest przechodnia, to 14 U (s - s) jest relacja rownowaznosci.

(c) Jesli r jest symetryczna, to 14 U s jest relacja rownowaznosci.

Dla niepustego zbioru Z C N, relacje Rz, Sz C (N — N)?2 sg zdefiniowane nastepujaco:

(f,g) € Rz wtedy i tylko wtedy, gdy Vn € Z(f(n) = g(n)),
(f,g) € Sz wtedy i tylko wtedy, gdy  In € Z(f(n) = g(n)).

Dla jakich Z relacje Rz, Sz sa relacjami rownowaznosci?

. Niech Pr oznacza zbior liczb parzystych, a Rz, Sz beda zdefiniowane jak w zada-
niu @ Dla kazdej relacji rownowaznosci r sposrod Ry, S(n—f2011})s Bpr, S(n—gpr) nalezy
odpowiedzie¢ na pytania:

(a) Jakie funkcje naleza do [An.n],?

(b) Czy zbiér (N — N)/, jest skoniczony?

(c) Czy istnieje skoniczona klasa abstrakeji relacji r?

(d) Czy zbior A= {f:N— N| f(2011) = 0} jest klasa abstrakcji relacji r?

. Niech R oznacza zbioér wszystkich relacji réwnowaznosci w zbiorze liczb naturalnych N.
Dla dowolnej funkcji S: N — R zdefiniujmy relacje

Roo(S) = {{z,y) e N* | T e N.Vj > i. (z,y) € S(j)}-
Wykazaé, ze dla kazdego S: N — R relacja Roo(S) jest relacja rownowaznosci.
. Niech X bedzie dowolnym zbiorem, za$ s C X x X bedzie relacja. Niech
re = s*N(s*)7 "
(a) Czy dla kazdych X, s relacja ry jest relacja rownowaznosci w X7
(b) Poda¢ przyktad takiej spojnej relacji s w zbiorze X = {0, 1,2, 3}, ze rs jest relacja
rownowaznosci o doktadnie trzech klasach abstrakcji.

. Dla f,g: R — R piszemy f ~ g jezeli istnieje taka liczba t € R, ze f(x) = g(z), dla

wszystkich « > t. Pokaza¢, ze relacja ~ jest relacja rownowaznosci w zbiorze RE.

. Funkcja f: R — R jest skokowa, jezeli istnieja takie liczby ¢,a,b € R, ze
a, jeslixz <t

fl@) = b, jeslix >t.
Niech S oznacza zbior funkcji skokowych; zatem S C RE. Niech ~g oznacza obciecie
relacji ~ z zadania do zbioru S, tzn. ~g=~ N (S x ). Wskazaé bijekcje pomiedzy
zbiorem klas abstrakcji relacji ~g a zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych R.
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R379. Niech R C NN x NN bedzie taka, ze
fRg wtedy i tylko wtedy, gdy f~1({2013}) = g~ ({2013}).
a) Udowodnié¢, ze R jest relacja rownowaznosci.
b) Znalezé [Ax.2013]g.
(c) Czy zbior NN/ jest skoriczony?

(
(

(d) Ile jest skoriczonych klas abstrakeji?

R380. Niech N, = N—{0} oraz niech znak | oznacza relacje podzielnosci. Relacje 7 C Ny x N,
definiujemy ktadac:
(x,y) € T wtedy i tylko wtedy, gdy x|y luby|x.
Klikg w tej relacji nazwiemy taki zbior A C N, ze A x A C 7. Méwimy, ze klika A jest
klika maksymalng, gdy dla dowolnej kliki B zachodzi implikacja A C B = A = B.

(a) Czy T jest relacja rownowaznosci?
(b) Znalezé¢ |J{B | B jest klika oraz 2 € B}. Czy jest to klika?
(c) Zmalez¢ przyktad maksymalnej kliki, do ktorej nalezy 2.

R381. Niech e € Ry = (0,+00). Relacje 7. C R? definiujemy ktadac:
(x,yy eme & lx—y| <e.
Klikg w tej relacji nazwiemy taki zbior A C R, ze Va,b € A (a,b) € 7.
(a) Czy 7. jest relacja rownowaznosci?
(b) Znalezé¢ |J{B | B jest klika oraz 0 € B}. Czy jest to klika? Czy jest to klika
maksymalna? Podaé¢ przykiad maksymalnej kliki, do ktérej nalezy 0.
(c) Czy dla dowolnych €7 i e istnieje takie v € Ry, iz 7y = 7, 0 7,7
(d) Dla jakich ¢ zachodzi (g,/2) € 7 ?
R382. Niech R bedzie rodzing wszystkich relacji réwnowaznosci w zbiorze N i niech funkcja
¢ : R — (P(N) — P(N)) bedzie okreslona nastepujaco:
o(r)(A) = U{ [zl |z € A}.
(a) Czy @ jest roznowartosciowa?
(b) Czy ¢ jest na P(N) — P(N)?
(¢) Udowodni¢, ze funkcja ¢(r) jest roznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy r = 1.
(d) Czy |JRg(p(r)) zalezy od wyboru relacji r?
R383. Niech R bedzie rodzing wszystkich relacji rownowaznosci w zbiorze R i niech funkcja
¢ : R — (P(R) — P(R)) bedzie okreslona nastepujaco:
o(r)(A) = U{lz]r |z € ANQ}.
(a) Czy @ jest roznowartosciowa?
(b) Czy ¢ jest na P(R) — P(R)?
(c) Dla jakich r € R funkcja ¢(r) jest roznowartosciowa?
(d) Czy |JRg(p(r)) zalezy od wyboru relacji r?
R384. Niech ¢ : R® — P(P(R)) bedzie okreglona tak: ¥(g) = {g~'({z}) | = € R}.
(a) Wyznaczy¢ ¢(Azx.if x < 0 then —1 else 0).
(b) Czy v jest na P(P(R))?
(c) Czy v jest réznowartosciowa?
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R385.

386.

R387.

R388.

R389.

R390.

R391.

(d) Niech rg = {{z,y) | 3IS(S € ¥(g) Nz € SAy € S)}. Czy dla kazdej funkcji g
relacja 7, jest relacja réwnowaznosci?
(e) Wyznaczy¢ ¢~ ({{(—00,0),[0,00),2}}).
Niech 1 : R® — P(P(R)) bedzie okreslona tak: v(g) = {g~'({z,y}) | z,y € R}.
(a) Wyznaczy¢ ¢(Azx.if x < 0 then —1 else 0).
(b) Czy v jest na P(P(R))?
c) Czy 1 jest roznowartosciowa?
(d) Niech 7y = {(z,y) | 3S(S € Y(g) Nz € SAy € S)}. Czy dla kazdej funkcji g
relacja rg jest relacja réwnowaznosci?

Poda¢ przyktad dwoch relacji réwnowaznosci r i s w zbiorze N o wlasnosciach:
o rNs=1y;
e Zlozenie r - s jest relacja rownowaznosci;
e Ilorazy N/, i N/4 sa nieskoriczone;
o Wiszystkie klasy abstrakcji obu relacji sa nieskoriczone.

W zbiorze P(N) okreslamy relacje r w ten sposob, ze zbiory A, B sa w relacji r wtedy
i tylko wtedy, gdy
VeeN.(ye A.x <y) < (Jy € B.x <vy)).

(a) Udowodnié¢ (mozliwie najprosciej), ze jest to relacja rownowaznosci w P(N).
(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy P(N)/, 7
(c¢) Poda¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji tej relacji.

W zbiorze P(N) okreslamy relacje » w ten sposob, ze zbiory A, B sa w relacji r wtedy
i tylko wtedy, gdy
Ve e N.((Vye Az <y) < (Vye B.x<y)).

(a) Udowodni¢ (jednym zdaniem), ze jest to relacja rownowaznosci w P(N).
(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy P(N)/, 7
(¢) Podaé¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji relacji r.

Niech ~ bedzie taka relacja w zbiorze NV, ze f ~ ¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
roznica |f — g| jest ograniczona, tj. istnieje takie M € N, ze Vn € N|f(n) — g(n)| < M.

(a) Udowodni¢, ze ~ jest relacja réwnowaznosci.

(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy N/ _?

(c) Wskazaé¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji tej relacji.
W zbiorze N — N definiujemy relacje ~ :

frg o Va(f(z) =z < g(x) =)

(a) Uzasadni¢ (jak najzwiezlej), ze ~ jest relacja rownowaznosci.

(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy (N — N)/.7?

(c) Poda¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakcji tej relacji.
z

W zbiorze N — N definiujemy relacje ~:
f~g & VneN f{0,...,n})=9({0,...,n}).
(a) Uzasadnié¢ (jak najzwiezlej), ze ~ jest relacja rownowaznoscei.
(b) Jaka moc ma klasa abstrakeji funkcji g = An.if n = 3 then 1 else n 7
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(c) Jaka moc ma klasa abstrakcji funkcji A = An.n mod 2 ?
(d) Jaka jest moc zbioru ilorazowego (N — N)/. 7
(e) Poda¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakcji relacji ~.

Typy indukcyjne

R392.

393.

394.

395.
396.

397.

398.

399.

400.

401.

402.

Udowodnié, ze dla dowolnych liczb m, k,l € N:
(&) m+(k+1)=(m+k)+1;

)

(c)

(d) m+0=m;
)

(f) m+k=k+m.

Udowodni¢, ze w C v zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

e w=c¢g, lub

e w=aw', v=av, dla pewnych w',v’, oraz w’ C v/, lub

e w=>"bw', v=>bv,dla pewnych w', v, oraz w’ C v'.
Niech w C v oznacza, ze v = u - w, dla pewnego u (porzadek sufiksowy). Udowodnié¢,
ze dla dowolnego alfabetu A, relacja C jest porzadkiem czesciowym w A*. Pokazaé, ze
w E v wtedy i tylko wtedy, gdy albo w = v albo v = av’, gdzie a € A oraz w C v'.
Udowodnié, ze nie istnieje takie stowo w, ze a - w = w - b.
Suma prosta D@ E moze by¢ uwazana za typ indukcyjny. Jakie sa tu konstruktory i jaka
zasada indukcji? A schemat definiowania przez indukcje?
Typ jednostkowy Unit ma tylko jeden element o. Czy Unit mozna uwazaé za typ induk-
cyjny? Skonstruowaé z niego typy skonczone o dowolnej liczbie elementow.

Zdefiniowa¢ przez indukcje operacje Aw.w® odwracania stowa (tak aby na przyklad
(baba)® = abab). Udowodnié¢ przez indukcje, ze (wf)® = w, dla dowolnego stowa w.

Zdefiniowaé przez indukcje nastepujace operacje na listach:

(a) Dopisanie liczby n na koncu listy;
(b) Usuniecie ostatniego elementu listy;
(¢) Odwracanie listy, itp.

Typ wartosci logicznych Bool mozna utozsamiaé z sume prosta Unit@Unit a zatem za typ
indukcyjny. Uogo6lni¢ te obserwacje na typy skoriczone o dowolnej liczbie argumentéw.
Sformutowaé dla takich typow zasade indukcji i schemat definiowania przez indukcje.

Skoriczone drzewa binarne to elementy typu indukcyjnego z jednym konstruktorem
dwuargumentowym
i schemat definiowania przez indukcje. Zastosowaé ten schemat do definiowania ta-
kich funkcji jak ,lewe poddrzewo drzewa t”, ,liczba wierzchotkéw drzewa t”, ,wysokosé
drzewa t” itd.

Zdefiniowaé typ indukcyjny skoriczonych drzew binarnych etykietowanych liczbami na-
turalnymi, sformutowaé dla tego typu zasade indukcji i schemat definiowania przez in-
dukcje. Zdefiniowaé¢ funkcje ,,suma etykiet drzewa t”.

i jedng stala o. Sformutowaé¢ dla tego typu zasade indukcji
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Porzadki czesSciowe

403.

404.

405.

406.

407.
408.
409.

410.

R411.

R412.

413.

414.
415.

W zbiorze {2,3,4,5,6,8,9,12,24}, uporzadkowanym czesciowo przez relacje podziel-

nosci (m =< n wtedy i tylko wtedy gdy n = m - k, dla pewnego k) wskaza¢ wszystkie

elementy minimalne, maksymalne, najwieksze i najmniejsze. Czy istnieja w tym zbiorze

trzyelementowe taricuchy lub antytancuchy?

Wskazaé¢ elementy minimalne, maksymalne, najwicksze i najmniejsze w zbiorze
{{1,2,3,4,6},{3},{1,2,3,4,5},{2,3,3,5,2},{3,4,2,4,1},{2,1,2,2,1},{2,1,2,1}},

uporzadkowanym przez inkluzje.

Zbior czesciowo uporzadkowany nazywamy kratq, gdy kazdy jego dwuelementowy pod-

zbior ma kres gorny i kres dolny. Czy zbior z zadania [A04] jest krata?

Podaé¢ przyklad zbioru czesciowo uporzadkowanego z dwoma elementami maksymal-

nymi i jednym minimalnym, bez elementu najmniejszego i z takim czteroelementowym

antytaricuchem, ktory jest ograniczony z géry, ale nie ma kresu gérnego.

Jakiej mocy jest zbior wszystkich porzadkéw czeSciowych w N?

Czy czesciowy porzadek moze by¢ relacja rownowaznosci?

W zbiorze N — N wszystkich funkcji z N do N okreslono relacje < w ten sposéb, ze
f=g < Vn f(n)<gn).

Udowodni¢, ze = jest czeSciowym porzadkiem. Wskazaé¢ wszystkie elementy minimalne,

najmniejsze, maksymalne, najwicksze. Podaé¢ przyktad nieskoriczonego taricucha i nie-

skoniczonego antytanicucha. Czy jest to porzadek liniowy? Czy jest gesty?

W zbiorze N —o— N wszystkich funkcji czedciowych z N do N okreslono relacje C i <
(a) f <g wtedy i tylko wtedy, gdy Vz(z € Dom(f) N Dom(g) — f(z) < g(x)).
(b) f C g wtedy i tylko wtedy, gdy Dom(f) € Dom(g) oraz g|pom(s) = f-
Ktoéra z tych relacji jest porzadkiem czeSciowym?
Rozpatrzmy porzadek czesciowy (P(N)N, <), gdzie
f<f  wtedyitylko wtedy, gdy  Vn. f(n) C f/(n).
(a) Wskaza¢ elementy wyroznione (minimalne, maksymalne, najwiekszy, najmniejszy).
(b) Czy ten porzadek jest liniowy?
(¢) Czy ten porzadek jest krata zupeina?
Zbior X C A jest taricuchem maksymalnym w czesciowo uporzadkowanym zbiorze A
i ma w A ograniczenie gorne x. Czy z tego wynika, ze:
(a) z € X7
(b) z jest elementem maksymalnym w A?
(¢) x jest elementem najwiekszym w A?
(d) x jest elementem najwiekszym w X7
Jesli < jest czesciowym porzadkiem w zbiorze A to relacje < nazywamy ostrym uporzqd-
kowaniem wyznaczonym przez <. Pokazaé, ze ostre uporzadkowania wyznaczone przez
porzadki czeSciowe to dokladnie te relacje, ktére sa przechodnie i przeciwzwrotne.

Udowodnié, ze jesli zbiér skierowany ma element maksymalny, to jest ograniczony z gory.

Czy zbior A zlozony ze wszystkich stow nad alfabetem {0, 1}, ktore maja tyle samo zer
co jedynek, ma kres gorny (dolny) w porzadku leksykograficznym? A zbiory B = A—{e}



11 listopada 2023, godzina 13:37 strona 39

416.

417.

R418.

419.

R420.

421.

R49292.

iC={0,1}*— A7

Czy zbiory {01" : n € N} i {0™1 : n € N} maja kresy gorne (dolne) w zbiorze {0, 1}*
uporzadkowanym leksykograficznie?

Ktore z nastepujacych stwierdzen sa prawdziwe dla dowolnego porzadku (X, <) i dowol-
nych A, B C X7 A jesli ten porzadek jest liniowy?

(a) Jesli istnieje sup(A U B), to istnieja sup A i sup B?

(b) Jesli istnieja sup A i sup B, to istnieje sup(A U B)?

(c) Jesli istnieja sup A, sup B i sup(A U B), to sup(A U B) = sup{sup A, sup B}?
Niech Pr i Np oznacza odpowiednio zbiér wszystkich liczb naturalnych parzystych i zbior
wszystkich liczb naturalnych nieparzystych. Okreslamy porzadek cze$ciowy C w zbiorze
P(N), przyjmujac dla A, B C N, ze:

AC B, wtw, gdy ANNp=BNNp oraz ANPrC BN Pr.

(a) Wskaza¢ wszystkie elementy minimalne, maksymalne, najwieksze i najmniejsze
w porzadku C. Czy istnieje w tym porzadku nieprzeliczalny antyltaricuch?
(b) Czy kazda skoriczona rodzina zbioréw ma kres gorny w tym porzadku?
(¢) Czy kazda niepusta rodzina zbioréw ograniczona z gory w tym porzadku ma w nim
kres gorny?
(d) Cgzy istnieje taki podzbior V' C P(N), ze (V,C) jest izomorficzny z ({a,b}*, C),
gdzie C oznacza porzadek prefiksowy?
Udowodni¢, ze kazdy skoriczony porzadek czesciowy jest izomorficzny z pewnym pod-
zbiorem N uporzadkowanym przez relacje podzielnodci.
Niech P oznacza zbiér wszystkich liczb pierwszych. Dla z,y € N niech
r<y & (r=y)V IpePIa,beN@=p*Ay=p"Na<b).
Rozwazmy czesciowe porzadki N = (N, <) i W = ({a,b}*,C), gdze relacja C to
porzadek prefiksowy.

(a) Wskaza¢ wszystkie elementy najwieksze, najmniejsze, maksymalne i minimalne
w porzadkach N i W.

(b) Czy istnieje taki podzbior V' C {a,b}*, ze (V,C) jest izomorficzny z N7

(c) Czy istnieje taki podzbior M C N, ze (M, =) jest izomorficzny z W?

(d) Ktore z porzadkow N, W, (N, =), ({a,b}*, D) sa dobrze ufundowane?
Niech r bedzie relacja czesciowego porzadku w zbiorze A. Udowodnié, ze jesli r U r—1
jest relacja przechodnia, to kazdy skierowany podzbiér zbioru A jest taricuchem.
W zbiorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacj¢ C w ten sposob:

ACB < A=BVVzy(re ANyeB—zl|y).

(a) Udowodni¢, ze C jest relacja porzadku czesciowego w P(N — {0}) — {&}.

(b) Niech A, B C N—{0} beda niepustymi skoniczonymi zbiorami. Czy rodzina {A, B}
ma kres gorny w porzadku C 7
) Niech R = {{2",2"*2} | n > 2}. Czy rodzina R ma kres dolny w tym porzadku?
(d) Czy kazda niepusta rodzina zbioré6w ma kres dolny w tym porzadku?
) Czy ten porzadek jest krata zupeina?

z

biorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacje C w ten sposob, ze dla A, B C N:
ACB + ACBAVYyeB3IzeA z|y.
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a) Udowodni¢, ze C jest relacja porzadku czesciowego w P(N — {0}) — {@}.
b) Czy kazda rodzina {A, B} ma kres dolny w porzadku C?
(c¢) Czy kazda rodzina {A, B} ma kres gorny w porzadku C 7

(
(

(d) Czy kazdy niepusty tancuch w tym porzadku ma kres gorny?

R424. Niech N, oznacza N—{0}. Czy kazdy wlasciwy podzbiér N, ma kres gorny w porzadku
(N4, |), gdzie znak | oznacza relacje podzielnosci? A czy kazdy podzbior ma kres dolny?

R425. Udowodnié, ze jesli w porzadku czesciowym kazdy podzbior dwuelementowy ma kres
gorny, to kazdy niepusty podzbiér skoriczony ma kres gorny.

R426. Dla dowolnego X C R przyjmujemy a <x b wtedy i tylko wtedy, gdy b —a € X.
Zbiory X, dla ktorych relacja <x jest czeSciowym porzadkiem w R, nazywamy porzqd-
nymi. Ktore z ponizszych zbioréw sa porzadne:

(a) N?
(b) [1,00)7

(c) QN (—o0,0]7

(d) {n+q|neNAgeQnN(—o0,0]}?

(e) {n+qr|neNAqgeQnN (—o0,0]}?

(f) ([0,00) —Q)UA{0}?
R427. Przy definicjach z zadania ktore z nastepujacych stwierdzeri sa prawdziwe dla dowol-
nego porzadnego X7
(a) Porzadek (R, <x) nie ma elementu najwickszego.
(b) Porzadek (R, <x) nie ma elementu minimalnego.
(c) Va:RVB:P(R) (a =sup<, B« a+1=sups, {b+1]|be B}
(d) W porzadku (R, <x) kazdy podzbior skierowany jest tancuchem.
(e) Porzadek (R,=x) jest liniowy wtedy i tylko wtedy, gdy pewien otwarty przedzial
liczb rzeczywistych jest taricuchem w (R, <x).

428. Niech (X, r) i (Y, s) beda niepustymi zbiorami czesciowo uporzadkowanymi. Pokazaé, ze:

(a) (X @Y, r®s) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym bez elementu najwickszego.
(b) Dla dowolnego a € X @Y, element a jest minimalny w (X @Y, r @ s) wtedy i tylko
wtedy gdy jest elementem minimalnym w (X, r) lub w (Y] s).

R429. Drzewo stow A nad alfabetem N jest poddrzewem drzewa B nad N, co oznaczamy przez
A < B, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie w € B, ze A = {u € N* | wu € B}.
Rozwazamy zbior C wszystkich skoniczonych drzew nad N z relacja <.

(a) Cazy jest to zbior czesciowo uporzadkowany?

(b) Czy jest to zbior liniowo uporzadkowany? Jesli nie, to czy ma nieskonczony anty-
taricuch?

(c¢) Czy istnieje element najmniejszy? A elementy minimalne?

430. Relacje zwrotna i przechodnia nazywamy quasiporzqdkiem. Pokazaé, ze jesli r jest quasi-
porzadkiem w zbiorze A, to iloczyn 7 = r Nr~! jest relacjs réwnowaznosci, a relacja <
dana warunkiem ,[a]r < [blF, wtedy i tylko wtedy, gdy arb”, jest dobrze okreslona i jest
porzadkiem czeSciowym w zbiorze ilorazowym A/ Czy jesli 71 = To, to 1 = 197

R431. Niech A i B beda zbiorami czegciowo uporzadkowanymi i niech funkcje f : A — B oraz
g : B — A beda monotoniczne. Udowodnié, ze nastepujace warunki sg rownowazne:
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432.

433.

R434.

435.

436.
437.

R438.

439.
R440.

(a) VacAVbeB(a < g(b) +» f(a) <),
(b) Va€A(a < g(f(a))) oraz YbeB(f(g(b)) < b).

Niech (D, <) bedzie skoriczonym zbiorem czesciowo uporzadkowanym z elementem naj-
wiekszym i najmniejszym. Dla a,b € D stosujemy oznaczenia:

(a,b) ={d € D :a<d<b} [a,b] ={d € D : a <d<b}.
Zalozmy, ze dla dowolnych a,b € D, jesli (a,b) # & to (a,b) = [c,d], dla pewnych ¢, d
(tj. ze kazdy ,przedzial otwarty” jest tez ,przedzialem domknietym”). Udowodnié, ze
wtedy porzadek (D, <) jest liniowy. Czy zalozenie skoriczonosci jest istotne?

Niech r bedzie czesciowym porzadkiem w zbiorze A i niech f: A = Rozpatrzmy
na
funkcje g : A x A — A x A, okreslona tak: g(z,y) = (f(z), f(y)). Udowodnié, ze:

(a) g(r) C r, wtedy i tylko wtedy, gdy f jest monotoniczna ze wzgledu na porzadek r.
(b) r C g(r), wtedy 1 tylko wtedy, gdy Va,y(f(x)r f(y) = xry).
Czy zalozenie, ze f jest bijekcja jest istotne?
Niech (A, <) bedzie skoniczonym czesciowym porzadkiem i niech f: A A bedzie
monotoniczng bijekcja. Udowodnié, ze f jest izomorfizmem porzqdkowym,n%. ze:
Va,be A(a <b<+ f(a) < f(b)).
Niech (A, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Czy kazdy izomorfizm porzad-
kowy F': A — A jest funkcja identycznosciowa? Jak zmieni sie odpowiedz, jesli:
(a) zbior A jest uporzadkowany liniowo?  (b) zbior A jest skoriczony?  (c) zbior A
jest skoniczony i uporzadkowany liniowo?
Ile jest relacji rownowaznosci w N, ktore sa jednocze$nie czesciowymi porzadkami?
Niech X bedzie zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym i niech A C X nie ma elementu
najwiekszego. Niech B = {b € X :Va € A(b > a)}. Pokaza¢, ze jesli istnieje inf(B), to
istnieje sup(A) oraz sup(A) = inf(B) € B.
Niech (A, <) bedzie porzadkiem cze$ciowym. Zbior X C A nazwiemy wspotkoricowym
gdy VaeAdrxeX.a < x. Ktoére z nastepujacych stwierdzenn zachodza dla wszystkich
czesciowych porzadkow (A, <)7
(a) Suma kazdych dwoch zbiorow wspotkoncowych jest zbiorem wspotkoricowym.
(b) Przeciecie kazdych dwoch zbioréw wspotkoricowych jest zbiorem wspotkoncowym.
(c) Jesli w A istnieje ograniczony z gory taricuch wspotkoricowy, to w A istnieje element
najwiekszy.
(d) Jesli kazdy taricuch wspotkoncowy w A jest ograniczony z gory, to w A istnieje
element najwiekszy.
(e) Jesli A jest zbiorem skierowanym i nie ma elementu maksymalnego, to kazdy
tanicuch nieograniczony z géry jest wspodtkoncowy.
Czy kazdy zbior skierowany ma wspotkoncowy tancuch? (Por. zad. )

Niech (A, <) bedzie porzadkiem czesciowym. Dla dowolnego zbioru X C A przyjmujemy
oznaczenie X| ={a € A | Jz € X.a < z}.

(a) Czy jesli R # @ jest tancuchem podzbiorow A, to ([{X] | X € R} = (NR)L?

Niech teraz X,Y C A iniech S C A bedzie zbiorem skierowanym.
(b) Udowodnié, ze jesli S C (X UY)],to SC X 1lubSCY].
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(c)

Czy jesi SC X[ 1SCY], toSC(XNY)|?

R441. Niech L = {—~-1+ | n € N} oraz M = L UN. Rozpatrzmy porzadek (MY, <), gdzie

n+1
f<f  wtedyitylko wtedy, gdy  Vn. f(n) < f'(n).
Wskazaé¢ elementy wyréznione (minimalne, maksymalne, najwiekszy, najmniejszy).
Czy ten porzadek jest liniowy?
Czy kazdy niepusty podzbiér NN ma kres dolny i gorny w MY ?
Czy kazdy niepusty podzbiér LN ma kres gorny i dolny w MY ?
Czy ten porzadek jest dobrze ufundowany?
Czy w porzadku MY istnieje nieskoriczony tancuch?
Czy w porzadku MY istnieje nieskonczony antytancuch?

R442. Niech (X, <x) i (Y,<y) beda czeSciowymi porzadkami i niech Z = X NY. Wowczas
relacja <z = <x N <y jest czesciowym porzadkiem w zbiorze Z. Ktére z nastepujacych

stwierdzen sa prawdziwe?

(a)
(b)
(c)

(d)

Jesli porzadek (Z, <z) jest liniowy, to (X, <x) i (Y, <y) sa liniowe.

Jesli porzadki (X, <x) i (Y, <y) sa liniowe, to (Z, <z) jest liniowy.

Jesli zbior A C Z ma kres dolny w porzadku (Z, <), to ma kres dolny w porzadku
(X, <x) lub w porzadku (Y, <y).

Niech A € X i B C Y iniech a € X NY bedzie takie, ze a = supy A = supy B
(zbiory A i B maja ten sam kres gorny odpowiednio w (X, <x) i (Y, <y)). Wowczas
a =supy AN B (tj. a jest kresem gornym iloczynu A N B w zbiorze Z.)

R443. W iloczynie kartezjariskim (N — N) x (N — N) okreslamy relacje <, przyjmujac, ze:

(d)
(e)

(fi, f2) < (g1,92) < Vn:N. 2f1(n) . 3f2(n) < 991(n) . 392(n)

Udowodnié, ze < jest relacja czesciowego porzadku w (N — N) x (N — N).
Wskazaé, o ile istnieja, elementy minimalne, maksymalne, element najwiekszy, naj-
mniejszy.

Pokazaé, ze ten porzadek jest krata, tj. kazdy zbiér dwuelementowy ma kres gorny
i kres dolny.

Wskazaé¢ przyktad nieskoriczonego taricucha, do ktoérego nalezy para (Az.0,idy).
Wskazaé przyklad nieskoniczonego antytancucha, do ktorego nalezy para (Az. 0, idy).

R444. 7Zbior B jest uporzadkowany czesciowo przez relacje <p, a funkcja F : A == B jest
surjekcja. Okreslamy relacje <4 w zbiorze A, przyjmujac dla x,y € A, ze © <4 y wtedy
i tylko wtedy, gdy = =y lub F(x) <p F(y).

(a)
(b)

(c)
(d)

Udowodnié, ze relacja <4 jest czeSciowym porzadkiem w A.

Udowodni¢, ze porzadek <4 jest liniowy wtedy i tylko wtedy, gdy porzadek <p
jest liniowy oraz F jest bijekcja.

Niech X C B. Cazy jesli w zbiorze B istnieje sup X, to w zbiorze A istnieje
sup F~1(X)?

A czy jesli w zbiorze A istnieje sup F~(X), to w zbiorze B istnieje sup X?

R445. Dany jest nastepujacy porzadek czesciowy w zbiorze P(N) — {@}:

(a)
(b)

X<Y < (minX)<min(}))V ((minX)=min(Y)AXCY).
Czy ten porzadek jest liniowy?
Czy ten porzadek jest dobrze ufundowany?
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R446.

R447.

R448.

R449.

R450.

(c) Wskaz w nim elementy minimalne, maksymalne, najmniejsze, najwieksze.

(d) Czy ten porzadek jest krata zupeina?
Podzbior B czesciowo uporzadkowanego zbioru (A, <) nazywamy podstawg zbioru A, gdy
dla dowolnego elementu a € A istnieje takie b € B, ze a > b. Podstawa jest minimalna,
gdy jest elementem minimalnym rodziny wszystkich podstaw, uporzadkowanej przez
inkluzje.

(a) Udowodni¢, ze podstawa jest minimalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest antytaicu-

chem. Czy kazdy antytanicuch jest podstawa?

(b) Czy kazdy zbior czesciowo uporzadkowany ma minimalng podstawe?

Dla dowolnej rodziny S C P(N) — {@} okreslamy relacje <s w S, przyjmujac, ze
A=<s B & j<§\/(iz§/\minA§minB).

Ktoére z nastepujacych stwierdzen sg prawdziwe?

(a) Jesli rodzina S jest przeliczalna, to <g jest czesciowym porzadkiem.

(b) Jesli <s jest czesciowym porzadkiem, to rodzina S jest przeliczalna.

(c) Jesli S jest podziatem zbioru N, to <s jest czesciowym porzadkiem.

(d) Jesli <s jest czesciowym porzadkiem, to jest dobrym porzadkiem.
Niech <4 bedzie porzadkiem czesciowym w zbiorze A, a <p porzadkiem liniowym
w zbiorze B. Wtedy <p-podniesieniem porzadku <, nazwiemy relacje <§ w zbio-
rze AP zdefiniowana nastepujaco:

f=xBg = f=gVvIbeB(f(b) <agb) AV <pb. f(t')=g(t)).

(a) Czy podniesienie porzadku czesciowego zawsze jest porzadkiem czesciowym?

(b) Czy podniesienie porzadku liniowego zawsze jest porzadkiem liniowym?

(¢) Niech < bedzie zwyklym porzadkiem na N. Pokaza¢, ze <-podniesienie porzadku C
na zbiorze {&, {0}, {1}} jest porzadkiem czesciowym. Wskazaé elementy maksy-
malne, minimalne, najwieksze i najmniejsze.

(d) Dla porzadku z czesci (¢) podaé¢ przyktad nieskoriczonego tancucha i nieskoniczonego
antytaricucha.

W zbiorze P(N) okreslamy relacje C, przyjmujac, ze A C B zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy B = AU S dla pewnego skoriczonego zbioru S.
(a) Udowodni¢, ze C jest czesciowym porzadkiem w P(N).
(b) Czy w zbiorze uporzadkowanym (P(N), C) istnieje element najmniejszy?
A element najwiekszy?
(c) Czy porzadek (P(N),C) jest dobrze ufundowany?
(d) Udowodnié¢, ze jesli dwuelementowy podzbior P(N) ma ograniczenie dolne przy
uporzadkowaniu C, to ma przy tym uporzadkowaniu kres gorny.
(e) Czy w tym porzadku kazdy niepusty zbior ograniczony z dotu ma kres gorny?
W zbiorze N — {0, 1} okreslamy relacje < w taki sposob, ze f < g, wtedy i tylko wtedy,
gdy f = g lub istnieje takie ng € N, ze f(ng) < g(no) oraz Yn(n > ng — f(n) = g(n)).
(a) Udowodni¢, ze relacja < jest porzadkiem czesciowym.
(b) Czy kazdy taiicuch ma kres gorny w porzadku < 7
(¢) Czy = jest porzadkiem dobrze ufundowanym?
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(d) Czy ten porzadek ma nieskoriczony antylaricuch?
(e) Jaka jest najwieksza moc taricucha w tym porzadku?

R451. W zbiorze N — N okreslamy relacje < w taki sposob, ze f < g, wtedy i tylko wtedy,
gdy f = g lub istnieje takie ng € N, ze f(ng) < g(no) oraz ¥n(n > ng — f(n) = g(n)).
Wiadomo, ze relacja < jest porzadkiem czeSciowym.

(a) Znalezé kres gorny zbioru X = {g,, | n € N}, gdzie g, = Az.if x = 0 then n else 0
dla n € N.

(b) Czy < jest zupelnym czesciowym porzadkiem?

(¢) Czy relacja s = {(f,9) | f 2 gV g =< f} jest relacja rownowaznosci?

(d) Czy ten porzadek ma nieskoniczony antytancuch? Jaka jest najwieksza moc an-
tytancucha w tym porzadku?

(e) Jaka jest najwieksza moc tancucha w tym porzadku?

R452. W zbiorze funkcji N — {2,3} dany jest nastepujacy porzadek czesciowy:
f<g wtedy i tylko wtedy, gdy f~*({2}) € g~ ({2}).
Czy ten porzadek:
(a) jest liniowy?
(b) jest dobrze ufundowany?
(c) ma elementy minimalne, maksymalne, najmniejsze, najwieksze?
(d) jest krata zupelna?
R453. Niech < bedzie czesciowym porzadkiem w zbiorze NN zdefiniowanym nastepujaco:
f<g < ¥neN(f(n) <g(n)).
Stozkiem dolnym funkcji f nazywamy zbiér Dy = {g e NN ‘ g < f}
(a) Wskaza¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami stozkéw dolnych.
(b) Jakiej mocy jest zbior funkeji, dla ktorych stozek dolny jest nieskoriczony?

R454. Niech (A, <) bedzie czeiciowym porzadkiem, a A zbiorem wszystkich antylancuchow
w tym porzadku. Okreslamy relacje < w zbiorze A nastepujaco:

B<XC & VbveBdce(C.b<ec
(a) Pokazac, ze (A, =) jest czesciowym porzadkiem.
(b) Czy jest prawda, ze jesli (A, <) ma element maksymalny, to (A, <) ma réwniez
element maksymalny?
(c¢) Czy jest prawda, ze jesli (A, <) ma element maksymalny, to (A, <) ma réwniez
element maksymalny?
R455. Niech F bedzie zbiorem wszystkich bijekcji z Z do Z. Okreslamy relacje < w zbiorze F:
f=g & VacZ. f~1(a) <g(a).
(a) Pokazac, ze (F, =) jest czesciowym porzadkiem.
(b) Czy ten porzadek ma:
e clementy maksymalne?
e clementy minimalne?
e clement najwickszy?
e element najmniejszy?
e nieskoniczone tancuchy?
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e nieskoniczone antytancuchy?
R456. Rodzina zbiorow R C P(N) jest zamknieta w gdre, gdy spetniony jest warunek
VAB(AE RANACB— BER).
Udowodni¢, ze f : P(N) — P(N) jest monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy przeciw-
obraz kazdej rodziny zamknietej w gore przy przeksztalceniu f jest zamkniety w gore.
R457. Podzbior X zbioru A, czesciowo uporzadkowanego relacja <, jest zamkniety w dot, gdy
spelniony jest warunek
Vey(x e X Ne >y >y e X).
Udowodnié, ze funkcja f : A — A jest monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy przeciw-
obraz kazdego zbioru zamknietego w dot przy przeksztatceniu f jest zamkniety w dot.
R458. W zbiorze Pg,(N) wszystkich skoniczonych podzbioréw N okreslamy relacje <, przyjmu-
jac A < B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje réznowartosciowa funkcja f : A =1 B,
speliajaca dla kazdego x € A warunek = < f(x).
(a) Udowodni¢, ze < jest relacja czesciowego porzadku w Pgn(N).
(b) Czy w (Pin(N), <) istnieje antytanicuch o 2014 elementach?
(¢)* Udowodnié¢, ze w (P, (N), <) nie istnieje nieskoriczony antytaricuch.
(d) Czy analogicznie okreélonaﬂ relacja w P(N) jest czesciowym porzadkiem?
459.*% Czy istniejg porzadki czesciowe <1 i <9 w zbiorze N o tej whasnosci, ze dla dowolnych
liczb x1,Y1,T2,Y2 € N:
(a) jesli @1 <y y1i@e <o y2, to 21 <y 2 <1 y1 1 a2 <9 2 <y yo, dla pewnego z € N7
(b) jesli &1 <1 y1 1 @2 <2 Y2, to 21 <1 2 <1 Y1 1 T2 <2 z <3 Y2, dla pewnego z € N?

R460. W zbiorze N — {0, 1,2} rozwazamy taki porzadek czesciowy:
f =g wtedy i tylko wtedy, gdy f~'({2}) & g7 '({2}) lub
iz =971 {2) 1 {1 S g ({1

Czy to jest uporzadkowanie liniowe?

— o~
T ©

Wskazaé¢ wszystkie elementy minimalne, maksymalne, najwieksze i najmniejsze.

—
¢

Czy ten porzadek jest dobrze ufundowany?

—_
oL
—_— — —

Poda¢ przyklad rosnacego ciagu funkeji L = {f,, | n € N} o tej wlasnosci, ze f, sa
nieporéwnywalne ze wzgledu na uporzadkowanie po wspolrzednych, tj:

Vnm (n <m — 3k (fu(k) > f(k)).
(e) Czy ten porzadek jest krata zupelna (tj. czy kazdy podzbior ma kres gorny)?

R461. W zbiorze N — N rozwazamy taki porzadek czesciowy: f < ¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy
f=g b 3meNf({n}) &g ({n}) AVE>n [ ({k}) =g~ ({k})

(a) Czy to jest uporzadkowanie liniowe?

(b) Wskaza¢ wszystkie elementy minimalne, maksymalne, najwieksze i najmniejsze.
(c) Czy ten porzadek jest dobrze ufundowany?

(d) Czy kazdy niepusty zbior skierowany ma kres gorny w tym porzadku?

(e)* Czy kazdy niepusty laricuch ograniczony z gory ma kres gorny w tym porzadku?

R462. Zbior stow A C {a,b}* nazwiemy przekrojem, gdy:

Hmi A < B wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja f : A 121 B o wlasnosci Vn € A.n < f(n)
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463.

R464.

R465.

R466.

(*) dla dowolnych réznych stow u,v € A, stowo u nie jest prefiksem v ani v nie jest
prefiksem w;
(**) dla dowolnego stowa w € {a,b}* istnieje takie stowo u € A, ze u jest prefiksem w
lub w jest prefiksem wu.
Niech B oznacza rodzine wszystkich przekrojow i niech C bedzie relacja w zbiorze B
okreslong nastepujaco: A C B wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego u € A istnieje takie
v € B, ze u jest prefiksem v.

)

b) Wykazaé, ze C jest czeSciowym porzadkiem.
) Czy i jakie sa elementy minimalne, maksymalne, najwicksze, najmniejsze?
) Czy kazdy niepusty podzbior zbioru B ma kres dolny?

(e) Czy (B,C) jest dobrym ufundowaniem?

Czy jesli A jest przekrojem w sensie zadania to kazdy maksymalny taricuch w {a, b}*
z porzadkiem prefiksowym ma niepuste przeciecie z A7

Zbiory (A, <4) i (B, <p) sa czesciowo uporzadkowane, a funkcja f : A — B jest monoto-
nicznym przeksztatceniem z (A, <4) do (B, <p). Ponadto przeciwobraz kazdego zbioru
skoriczonego przy funkcji f jest skonczony. Ktoére z nastepujacych twierdzeri zachodzi
dla dowolnych A, B, f, spelniajacych te zalozenia?

(a) Jesli <4 jest liniowym porzadkiem, to <p tez jest liniowym porzadkiem.

(b) Jesli <4 jest dobrym ufundowaniem, to <p tez jest dobrym ufundowaniem.
(c) Jesli <p jest dobrym ufundowaniem, to <4 tez jest dobrym ufundowaniem.
(d) Jesli A= Q oraz <4 to zwykly porzadek na Q, to f jest réznowartosciowa.

Niech X oznacza zbiér funkcji kwadratowych z R do R o wspotezynnikach catkowitych.
Na X okreslmy porzadek:

f<g = (f(1),£(2), f(3)) 2 (9(1),9(2),9(3)),
gdzie < jest porzadkiem leksykograficznym w R3. Czy ten porzacdekzlg

(a) jest liniowy?

(b) jest dobrze ufundowany?

(c) jest krata zupeina?

(d) ma element najmniejszy i najwiekszy? Jakie sa elementy minimalne i maksymalne?
Co sie zmieni jesli w definicji X zastapimy funkcje kwadratowe dowolnymi wielomianami?
Rozpatrywany porzadek nie jest gesty. Cazy istnieje inny porzadek na X, ktory jest
gesty? Jesli tak, to jaki?

W zbiorze P = {a,b}* x [0, 1] okreslamy relacje < w taki sposob:
(w,z) = (v,y), wtedy i tylko wtedy, gdy (w G v)V (w=vAz<y).
Wiadomo, ze to porzadek czesciowy.

(a) Czy kazdy ograniczony z gory podzbiodr zbioru P ma kres gorny w porzadku =< ?

(b) Czy kazdy niepusty podzbior zbioru P ma kres dolny w porzadku < 7

(¢) Czy porzadek (P,=) ma podzbior izomorficzny z (R x N, x), gdzie < oznacza

porzadek leksykograficzny na parach, tj. (x1,n1) < (x2,n2), wtedy i tylko wtedy,
gdy 1 < zg lub 1 =29 1in1 <ng ?

12 A dlaczego to jest porzadek?



11 listopada 2023, godzina 13:37 strona 47

R467.

W zbiorze P = [0, 1] x {a,b}* okreslamy relacje < w taki sposob:
(x,w) 2 (y,v), wtedy i tylko wtedy, gdy (xz <y)V(z=yAw Cv).
Wiadomo, ze to porzadek czesciowy.
(a) Czy kazdy niepusty podzbior zbioru P ma kres dolny w porzadku < ?
(b) Czy kazdy ograniczony z gory podzbior zbioru P ma kres gorny w tym porzadku?
(c¢) Czy porzadek (P, =) ma podzbior izomorficzny z leksykograficznie uporzadkowa-
nym produktem N x R? A z porzadkiem leksykograficznym na R x N7
(d) Niech z, =1 — n%rl, dla n € N i niech W, C {a,b}* oznacza zbior wszystkich
stow dtugosci co najmniej m, w ktorych litera a wystepuje nieparzysta liczbe razy.
Czy podzbior Q = {(zn,w) | n € NAw € W, } zbioru P jest dobrze ufundowany
relacja =7 Cazy jest dobrze uporzadkowany?

Porzadki zupelne i punkty state

R468.

R469.

470.

471.

472.
473.
474.

R475.

476.

477.

Przez Bool | oznaczymy zbior {1,0,1}, uporzadkowany w ten sposob, ze x < y wtedy
i tylko wtedy, gdy x = L lub x = y. Zbiér N — Bool; jest czedciowo uporzadkowany
relacja < okreslona ,,po wspotrzednych™
a < B wtedy i tylko wtedy, gdy Vn € N.a(n) < 3(n).

Udowodni¢, ze (N — Bool | , <) jest zupelnym porzadkiem czesciowym, tj. ze kazdy zbior
skierowany ma kres gorny.
Niech Bool; i < beda jak w zadaniu Zbiér N — Bool jest czesciowo uporzadko-
wany relacja < okreslong ,leksykograficznie”, tj. a < 8 wtedy i tylko wtedy, gdy a =
lub

dn € N(a(n) < B(n) AVm € N(m <n — a(m) = B(m))).
Udowodni¢, ze (N — Bool |, <) jest zupelnym porzadkiem czesciowym.
Podaé¢ przyktady:
e Zupelnego porzadku czedciowego, ktory nie jest krata zupeina;
e Przeksztalcenia monotonicznego w kracie zupelnej, ktére nie jest ciagte;
Poda¢ przyklad takiego przeksztalcenia monotonicznego f w kracie (P(N), C), ze kres
gorny zbioru { f™(2) : n € N} nie jest najmniejszym punktem stalym f. Czy mozna tak
wybraé¢ f, aby najmniejszy punkt staly nie istniat?
Poda¢ przyklad kraty, ktora ma element najwiekszy i najmniejszy, ale nie jest zupetna.
Udowodni¢, ze w kracie zupelnej kazdy podzbiér ma kres dolny.
Udowodnié, ze suma skierowanej rodziny zbioréw skierowanych jest zbiorem skierowanym.
Rozpatrzmy funkcje f: P(N x N) — P(N x N) okreslona tak:

f(s)=s"s,
gdzie kropka oznacza sktadanie relacji. Udowodnié, ze funkcja f jest ciagta ze wzgledu
na uporzadkowanie przez inkluzje, tj. ze f(JX) = U f(X), dla dowolnej skierowanej
rodziny relacji X C P(N x N).
Funkcja f : P(A) — P(A) jest ciagta. Powiemy, ze zbior x C A jest dobry, gdy f(z) C .
Udowodni¢, ze iloczyn dowolnej rodziny zbioréw dobrych jest dobry i ze suma dowolnej
skierowanej rodziny zbioré6w dobrych jest dobra.
Niech f bedzie ciagltym przeksztalceniem kraty zupelnej (K, <x) w krate zupelna (L, <pr).
Czy f jest ciaglym przeksztalceniem z (K,>k) do (L,>1)? (Inaczej, czy zachowuje
kresy dolne zbiorow ,skierowanych w dot’?)
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478.

479.

R480.

481.

482.

R483.

R484.

485.

R486.

Niech A bedzie zupelnym czesciowym porzadkiem i niech f : A — A bedzie ciggla.
(a) Jesli a < f(a) to istnieje taki punkt staly b funkeji f, ze a < b.
(b) Czy jesli a > f(a) to istnieje taki punkt staty b funkcji f, ze a > b?
Udowodni¢, ze zbiér czesciowo uporzadkowany jest krata zupelna wtedy i tylko wtedy
gdy jest jednoczesnie krata i zupelnym porzadkiem czesciowym.
W pewnym przeliczalnym zbiorze czesciowo uporzadkowanym kazdy tainicuch ma kres
gorny. Udowodnié, ze w tym zbiorze kazdy zbior skierowany ma kres gorny (tj. ze jest
on zupelym porzadkiem czesciowym).
Niech F': P(S x S) — P(S x S) bedzie funkcja monotoniczna o takich wlasnosciach:
e idg C F(idg);
e F(r) - F(r') C F(r-r"), dla wszystkich r,7/;
o F(r)~t C F(r=1), dla wszystkich r.
Udowodni¢, ze najwiekszy punkt staly funkcji F' jest relacja réwnowaznosci.

Niech (A, <) bedzie zupelnym porzadkiem czesciowym, a f : A — A niech bedzie funkcja
ciagla. Zbadaé¢ prawdziwos$é nastepujacych stwierdzen:

(a) Jesli a jest najmniejszym punktem statym funkcji f, to a = inf{zx € A | f(x) < x}.
(b) Jesli a jest najwiekszym punktem statym funkcji f, to a = sup{x € A | f(z) > x}.

Niech A bedzie nieskoriczonym zbiorem i niech f : P(A) — P(A) bedzie monotoniczna
funkcja w kracie (P(A), C). Przypusémy, ze dla dowolnego zbioru B C A i dowolnego
x € f(B) istnieje taki skoriczony podzbior C C B, ze x € f(C). Udowodni¢, ze f jest
ciagla, tj. dla dowolnego skierowanego S C P(A) zachodzi f(|JS) = U f(5).
Udowodnié¢, ze funkcja f : P(N) — P(N) jest ciagla (ze wzgledu na inkluzje) wtedy
i tylko wtedy, gdy

f(a) = U{f(e) | e skoniczony oraz e C a},
dla dowolnego a € P(N).

Przez head(w) oznaczamy pierwsza litere stowa w (jego glowe), a przez tail(w) jego
ogon, czyli to, co zostaje po odcieciu gtowy. Rozpatrzmy definicje rekurencyjng:
if |w| < 3 then ¢
else if head(w) = 0 then f(tail®(w)00)
else f(tail®(w)1101).
Co mozna powiedzie¢ o dziedzinie funkcji f? Zdefiniowaé operator F', ktérego naj-
mniejszym punktem stalym jest funkcja f i wyznaczy¢ kilka poczatkowych wartosci
ciagu F*(L).
Niech (A, <) bedzie czesciowym porzadkiem iniech f: A — A. Zalozmy, ze dla kazdego
tancucha L w (A, <) istnieja kresy dolne zbiorow L i f(L), a jesli L # &, to na dodatek
f(inf L) = inf(f(L)). Udowodni¢, ze f ma najwiekszy punkt staly.

Porzadki liniowe

R487.

Czy dla kazdej funkcji f : N — N istnieje taka relacja liniowego porzadku C w N, ze
dla dowolnych m,n € N:
(a) jesimCnto f(m)C f

(b) jeslim <n to f(m)C f(n)?
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R488.

489.
490.

491.
R492.

493.
R494.

R495.

496.

497.

(c) jeSim En to f(m) < f(n)?

Niech (X, <x) i (Y, <y) beda takimi liniowymi porzadkami, ze relacja <z;=<x N <y
jest liniowym porzadkiem w zbiorze Z = X NY. Ktore z nastepujacych stwierdzen sa
prawdziwe?

(a) Jesli porzadek (Z, <z) jest gesty, to (X, <x) i (Y, <y) sa geste.

(b) Jesli (X, <x) i (Y, <y) sa geste, to (Z,<z) jest gesty lub skoriczony.

(c) Jesli zbior A C Z ma kres gorny w porzadku (Z, <), to ma kres gorny w porzadku

(X, <x) lub w porzadku (Y, <y).

(d) Jesli zbior A C Z ma kresy dolne w porzadkach (X, <x) i (Y, <y), to ma kres

dolny w porzadku (Z, <z).

Znalez¢ moc zbioru wszystkich porzadkéw liniowych w zbiorze R.

Dla f,g : N — N, niech f < ¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f = g lub istnieje
takie n, ze f(n) < g(n) oraz f(i) = g(i) dla i < n. Czy porzadek < jest gesty?

Czy porzadek leksykograficzny w zbiorze {0, 1}* jest gesty? A w zbiorze Z*?

Niech QT = {g € Q | ¢ > 0} i niech f : N =1 Qig:N =1 Q™. Definiujemy przez

na na

indukcje dwa ciagi liczb kn,, £, € N, przyjmujac dla parzystych m:

o kyy =min{k e N |Vi(i <m —k#ki)};

ol =min{l € N | Vi(i <m — (9(ts) < g(£) <> f(ki) < f(km))},
a dla nieparzystych m:

o lp=min{l{ e N |Vi(i <m —{#;)};

® km =min{k € N | Vi(i <m — (f(ki) < f(k) & g(i) < g(lm))}-
Teraz niech h : Q — QT bedzie okreslona warunkiem h(f(k,)) = g(¢,), dla n € N.
Pokazac, ze funkcja h jest izomorfizmem porzadkow (Q, <) i (QT, <).
Uogo6lni¢ zadanie na dowolne dwa przeliczalne geste porzadki liniowe bez koncow.
Niech (Er,<) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym i niech Ku C Er bedzie pod-
zbiorem zbioru Er o mocy Rg. Zatézmy, ze

e Kazdy niepusty podzbiér zbioru Er ograniczony z géry ma kres gorny.

o Jesli x,y € Erix <y to istnieje takie ku € Ku, ze x < ku < y.

e W zbiorze Er nie ma elementu pierwszego ani ostatniego.
Udowodni¢, ze zbiér Er jest mocy continuum.

Rozpatrzmy porzadek czeéciowy B = (B, <), gdzie B = {n — - | n,m € N — {0}},
a relacja < jest obcieciem do B standardowego porzadku na liczbach rzeczywistych.

(a) Czy B jest dobrze ufundowany?

(b) Czy kazdy niepusty podzbioér B ma kres gorny w 57

(c¢) Czy kazdy niepusty i ograniczony z gory podzbior B ma kres gorny w 57

(d) Czy B jest izomorficzny z (Q, <)?
Ktore z nastepujacych podzbiorow R (ze zwyklym uporzadkowaniem) sa ze soba izomor-
ficzne: Q, R, R—Q, A=Q—[0,1], B={m-27" :m,n € N}, C = J,,en(2m, 2m +1]?
Rozpatrzmy zbiory A = {3 — 5= :n € N—{0}}, B={r— 2 :n e N-{0}}u{4},
C={0tu{lt:neN-—{0}}u{2—1:neN-{0}}. Ktore ze zbiorow A, B, C, N,

n
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498.
499.

500.

Z,Q, Q— {0}, R, R— {0}, sa dobrze uporzadkowane przez zwykla relacje < ? Ktore sa
izomorficzne?

Czy zbiory Q x (0,1] i (0,1] x Q, uporzadkowane leksykograficznie, sa izomorficzne?
Rozwazamy R x R z porzadkiem

(a) leksykograficznym;

(b) (z,y) < (2/,y') wtedy i tylko wtedy gdy x < 2’ iy <y’
Czy istnieje funkcja z R x R w R, zachowujaca porzadek? Czy istnieje taka funkcja
na R? A czy istnieje taka funkcja réznowartosciowa?
Porzadek liniowy (A, <) ma element najmniejszy 0 i element najwickszy 1. Powiemy, ze
funkcja f : A — A jest zmniejszajgca, gdy f(z) < x, dla kazdego = # 0. Funkcja f jest
zwiekszaggca, jesli f(z) > x, dla kazdego = # 1. Rozpatrzmy nastepujace warunki:

(a) dla kazdej funkcji zmniejszajacej f zachodzi Vz3nf™(x) = 0;

(b) dla kazdej funkcji zwiekszajacej f zachodzi Va3Inf"(0) > .
Czy warunek (a) implikuje (b)? Czy (b) implikuje (a)?

Lemat Kuratowskiego-Zorna

R501.

R502.

503.
504.
505.

506.

507.

508.

R509.
510.

W przestrzeni R”, ktorej elementami sg n-tki liczb rzeczywistych okreslamy odlegtosé
p(z,y) pomiedzy krotkami x = (z1,...,z,) 1y = (y1,...,Yyn) Wzorem

p(x, y) = \/(xl - y1)2 +ooot (xn - yn)2
Podzbiér X C R™ nazwiemy rzadkim wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych réznych
punktow z,y € X zachodzi p(z,y) > 1. Podzbiér Y nazwiemy wszedobylskim, gdy
dla dowolnego z ¢ Y istnieje takie z € Y, ze p(z,2) < 1. Udowodnié¢, Ze suma
tanicucha zbioréw rzadkich jest zbiorem rzadkim. Czy istnieje rzadki zbiér wszedobylski
w przestrzeni R3? Czy istnieje taki zbior w przestrzeni R2008 ?

Udowodnié¢, ze w kazdym zbiorze czesciowo uporzadkowanym istnieje maksymalny (ze
wzgledu na inkluzje) podzbior skierowany.

Udowodnié, ze kazdy porzadek czesciowy mozna rozszerzy¢ do liniowego.
Udowodnié, ze w kazdym zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest maksymalny tancuch.
Niech B C Ry. Udowodnié, ze istnieje taki zbior C C R, ze

o Vr,yec C(x#y— |x—y| € B),

e Va(z ¢ C —3IyeClz—y|l ¢B).
Niech D C A x A. Udowodni¢, ze istnieje zbior Z C A taki, ze (Z x Z)N D = &, oraz
jesi Z G VCAto (VxV)ND#@.
Niech » € N x N. Udowodni¢, ze istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbior
CCNtaki,ze CxCnNr=a.
Udowodni¢, ze jesli R jest dowolna rodzina zbioréw, to istnieje taka rodzina & C R
zbioréw parami rozlacznych, ze dla kazdego A € R — S istnieje B € S o wlasnosci
ANB# 9.
Czy istnieje taki tanicuch przeliczalnych podzbiorow R, ktérego suma nie jest przeliczalna?

Zatozmy, ze B C A x A. Udowodni¢, ze istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje)
zbior C C A taki, ze C' x C C B.
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511.

512.

513.

514.

515.

516.

R517.

518.

R519.

520.

521.

R522.

R523.

Rodzine zbiorow Z C P(A) nazywamy ideatem, jezeli:
(a) T # @ oraz T # P(A);
(b) dla kazdych X,Y € T zachodzi X UY € T;
(c) dla kazdego X € Z i kazdego Y C X zachodzi Y € T.
Udowodni¢, ze kazdy ideal mozna rozszerzy¢ do maksymalnego ideatu.
Dowolny podzbiér zbioru Z nazwiemy zeznaniem. Zbidr zeznan R jest sprzeczny jesli
istnieje takie ¢ € Z, ze i, —i € |JR. Udowodni¢, ze jesli R jest dowolna rodzing zeznan,
to istnieje maksymalna niesprzeczna podrodzina R’ C R.
Niech f bedzie bijekcja z A do A. Pokazaé, ze istnieje maksymalny podzbior B C A
taki, ze B C f(A — B).
Niech F € NY. Udowodni¢, ze istnieje maksymalna rodzina G C F, taka ze dla dowol-
nych f,g € G zachodzi warunek Ji(f (i) = g(7)).
Niech C' C R. Udowodnié, ze istnieje zbiér A C R spelniajacy warunki:
o VaVy(z,ye A—»x+y¢QC);
o Vr(zx g A—Jylye AU{z} Az +yel)).
Niech f: A x A — A iniech C C A. Udowodnié, ze istnieje maksymalny podzbior D
zbioru A taki, ze obraz zbioru D x D przy funkcji f jest zawarty w C.

Udowodnié, ze istnieje taki zbiér parami roztacznych prostych w R3, ze kazda prosta nie
nalezaca do tego zbioru przecina jakas prosta z tego zbioru.

Udowodnié¢, ze istnieje taka rodzina A C RE, ze
(a) dla dowolnych f,g € A istnieje takie x € R, ze f(z) = g(x);
(b) dla dowolnej funkcji f ¢ A istnieje takie g € A, ze YV € R. f(z) # g(z).
Niech f : A — B. Pokazaé¢, ze istnieje maksymalny podzbior A, na ktérym f jest
réznowartosciowa.
Udowodnié, ze kazdy czesciowy porzadek (A, <) ma taki podzbior B C A, ze:
(a) Zadne dwa rézne elementy B nie sa poréwnywalne;
(b) Jesli a € A — B to istnieje b € B, poréwnywalne z a.
Niech A bedzie dowolnym podzbiorem ptaszczyzny. Udowodnié, ze istnieje zbior B C A,
o takich wtlasnosciach:
e Zadne trzy rozne punkty zbioru B nie sa wspolliniowe;
o Kazdy punkt zbioru A — B lezy na pewnej prostej wyznaczonej przez dwa rozne
punkty ze zbioru B.

Niech D C R. Zbior V C R jest D-tatwy, gdy (z + y)? — 22y € D dla wszystkich
x,y € V, takich ze x # y. Zbiér V C R jest D-trudny, gdy:
Ve e R(x € VVIyeV((x+y)®—2xy € D)).
Dla jakich D istnieje zbior V', jednoczesnie D-tatwy i D-trudny?
Zbior A C R nazwiemy wzorcowym, jezeli kazda liczba rzeczywista jest Wsp(’)hniern

z pewna liczba ze zbioru A, ale zadne dwie rézne liczby ze zbioru A nie sg wspdétmierne.
Czy istnieja zbiory wzorcowe?

BLiczby rzeczywiste = i y sa wspdtmierne, gdy ma + ny = 0 dla pewnych catkowitych m i n, roznych od 0.
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R524.

R525.

R526.

R527.

R528.

Niech A, B C R beda niepustymi zbiorami. Dla dowolnej liczby z przez |z — A| oz-
naczamy odleglos¢ x od zbioru A, czyli inf{|z —a| | a € A}. Udowodnié¢, ze istnieje
podzbiér T zbioru B o takich wtasnosciach:

o Jesli x,y € T oraz x # y to |x —y| > %(’SE—A’ + |y — Al]);

e Jesli z € B — T to istnieje takie y € T, ze |z — y| < 3(|z — A| + |y — A).

Powiemy, ze dwa zbiory A, B C N sa styczne wtedy i tylko wtedy, gdy AN B # @.
Udowodnié, ze istnieje taka rodzina R C P(N), ze:

e do R naleza wszystkie zbiory koskonczone (te, ktore maja skoriczone dopelnienia);

e jesli A, B € R, to Ai B sy styczne;

e jesli A € R, to istnieje taki B € R, ze A i B nie sa styczne.
Formuly « i 8 sa wspdtspetnialne, gdy o A B jest spetnialna. Zbior formut Z jest params
spetnialny, gdy kazde dwa jego elementy sa wspotspetnialne. Udowodnié, ze dla dowol-
nego parami spelnialnego zbioru formut A istnieje taki parami spelnialny zbiér Z, za-
wierajacy A, ze dla dowolnej formuly o ¢ Z istnieje taka 8 € Z, ze koniunkcja a A S nie
jest spelnialna.

Niech (A, <) bedzie krata zupelna (tj. zbiorem czesciowo uporzadkowanym, w ktorym
kazdy podzbior ma kres gorny). Funkcje C' : P(A) — P(A) definiujemy nastepujaco:
C(X)={a€eA]a<supX}.

Udowodni¢, ze dla dowolnych X, Y € P(A):

(a) X C C(X),

(b) C(C(X)) = C(X),

(c) X CY implikuje C(X) C C(Y).

Duwutaricuch w zbiorze czesciowo uporzadkowanym (A, <) to taka para (B, C) roztacznych
tanicuchow w A, ze kazde dwa elementy b € B i ¢ € C' sa nieporéwnywalne. Dwutaricuchy
poréwnujemy przez inkluzje po wspohrzednych, tj. przyjmujemy, ze (B,C) < (B',C")
wtedy i tylko wtedy, gdy BC Ci B’ C (.

(a) Udowodni¢, ze istnieje maksymalny dwulancuch.

(b) A jesli b, ¢ sa nieporownywalne, to istnieje taki maksymalny dwutaricuch (B, C),

zebe BiceC.

R529.* Udowodnié, ze jesli m > Rg, to m +m = m.

530.

Udowodnié, ze jesli m,n > Ny, to m + n = max{m, n}.

R531.*% Udowodni¢, ze jesli m > Rp, to m - m = m.

Dobre ufundowanie

932.

533.

534.
R535.
R536.

Poda¢ trzy przyktady zbioréw dobrze uporzadkowanych mocy N, tak aby zadne dwa
nie byty izomorficzne.

Czy istnieje relacja dobrze porzadkujaca zbior P(R)? A zbiér RN?
Czy zbiér N* uporzadkowany leksykograficznie jest dobrze ufundowany? A zbior N2?
Dla jakich zbiorow (A, <) porzadek leksykograficzny na A* jest dobrze ufundowany?

Niech (A, <) bedzie zbiorem dobrze ufundowanym. W zbiorze P(A) okreslamy porzadek
czesciowy C w nastepujacy sposoéb: X T Y ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X =Y
lub Y # @ i dla wszystkich x € X iy € Y zachodzi x < y. Udowodnié, ze zbior
(P(A),C) jest dobrze ufundowany.
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R537.
538.
539.

540.

541.

542.

543.

R544.

R545

546.

547.

R548.

549.

550.

551.
552.

Jaka jest moc zbioru wszystkich dobrze ufundowanych czesciowych porzadkéw w N7

Znalez¢ moc zbioru wszystkich dobrych porzadkéw w zbiorze N.

Niech (A, <) bedzie dobrym porzadkiem, i niech {S, : a € A} bedzie dowolna rodzing

zbioréw. Udowodni¢, ze Uyeq Sa = Ugen(Sa — Upeq Sb)- (Por. zad. [69})

Zdefiniowa¢ taki dobry porzadek < w zbiorze P, (N) wszystkich skoriczonych podzbiorow

zbioru N, zeby VA, B € Pgn(N) (AC B — A < B).

Niech < bedzie relacja dobrego porzadku w zbiorze A, i niech f : A — A spelnia warunek
Vo,y € Az <y — f(x) < f(y)).

Udowodni¢, ze x < f(x), dla dowolnego z € A.

Niech ( A, <) bedzie nieskoniczonym zbiorem dobrze uporzadkowanym. Pokazaé, ze nie

istnieje taka roéznowartosciowa funkcja f : A — A, ze dla dowolnych a,b € A, jeslia < b

to f(b) < f(a).

Przez multizbior (zbiér z powtorzeniami) nad A, rozumiemy dowolna funkcje M : A — N.

Wtedy M (a) uwaza sie za liczbe powtorzeni elementu a w multizbiorze M. Multizbior

jest skoriczony jesli {a € A: M(a) > 0} jest skoniczony. Udowodnié, ze taka relacja C
MCN & In(M (k) < N(k) ANVk(k >n — M(k) = N(k))

jest dobrym uporzadkowaniem rodziny wszystkich skonczonych multizbioréw nad N.

Jakie elementy graniczne ma ten porzadek?

Przy definicjach z zadania m

(a) Czy kazdy zbior dobrze ufundowany ma minimalng podstawe?
(b) Czy kazdy zbior, ktéry ma minimalna podstawe jest dobrze ufundowany?

H W czesciowo uporzadkowanym zbiorze (A, <) kazdy wlasciwy odcinek poczatkowy ma
posta¢ O(z) = {y € A : y < z}, dla pewnego = € A. Udowodnié¢, ze porzadek (4, <)
jest liniowy. Wskazéwka: Rozwiqzaé najpierw zadanie [528
W liniowo uporzadkowanym zbiorze (A, <) kazdy wlasciwy odcinek poczatkowy ma
posta¢ O(x). Udowodnié¢, ze porzadek (A, <) jest dobry.
Relacja r czesciowo porzadkujaca zbior N jest przyjemna, jezeli ma nieskonczony taricuch
i jest dobrym ufundowaniem, ale nie jest dobrym porzadkiem. Jakiej mocy jest rodzina
wszystkich relacji przyjemnych?
Jesli zbior D jest dobrym porzadkiem, to uzyjemy oznaczenia

D'={de D |d+# minD jest elementem granicznym (nie jest nastepnikiem) w D}.
Poda¢ przyklad takiego dobrego porzadku D, ze wszystkie zbiory D', D", D", ... sa
niepuste. Czy istnieje taki zbior przeliczalny?
Poda¢ przyktad dobrego porzadku D = (D, <) i (ostro) rosnacej funkcji f: D — D,
ktora spelnia jednocze$nie warunki:

(a) Vae DIbe D(a<bA f(b) =b);

(b) Vae DIbe D (a <bA f(b) > b);
Niech A C R bedzie dobrze uporzadkowany przez zwykta relacje nieréwnosci dla liczb
rzeczywistych. Udowodnié¢, ze A jest zbiorem przeliczalnym.
Rozszerzyé porzadek prefiksowy na stowach do dobrego porzadku.

Udowodnié, ze w zbiorze N x N, uporzadkowanym ,po wspoétrzednych”, wszystkie anty-
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taiicuchy sa skoniczone.

R553.% Niech (A, <) bedzie zbiorem dobrze ufundowanym, w ktorym wszystkie antylancuchy

sa skoniczone. Niech {a;};eny bedzie dowolnym ciagiem elementow A. Udowodnié, ze
istniejg takie liczby ¢, 7, ze 1 < j oraz a; < a;.

R554.% Mowimy, ze relacja czesciowego porzadku < w zbiorze A jest bardzo dobrym ufun-

dowaniem, jezeli w kazdym ciagu nieskoriczonym {ay, },en mozna wskazac takie i < j,
ze a; < a;. Pokaza¢, ze jesli A jest bardzo dobrze ufundowany przez relacje <, to kazdy
ciag nieskoniczony w A ma nieskoiiczony podciag wstepujacy a;;, < aj, < ajy < ...

555.% Udowodni¢, ze w zbiorze N*, uporzadkowanym ,po wspotrzednych”, wszystkie antytai-

R556.

R557.

558.

R559.

R560.

R561.

R562.

cuchy sg skonczone. Wskazéwka: skorzystacé z zadan i[557).
Dla k € N relacja czesciowego porzadku =<j, w zbiorze NN jest zdefiniowana nastepujaco:
f2kg & f=g Vv Vi<kf()=gi) A Vizkf(i)<g(i)
Dla jakich k relacja =<}, jest dobrze ufundowana?
Niech relacja porzadku < bedzie zdefiniowana jako | J,c =& (patrz zad. Wtedy:
f=g & [f=g V3N <k[f(i)=g() A Vizk[f(i)<g(i)
Czy relacja = jest dobrze ufundowana?
Podaé przyklad zbioru liniowo uporzadkowanego (V, <), ktory nie jest dobrze uporzad-
kowany, ale ma nastepujace wlasnosci:
e I/ ma element pierwszy;
e Kazdy element V' ma bezposredni nastepnik;
e Dla kazdego elementu x € V istnieje taki graniczny@ element y € V, ze y < x oraz
zbior {z € V | y < z <z} jest skoniczony.
Czy istnieje taki podzbior zbioru R (ze zwyklym porzadkiem)?
Zalozmy, ze (A,<1) i (A, <g) sa dobrze ufundowane i takie, ze < = (<1 U <3) jest
czesciowym porzadkiem. Udowodnié, ze (A, <) jest porzadkiem dobrze ufundowanym.
Dane sa dwie relacje w zbiorze Pg,(N) wszystkich skoniczonych podzbioréw zbioru N.

Dla kazdej z nich udowodni¢, ze jest porzadkiem cze$ciowym oraz zbadaé, czy jest dobrze
ufundowana. (Notacja X — Y oznacza réznice symetryczna zbiorow X i Y).

(a) X <1Y wtedy i tylko wtedy, gdy X =Y V(X Y #@ Amax(X ~Y) e€Y);

(b) X <3 Y wtedy i tylko wtedy, gdy X =Y V(X - Y # @ Amin(X -Y) € X).
Niech (X, <) bedzie zbiorem dobrze ufundowanym. Dla A C X przez 1A oznaczamy
zbior {z € X |Ja € A. a < z}, a przez Min(A) oznaczamy zbior wszystkich elementow
minimalnych zbioru A. Przyjmijmy tez, ze PT(X) = {A C X | A = 1A}.

(a) Pokazac, ze jesli @ # AC X i A=1A, to A=1Min(A).

(b) Cazy zbior (PT(X), C) musi by¢ dobrze ufundowany?

(c) A zbior (PH(X),C), gdzie PH(X) ={AC X |A = |A}?

Niech (A, <) bedzie dobrze ufundowanym porzadkiem czesciowym.
(a) Czy kazdy niepusty podzbior zbioru A ograniczony z gory ma kres gorny?
(b) Czy kazdy niepusty podzbioér zbioru A ograniczony z dotu ma kres dolny?

M Graniczny to taki, co nie ma bezposredniego poprzednika.
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(c) Czy i jak zmienia sie odpowiedzi na powyzsze pytania, jesli zatozy¢, ze (A, <) jest
dobrym porzadkiem?
R563. Niech (A, <) bedzie porzadkiem czesciowym i niech A" bedzie rodzing wszystkich nie-
pustych i zamknietych w gore podzbioréow zbioru A, czyli
Al={XCA|X#oANVzeXVWeA(z<y—yeX)}
Niech < bedzie relacja w A" zdefiniowana nastepujaco:
B < C wtedy i tylko wtedy, gdy Ve e C db € B. b < c.

(a) Wykazacé, ze < jest porzadkiem czesciowym.
(b) Czy jesli (A, <) jest dobrze ufundowany, to (A", <) jest tez dobrze ufundowany?
(c) Cazy jesli (A, <) jest dobrym porzadkiem, to (AT, <) jest tez dobrym porzadkiem?

Zadania rézne

R564. Niech F' : P(N x N) — P(N x N) bedzie taka, ze F(r) = r - <. Czyli relacja F(r)
to ztozenie relacji r z relacja <.
(a) Czy funkcja F jest roznowartosciowa?
) Czy funkcja F' jest na P(N x N)?
(c) Jaka jest moc zbioru F~1({<})?
) Niech r € N x N. Udowodni¢, ze relacja r jest punktem stalym funkcji F' wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnego A C N zbior r(A) = {y | Jz € A.xry} jest
zamkniety w gore
R565. Funkcja F : P(N x N) — P(N x N) przypisuje kazdej relacji w N jej domkniecie prze-
chodnie, tj. F(r) =r" dlar C N x N.

(a) Cazy jest to funkcja réznowartosciowa?

(b) Czy zbiorem wartosci F' jest rodzina wszystkich relacji przechodnich w N7

(c) Jakiej mocy jest F(R), gdzie R to rodzina wszystkich relacji rownowaznosci w N7
(d) Jakiej mocy jest zbior X = F~1({N x N})?

R566. Niech ® : N¥ — P(N) bedzie zdefiniowane nastepujaco:
O(f) ={n| f({0...n}) €{0...n}}

(a) Czy funkcja ® jest roznowartosciowa?

(b) Czy @ jest na zbior P(N)?

(c) Jaka jest moc zbioru ®~1({N})?

(d) Jaka jest moc zbioru ®(St), gdzie St to zbioér funkeji statych?

R567. Niech F': (N — N) — N bedzie okreslona warunkiem F(f) = min(Rg(f)).
(a) Czy funkcja F jest roznowartosciowa i czy jest na N?
(b) Znalez¢ obraz zbioru Sur wszystkich funkcji na N i obraz zbioru Okr wszystkich
funkcji okresowych przy przeksztatceniu F.
(c) Jakiej mocy jest zbiér F~!(Pierwsze)?
R568. Przy oznaczeniach zadania

(a) Znalez¢ obraz zbioru Inj wszystkich funkcji réznowartosciowych przy operacji F'.

57biér X C N jest zamkniety w gore wtw, gdy dla dowolnych n,m € Njeslin € X in <m, tom € X.
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R569.

R570.

R571.

R572.

R573.

R574.

(b) Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami zbioréw postaci F~1(Y).
Niech = bedzie relacja w zbiorze N — N okreslona nastepujaco: f = ¢ oznacza, ze dla

dowolnej liczby n € N zachodzi rownowaznosé:
f(n) jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy g(n) jest liczba pierwsza.

(a) Dlaczego to jest relacja rownowaznosci?
(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy (N — N)/~ 7
(¢) Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji tej relacji.

Niech = bedzie relacja w zbiorze N — N okreslona nastepujaco: f = g oznacza, ze dla
dowolnej liczby pierwszej p i dowolnego n € N zachodzi réwnowaznosé:
f(n) = p wtedy i tylko wtedy, gdy g(n) = p.
(a) Dlaczego to jest relacja rownowaznosci?
(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy (N — N)/~ 7
(¢) Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji tej relacji.

Niech = bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze P(P(N)) okreslong nastepujaco: dla
dowolnych rodzin R i S:

R ~ S wtedy i tylko wtedy, gdy UR =US.
a) Jaka jest moc zbioru ilorazowego P(P(N))/~ 7

)
b) Jaka jest moc klasy abstrakeji [{{0}}]~?
(c) Czy istnieja jednoelementowe klasy abstrakeji?

(
(

(d) Cgzy istnieja klasy abstrakcji mocy Ng ?
Dla n € N, przez II(n) oznaczymy zbior wszystkich dzielnikow pierwszych liczby n.
Scislej: TI(n) = {p € Pierwsze | Ik €N.p- k = n}. Zdefiniujmy porzadek < w N:
m=n < m=n V II(m)<I(n).
(a) Jakie sa elementy najwieksze, najmniejsze, maksymalne i minimalne?
(b) Jakiej mocy jest zbior D ={k e N|JACN.k=inf ANk & A}?
(c¢) Czy ten porzadek jest dobrze ufundowany?
(d) Jakiej mocy jest zbior wszystkich nieskonczonych antytancuchow?
Powiemy, ze zbior X jest prawie zawarty w zbiorze A i napiszemy X € A, jesli roznica
X — A jest skoniczona. Dla A C N niech P.(A4) = {X C N | X € A} bedzie rodzina
wszystkich zbioréw prawie zawartych w A.
(a) Ile elementéw ma zbior M = {P.(A4) | A C N}?
(b) Czy dla kazdej niepustej rodziny F C P(N) zachodzi:
L. PLUNONF)C{XCN|VAeF.X € A}?
ii. PO(NF)2{XCN|VAe F. X e A}?

Rozwazmy relacje r w zbiorze N — N okreslong nastepujaco:

frg & Vo [ ({f(@)}) =g ({g(@)}).

(a) Dlaczego r jest relacja rownowaznosci?
(
(¢) Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji relacji 7.

)
b) Czy [idy], to zbior wszystkich funkcji réznowartosciowych z N do N7
)
(d) Jakiej mocy jest zbior (N — N)/,. ?
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R575. Niech Fun oznacza zbiér wszystkich funkeji z N w N, a Roz, Na, Bij i St jego podzbiory,
ztozone, odpowiednio, ze wszystkich injekcji, surjekcji, bijekcji i funkcji statych.
Niech F': Fun x Fun — Fun bedzie taka funkcja, ze F(f,g) =go f.
(a) Czy F jest roznowartosciowa ?
(b) Czy F jest ,na” zbior Fun?
(c) Czy F~'({idy}) C Bij x Bij?
(d) Czy F~1(Bij) C Roz x Na?
(e) Czy F~1(St) C St x FunUFun x St?
(f) Jaka jest moc zbioru retrakcji Retr = {f | F'(f, f) = f}?

R576. Przy oznaczeniach zad. , niech G : Fun — Fun bedzie taka funkcja, ze G(f) = fo f.
(a) Czy G jest roznowartosciowa?
(b) Czy G~1(Bij) = Bij?
(c) Czy G1(St) = St?
(d) Jaka jest moc zbioru inwolucji Inw = G~ ({idy}) ?
(e) Czy G jest na zbior Fun?

R577. Niech T oznacza przedzial domkniety [0,1] na prostej rzeczywistej, uporzadkowany
w zwykly sposob. Niech ~ bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze P(I) okreslona
nastqpuj@com dla dowolnych XY C1I:

X ~Y wtedy i tylko wtedy, gdy supy X = sup;Y.
(a) Jaka jest moc zbioru ilorazowego P(I)/. 7
(b) Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakeji relacji ~ ?

R578. W zbiorze P(N) okreslamy relacje czeSciowego porzadku =<, przyjmujac dla A, B C N,
ze A < B wtedy i tylko wtedy, gdy A C B oraz roznica B — A jest skoriczona.

(a) Jakie sa w tym porzadku elementy maksymalne, minimalne, najwieksze i naj-
mniejsze?

(b) Czy ten porzadek jest dobrze ufundowany?

(c) Jakiej mocy jest rodzina ¥ wszystkich podzbioréw P(N), ktore maja kres gorny ze
wzgledu na porzadek <7

(d) Wiadomo, ze w porzadku (P(N), C) istnieja nieprzeliczalne tancuchy i antytaricuchy.
A jak jest w porzadku (P(N), <) ?

579. Funkcja F : P(R) — P(R?) zdefiniowana jest wzorem F(A) = {(z,y) € R? |z —y € A}.

(a) Zaznaczy¢ w ukladzie wspolrzednych zbior F'({1,2}).
(b) Czy funkcja F jest roznowartosciowa? Czy jest surjekcja?
(¢) Udowodnié¢, ze F(N) jest porzadkiem czesciowym w R i podaé przyktad nieskor-
czonego antytancucha w tym porzadku.
(d) Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru wszystkich relacji zwrotnych w R przy funkcji F'.
(e) Jakiej mocy jest zbior F(Q)?
R580. Funkcja F : P(Z) — P(Z x Z) jest zdefiniowana nastepujaco: dla A € P(Z),
F(A)=(AxN)U (N x A).

(a) Czy F jest roznowartosciowa?

%Notacja sup; oznacza kres w zbiorze I, w szczegolnosci sup; @ = 0.
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R581.

R582.

R583.

584.

R585.

R586.

R587.

(b) Czy F jest ,na’™
(c) Wyznaczy¢ F~Y({BCZ x Z | 17 C B}).
(d) Wyznaczy¢ F~Y{({BCZ x Z | 1y C B}).
Funkcja F': P(N) — P(N x N) jest zdefiniowana naste¢pujaco: dla A € P(N),
F(A)=(AxN)U(N x A).
(a) Czy F jest roznowartosciowa?
(b) Czy F jest ,na™?
(c) Niech Z, S, P, T oznaczaja odpowiednio zbiory wszystkich relacji zwrotnych, symet-
rycznych, przechodnich i spojnych w N. Wyznaczy¢ przeciwobrazy tych zbiorow
przy przeksztalceniu F'.

Niech g : P(NxN) — (N — P(N)) bedzie taka funkcja, ze g(A)(n) = {i € N| (n,i) € A}.
(a) Czy funkcja g jest réznowartosciowa?

(b) Czy funkcja g jest na N — P(N)?

(¢) Znalezé moc zbioru Y = {A € P(Nx N) | g(A) : N =% P(N)}.

(d) Znalez¢ moc obrazu zbioru wszystkich relacji zwrotnych w N.
Przy oznaczeniach zadania

(a) Znalez¢ moc przeciwobrazu zbioru wszystkich funkcji statych przy operacji g.

(b) Znalez¢ moc zbioru X = {A € P(NxN) | g(A): N = P(N)}.

(¢) Czym jest przeciwobraz zbioru A= {f | Vn.n € f(n)}?
Dla 7 € N x N przyjmijmy oznaczenie Dom(r) = {z € N | Jy ((x,y) € r V (y,z) € r)}.
Dalej niech F' : P(N x N) — P(N) bedzie taka funkcja, ze dla r C N x N:

F(r)={x e N |z € Dom(r) —» Yy ((y,x) er - y=ux)}.

(a) Czy funkcja F' jest réoznowartosciowa?

(b) Znalez¢ obraz zbioru wszystkich czesciowych porzadkow w N przy funkeji F'.
(¢) Czy przeciwobraz zbioru {N} przy przeksztatceniu F' jest skorniczony?

(d) Czy przeciwobraz zbioru {@} przy przeksztalceniu F jest skonczony?
Dla r € N x N przyjmijmy oznaczenie Dom(r) = {z € N | Jy ((x,y) € r V (y,z) € r)}.
Dalej niech G : P(N x N) — P(N) bedzie taka funkcja, ze dla r C N x N:
G(r)={z e N |z €Dom(r) A\Vy ((y,z) €r -y =2x)}.

(a) Czy funkcja G jest réznowartosciowa?
(b) Czy funkcja G jest na P(N)?
(¢) Znalez¢ obraz zbioru wszystkich liniowych porzadkéow w N przy funkeji G.

(d) Czy przeciwobraz zbioru {@} przy przeksztalceniu G jest skonczony?
Niech f: P(N x N) — P(N x N) bedzie taka, ze f(R) = RUR™L.

(a) Czy funkcja f jest réznowartosciowa?

(b) Czy funkcja f jest na P(N x N)?

(c) Zmnalez¢ f(P(N x N)).

(d) Znalez¢ przeciwobraz zbioru wszystkich relacji zwrotnych w N.

Niech R* oznacza zbiér wszystkich skonczonych ciagow (krotek) liczb rzeczywistych.
Dla «, 8 € R*, piszemy « = (3, gdy kazda liczba wystepujaca w ciagu a wystepuje tez
w ciagu . Natomiast symbol ~ oznacza iloczyn < N <71,
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R588.

R589.

R590.

R591.

R592.

593.

(a) Jakiej mocy jest zbior R*?
(b) Czy relacja =< jest czesciowym porzadkiem w zbiorze R*?
(c) Udowodni¢, ze =~ jest relacja rownowaznosci w R*. Jakiej mocy jest iloraz R*/~ 7
Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakcji relacji a7
Rozwazmy funkcje @ : (R — N) — P(P(R)), okreslong tak:

Q)(f) = IR/ker(f)
Czy @ jest ,na”? Czy jest roznowartosciowa? Jaka jest moc zbioru wartosci ®7

Niech ¢ : P(N)N — P(N)PM) bedzie zdefiniowane nastepujaco: ¢(f)(S) = U £(9).
(a) Czy funkcja ¢ jest roznowartosciowa?
(b) Czy ¢ jest ,na” P(N)PMN)?
(c¢) Jaka moc ma przeciwobraz zbioru funkcji statych przy ¢7
(d) Znalez¢ obraz zbioru funkcji statych przy .
Funkcja g : N — N przyjmuje wartos¢ g(z) = = + 1 dla parzystych argumentow x,
i wartos¢ g(z) = x — 1 dla z nieparzystych.
(a) Jaka jest moc rodziny zbiorow R ={B C N | z € B < g(z) ¢ B}?
(b) Relacjar = {(A,B) € P(N) x P(N) | g(4A) UA = BU g(B)} jest relacja rownowaz-
nosci. Ile elementéw ma klasa abstrakcji [{0, 1, 2}],7
Funkcja @ : (P(N) — {@}) - (N — N) przypisuje kazdemu zbiorowi A € P(N) — {&}
funkcje ®(A) : N — N, ktora jest zdefiniowana przez indukcje:
e Na poczatek ®(A)(0) = min A.
o Jesli ®(A)(n) jest najwiekszym elementem A, to ®(A)(n + 1) = min A.
e W przeciwnym razie ®(A)(n+ 1) =min({a € A | a > ®(A)(n)}).
Funkcja ¥ : (N — N) — (P(N) — {@}) jest zas okreslona wzorem ¥(f) = Rg(f).
(a) Czy funkcja ® jest roznowartosciowa?
(b) Czy ® jest na N — N7
(c) Jakiej mocy jest zbior @~ 1({f : N — N | Rg(f) = N})?
(d) Czy ¥ o ® jest funkcja identycznosciowa?
(e) Czy ® o ¥ jest funkcja identycznosciowa?
Niech R oznacza rodzine wszystkich relacji rownowazno$ci w N.  Okreslamy funkcje
f:R —P(N) tak: f(r)={z e N|Vy.zry —» x < y}.
(a) Czy funkcja f jest réznowartosciowa? Czy jest na P(N)? Znalezé zbior Rg(f).
(b) Dla dowolnego n € N podaé¢ przyktad takiego zbioru A, C N, ze f~1({4,}) ma
dokladnie n elementow.
(c) Dla A, B C N przyjmijmy, ze A ~ B wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory f~1({A})
i f~Y({B}) sa réwnoliczne. Jakiej mocy jest zbiér ilorazowy P(N)/~?
Niech A, B, P beda pewnymi zbiorami iniech §&; : P — A oraz & : P — B. Przypu$émy,
ze dla dowolnego zbioru C' i dowolnych dwoch funkcji o : € — A1 5 : C' — B istnieje
doktadnie jedna taka funkcja v: C — P, ze & oy = a i & o~y = [ (por. zadanie [123)).
Udowodnié, ze zbiory P i A x B sg rownoliczne. Sformutowaé analogiczne twierdzenia
dla produktu uogoélnionego i dla sumy prostej (por. zadanie [124)).
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594. Jakiej mocy jest zbior wszystkich taricuchow

e w zbiorze N — {0}, uporzadkowanym przez relacje podzielnosci?
e w zbiorze stow nad alfabetem {a, b}, uporzadkowanym prefiksowo?
e w zbiorze stow nad alfabetem {a, b}, uporzadkowanym leksykograficznie?

595. Znalezé moc zbioru wszystkich taricuchow maksymalnych w zbiorze {0,1}* z relacja
porzadku prefiksowego.
596.* Czy istnieje taricuch mocy € w zbiorze P(N) uporzadkowanym przez inkluzje?
R597.* Tle jest taiicuchow w zbiorze P(N) uporzadkowanym przez inkluzje?

R598. Zbior wszystkich drzew stow nad alfabetem X oznaczamy przez T(X). Jaka jest moc
zbioru

(a)
(b)
(c) T({0})?
(d) T(T({0}))?
599. Ile jest nieskoriczonych drzew binarnych?
600. Funkcja F : NN x NN — NN jest okreslona tak:
F(f,9)(n) = min(f(n), g(n)),
dla dowolnych f,g € NN i dowolnego n € N.
(a)
(b) Czy jest to funkcja roznowartosciowa?
(c) Jakiej mocy jest zbior wszystkich klas abstrakeji jaddralz] funkcji F'?
(d) Jakiej mocy sa klasy abstrakcji tej relacji?

{0,1})?

T(
T(N)?
T(
T(T

Czy funkcja F jest ,na’?

R601. Relacja réwnowaznosci » w N — N jest okreslona nastepujaco: (f,g) € r zachodzi, gdy
istnieje taka bijekcja 7 : N 1n;a1> N, ze f = gow. Udowodnié¢, ze (f,g) € r wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego X C N przeciwobrazy ¢~ !1(X) i f~!(X) sa réwnoliczne.

R602. Jakiej mocy jest zbior klas abstrakeji relacji r okreslonej w zadaniu

R603.* Niech r bedzie relacja z zadania Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne m, dla ktoérych
istnieje klasa abstrakcji relacji 7 o mocy m.

604. Niech ¢ : P(N) — P(P(N) x P(N)) bedzie taka funkcja, ze dla dowolnego Z € P(N):
o(Z)={{(X,)Y)|ZCXNnY}.
(a) Czy ¢ jest funkcja roznowartosciowa?
(b) Czy ¢ jest funkcja na P(P(N) x P(N))?
(c) Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji rownowaznosci w P(N) a C zbiorem
wszystkich czesciowych relacji réwnowaznosci w P(N). Znalezé o~ 1(R) i ¢~ 1(0).
(d) Tle elementéw maja klasy abstrakcji jadrald funkeji o?
(e) Czy ktoras z ponizszych rownosci zachodzi dla dowolnych 7y, Zs € P(N)?
o 0(Z1NZ3) = p(Z1) N p(Z2);
* 0(Z1U Z3) = p(Z1) Up(Z2).

17 Jgdro przeksztatcenia f : A — B to relacja rownowaznosci ker(f) = {(z,y) : Ax A | f(z) = f(v)}.
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605. Niech ¢ : P(N) — P(P(N) x P(N)) bedzie taka funkcja, ze dla dowolnego Z € P(N):
o(Z2)={(X,Y)| XNnY C Z}.
(a) Czy ¢ jest funkcja roznowartosciowa?
(b) Czy ¢ jest funkcja na P(P(N) x P(N))?
(c) Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji réwnowaznosci w P(N) a C zbiorem
wszystkich czesciowych relacji rownowaznosci w P(N). Znalezé o~ 1(R) i ¢~ 1(C).
(d) Ile elementéw maja klasy abstrakeji jadra funkeji ¢?
(e) Czy ktoras z ponizszych rownosci zachodzi dla dowolnych 71, Zs € P(N)?
* p(Z1NZ) = p(Z1) Np(Z2);
* ©(Z1U Z3) = p(Z1) U p(Z2).
R606. Niech (K, <) bedzie krata zupelna i niech S bedzie zbiorem wszystkich punktéw statych
funkcji ciaglej f : K — K. Zal6zmy, ze P C S i niech a bedzie kresem gérnym zbioru P
w kracie K.
(a) Udowodnié¢, ze zbior {b € S | b > a} ma element najmniejszy.
(b) Czy ten element najmniejszy to musi by¢ a?
(c) Czy zbioér uporzadkowany (S, <) jest krata zupelna?

R607. Czy nastepujace stwierdzenia sg prawdziwe? Jegli nie, co nalezy wpisaé¢ zamiast wielo-

kropka?

(a) Przeciwobraz obrazu zbioru a przy ... przeksztalceniu f pokrywa sie ze zbiorem a.

(b) Jesli d jest relacja rownowaznosci w a oraz b,c € a ... to [b]gNclq = 2.

(¢) W kazdym drzewie nieskoriczonym ... istnieje galaz nieskoriczona.

(d) Produkt uogoélniony dowolnej ... rodziny zbioréw skoriczonych jest zawsze skori-
czony lub nieprzeliczalny

(e) Kazde ciagte ... przeksztalcenie kraty zupelnej w siebie ma najmniejszy punkt
staly.

(f) Jesli A=c¢iB jest ... zbiorem przeliczalnym, to A8 = €.

(g) Jesli A jest ... zbiorem przeliczalnym, to AL =¢.

(h) Kazdy przedzial ... w zbiorze liczb rzeczywistych mozna dobrze uporzadkowac.
R608. Rozpatrzmy nastepujace czesciowe uporzadkowanie zbioru {0, 1}N:

f<g < Va(f(z) <g(a)).
(a) Czy ten porzadek jest liniowy?
(b) Czy ten porzadek jest dobrym ufundowaniem?
)

(

(c

d) Czy istnieje w tym porzadku taricuch nieskoriczony?

(e

)
(f)* Czy istnieje w tym porzadku antytaricuch nieprzeliczalny?

Czy ten porzadek jest krata zupelna?
Czy istnieje w tym porzadku antytancuch nieskoniczony?

(g)* Czy istnieje tancuch nieprzeliczalny w zbiorze NN uporzadkowanym w analogiczny
sposob, tj. przez relacje:
f<g < Va(flr) <g(@)?
R609. Rozpatrzmy taka relacje r w zbiorze P([0,1]), ze Ar B zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiory A i B majg to samo infimum i supremum.

(a) Udowodni¢ (jak najkrocej), ze to relacja rownowaznosci.
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(b) Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakeji tej relacji?
(c) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy tej relacji?
R610. Powiemy, ze zbior funkeji F' C 2% rozrdznia elementy zbioru A C X wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych réznych x,y € A istnieje taka funkcja f € F', ze f(x) # f(y).

(a) Czy istnieje minimalny (ze wzgledu na inkluzje) zbior F C 2N, ktory rozréznia
elementy zbioru N?

(b) Cazy istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbior F' C 2N, ktéry nie rozréznia
elementéw zbioru N7

(¢) Jakiej mocy jest rodzina wszystkich tych podzbioréw zbioru 2N, ktére rozrozniaja
elementy zbioru N7

(d) Czy dlakazdego F' C 2% istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbior A C X,
ktorego elementy rozroznia zbiér F'?

R611. Nie powolujac sie na twierdzenie Cantora, prosze udowodni¢ nastepujacy wariant tego
twierdzenia: Dla zadnego zbioru A nie istnieje surjekcja z A na 24.
R612. Dla wszystkich k € N okreslamy funkcje f : {0, 1} — {0, 1} jak nizej:
a(n)+a(n+1)—a(n)a(n+1), dan=Ek,
fr(a)(n) = ¢ a(n)a(n + 1), dlan=Fk+1,
a(n), W przeciwnym razie.
Kazda z takich funkcji nazywamy wesolq transformacjq. Wyznaczy¢ moc zbioru G
wszystkich tych ciagéow nalezacych do {0,1}Y, ktore za pomoca zlozenia skorczonej
liczby wesotych transformacji mozna przeksztatci¢ w jakis element zbioru
B ={ac{0,1}"V| 3n € N(Vi < n(a(i) = 1) AVi > n(a(i) = 0))}.
R613. Rozpatrzmy nastepujaca relacje ~ w N — N:
frg whw, gdy (YR F(R) < g(0) A (VK g(k) < F(£).
(a) Udowodni¢, ze ~ jest relacja rownowaznosci w N — N.
(b) Znalezé moc ilorazu (N — N) /..
(c) Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji [f]~.
(d) Zbior F C N — N jest niezalezny, gdy zadne dwa elementy F' nie sa w relacji ~.
Czy istnieje maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) zbior niezalezny?
R614. Niech ~ bedzie relacja z zadania Rozpatrzmy nastepujaca definicje porzadku czes-
ciowego <= w (N — N)/..:
[fl~ 2 lgl~ wtw, gdy  VE3C f(k) < g(£).

(a) Uzasadnié, ze ta definicja jest poprawna i ze relacja < jest porzadkiem czescio-
wym. Wskazaé elementy najwieksze, najmniejsze, maksymalne i minimalne przy
tym uporzadkowaniu.

(b) Czy =< jest porzadkiem liniowym?

(¢) Czy = jest dobrym ufundowaniem?

(d) Czy kazdy podzbior (N — N)/. ma kres dolny (gorny) ze wzgledu na porzadek <7

R615. Rozpatrzmy nastepujaca relacje ~ w N — N:
fr~g wtw,gdy VEI(>ENA f(k) <g(l)) NVEILL>EKkANqg(k) < f(L)).

(a) Udowodni¢, ze ~ jest relacja rownowaznosci w N — N.
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(b) Znalezé moc ilorazu (N — N) /.
(¢) Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji [f]..

616. Niech ~ bedzie relacja z zadania [615]1 niech
[f]l~ = [g]~ wtedy i tylko wtedy, gdy VEI(L > kA f(k) < g(¥)).

(a) Uzasadni¢, ze ta definicja jest poprawna i ze relacja < jest porzadkiem czescio-
wym. Wskazaé elementy najwicksze, najmniejsze, maksymalne i minimalne przy
tym uporzadkowaniu.

(b) Czy =< jest porzadkiem liniowym?

(c¢) Czy =< jest dobrym ufundowaniem?

(d) Czy (N = N)/., =) jest krata zupelna?

R617. Dane sg trzy zwrotne i symetryczne relacje w N — N:

e (f,g) € 71 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego n zbiory f~!({n})
i g7 1({n}) sa réwnoliczne.

e (f,g) € ry zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie ng, ze dla kazdego
n > ng zbiory f~1({n}) i g7'({n}) sa réwnoliczne.

e (f,g) € r3 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n : N zbiory f~!({n})
i g~ 1({n}) sa réwnoliczne.

(a) Ktore z relacji r1, r2 1 r3 sa relacjami rownowaznosci?
(b) Jakie funkcje wyznaczaja skonczone klasy abstrakeji (dotyczy tych relacji sposrod
r1, ro 1 r3, ktore sa relacjami rownowaznosci)?

R618. Podzbior B zbioru czeSciowo uporzadkowanego A nazwiemy parterowym, gdy wszystkie
tanicuchy zawarte w B sa co najwyzej dwuelementowe.

(a) Udowodni¢, ze kazdy czesciowy porzadek ma maksymalny podzbiér parterowy.
(b) Znalez¢ moc rodziny wszystkich parterowych podzbiorow zbioru P(N) uporzad-
kowanego przez inkluzje. Wskazowka: Czy istnieje parterowy podzbiér o mocy €2

R619. Niech P bedzie rodzing wszystkich podzialow w zbiorze N. Wiadomo, ze jest to rodzina
mocy continuum. Dla P € P niech f(P) = {min(X) | X € P}, gdzie min(X) oznacza
najmniejszy element niepustego zbioru X.

(a) Zbada¢, czy funkcja f jest roznowartosciowa i czy jest na zbior P(N).
(b) Zmalezé¢ moc ilorazu P /ie(p) oraz zbioru Rg(f).
(c) Znalez¢ wszystkie mozliwe moce klas abstrakeji relacji ker(f).

R620. Niech @ : P({0,1}*) — {0,1}*, bedzie taka funkcja, ze dla dowolnego A, stowo ®(A) jest
najmniejszym elementem A w porzadku leksykograficznym, a jesli w A nie ma elementu
najmniejszego, to ®(A) = e.

(a) Czy ® jest roznowartosciowa, czy @ jest ,na” 7

(b) Jaka jest moc zbioru klas abstrakeji i jakich mocy sa klasy abstrakeji relacji ker(®) ?

(c) Cazy istnieje taki zbior A, ze inf(A) jest okreslone i ®(A) = e # inf(A)?

(d) Znalezé¢ moc zbioru ®({A € P({0,1}*) | Ywe A. w < 11111011010 }), gdzie <
oznacza porzadek leksykograficzny.

R621. Funkcja F :P(N) — P(NN x NY) dana jest wzorem:
F(A) ={{f,9) | VaN((a € A = f(a) < g(a)) A (a ¢ A — g(a) < f(a)))}-
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a) Udowodni¢, ze dla kazdego A relacja F'(A) jest czesciowym porzadkiem.

b) Znalezé F~1(L), gdzie L to zbior wszystkich porzadkéw liniowych w NV,

(c) Znalez¢ F~1(M), gdzie M to zbior tych porzadkéw, ktére maja element minimalny.
(d) Znalezé F~1(D), gdzie D to zbioér wszystkich dobrych ufundowan zbioru NV,

R622. Funkcja G : NN — P(N) jest okreslona tak: G(f) = {n € N| f(n) < f(n+1)}.
(a) Czy funkcja G jest na P(N)?
(b) Czy jest to funkcja roznowartosciowa?
(c) Jakiej mocy jest zbior wszystkich klas abstrakeji jadra funkeji G?7

(
(

(d) Jakiej mocy sa klasy abstrakcji tej relacji?

R623. Jakiej mocy jest zbior tych wszystkich funkcji f : P(N) — P(N), ze:

(a) kazda rodzina zbiorow A C P(N) spelnia rownosé f(JA) =U{f(Z) | Z € A}?

(b)* dowolne dwa zbiory A i B spelniaja rownosé¢ f(AU B) = f(A)U f(B)?

R624. Niech ¢ : P(N x N) — P(N x N) bedzie zdefiniowane tak, ze ((r) to najmniejsza relacja
rownowaznosci w N zawierajaca r, dla r € P(N x N) (zob. zadanie [303)).

(a) Czy ¢ jest roznowartosciowa?

(b) Czy ¢ jest na P(N x N)?

(¢) Rozwazmy takie d € P(N x N), ze adb wtedy i tylko wtedy gdy a i b maja wspolny
dzielnik rozny od 1 (doktadniej: jesli istnieja k,a’,b" € N spelniajace a = k - d,
b=k -V ik+#1). Znalezé¢ ¢(d).

(d) Niech p bedzie relacja rownowaznosci, ktorej wszystkie klasy abstrakeji sa zbiorami
postaci {2k, 2k + 1} dla k € N . Jakiej mocy jest o~ *({p})?

R625. Dwa kota na plaszczyznie sa w relacji s, jesli roznica ich promieni jest liczba calkowi-
ta. Udowodnié, ze s jest relacja rownowaznosci. Jaka jest moc zbioru wszystkich klas
abstrakcji relacji s? Jaka moc ma klasa abstrakcji wyznaczona przez koto K ((0,0),1)?

R626. Dla Z C N x N okreslmy relacje 7z w zbiorze N — N w nastepujacy sposob:

frzg wtedy itylko wtedy, gdy  Vz,y:N((z,y) € Z — (f(z) =y < g(z) = v)).
Wiadomo, ze wtedy rz jest relacja rownowaznosci. Niech F' = AZ.rz : P(Nx N) - R,
gdzie R oznacza zbiér wszystkich relacji réwnowaznosci w N — N.

(a) Czy funkcja F' jest réznowartosciowa?

(b) Czy funkcja F' jest na zbior R?

(c¢) Poda¢ przyklad takiego zbioru Z, ze relacja rz ma doktadnie 5 klas abstrakeji.

(d) Niech K ={Z e P(NxN) | (N—=N)/,, <Ng}. Znalez¢ K i N K.

R627. Jakiej mocy jest zbior wszystkich takich funkcji f: N — N, ze

(a) f({1,2}) = @7

(b) f({17 2}) = {3747 5}?

(c) F({1,2}) ={1,4}7

(d) f(—{1,2}) ={0}?

(e) fTH({1,2}) =27

R628. Niech R, oznacza zbiér wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych, a ~ relacje w zbio-
rze Ry x Ry, okreslong warunkiem:
(x1,91) ~ (z2,7y2), wtedy i tylko wtedy, gdy Vn:N(z; <yin < x9 < yan).
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(a) Udowodni¢, ze relacja ~ jest relacja rownowaznosci.

(b) Jaka jest moc zbioru (Ry x Ry)/o 7

(c) Zmalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakcji relacji ~ .

R629. Niech ® : NN x NN — P(N x N) bedzie zdefiniowana nastepujaco:
o(f,9) = {(m,n) | f(m) = g(n)}

(a) Czy @ jest 1-17

(b) Czy ® jest ,na”?

(¢) Niech R oznacza zbior wszystkich relacji rownowaznosci w N, a 1yn relacje iden-
tycznosciowa w NN, Udowodnié, ze ®(1w) = R.

(d) Niech B = & 1({N x N}). Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami
zbiorow postaci Ry, = Rg(f) URg(g), dla (f,g) € B.

R630. Niech ® : NN — P(N x N) bedzie funkcja okreslong wzorem:
O(f) ={(z,y) | f(x) =y AT/ (2" #x A f(a') =y)}

(a) Czy @ jest roznowartosciowa?

(b) Czy @ jest na P(N x N)?

(c) Jaka jest moc ®(NV)?

(d) Jakie sa moce zbioréw ®(f) dla réznych f € NN?
(e) Jaka jest moc zbioru ®~1({N x {0}})?

(f) Jaka jest moc zbioru ®~({{0} x N})?
R631. Rozpatrzmy nastepujaca relacje réownowaznosci Ry, w zbiorze NN:
fRrg & Vi<k(f(i)mod7=g(i)modT7),
gdzie n mod p oznacza reszte z dzielenia liczby n przez p.
(a) W zaleznosci od k, jaka jest moc zbioru ilorazowego relacji Ry?
(b) Jaka jest moc zbioru ilorazowego relacji rownowaznosci R = (o Fx?
632. Dana jest nastepujaca relacja rownowaznosci » w N:
mrn << min maja rowna liczbe jedynek w zapisie dwojkowym.
Jaka jest moc zbioru ilorazowego relacji r i jakie liczby kardynalne sa mocami klas
abstrakcji tej relacji?
633. Dla danego k definiujemy relacje rownowaznosci Ry, w zbiorze NV nastepujaco:
fReg & Vi<k f(i)rg(i),
gdzie r jest relacja z zadania [632]
(a) W zaleznosci od k, jaka jest moc zbioru ilorazowego relacji Ry, i jakie liczby kardy-
nalne sg mocami klas abstrakcji?
(b) Niech R = (¢ Rr- Latwo zauwazy¢, ze f R g < Vk f(k) r g(k). Jaka jest moc
zbioru ilorazowego relacji R i jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakcji?
R634. Niech R oznacza zbior wszystkich relacji rownowaznosci w N.  Powiemy, ze relacjar € R
jest zgodna z funkcja f : N — N, gdy wykres f jest zawarty w r (czyli (n, f(n)) € r dla
dowolnego n € N). Niech teraz ¢(f) = {r € R | r zgodne z f}.
(a) Czy jaka$ relacja rownowaznosci jest zgodna z kazda funkcja? Czy istnieje funkcja,
z ktora zgodne sa wszystkie relacje rownowaznosci?
(b) Jakiej mocy sa zbiory ¢(An.17) oraz ¢(An.2-|n/2])?
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R635.

R636.

R637.

R638.

R639.

(c) Czy funkcja ¢ : (N — N) — P(R) jest roznowartosciowa? Czy jest na zbior P(R)?
Niech U bedzie rodzing wszystkich relacji cze$ciowo porzadkujacych zbiér N, ktére sa
dobrze ufundowane. Rozwazmy relacje C w zbiorze U okreslona nastepujaco:

rCs &= dABCN(r=s—{(z,y) | x #y Ay € B}).

(a) Udowodni¢, ze (U, C) jest czesciowym porzadkiem.

(b) Czy (U,C) jest dobrze ufundowany?

(c¢) Czy (U,C) ma element maksymalny, minimalny, najwiekszy, najmniejszy?

(d) Jakiej mocy jest rodzina wszystkich maksymalnych elementéw porzadku (U, C)?

Moéwimy, ze dwie relacje réwnowaznosci 7 i s w N sg podobne wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka bijekcja f: N =1 N, ze dla kazdych z,y zachodzi réwnowaznosé
na

zry < f(x)s fy)
(a) Jaka jest moc zbioru wszystkich relacji rownowaznosci podobnych do 1y (relacji
identycznosciowej)?
(b) Jaka jest moc zbioru relacji rownowaznosci podobnych do {(0,1), (1,0)} U 1n?
(c) Czy istnieje taka relacja rownowaznosci, ze zbior relacji rownowaznosci podobnych
do niej jest mocy continuum?
Niech U bedzie ustalonym zbiorem. Dla C C U przyjmijmy, ze C' =CiC° =U — C.
Niech teraz C = {C;}icr, gdzie I # &, oraz C; C U, dla wszystkich i € I.

(a) Niech U # @. Wykazaé, ze rodzina wszystkich niepustych uogoélnionych sktado-
Wych@ nad C jest podziatem zbioru U.

(b) Udowodnié, ze jesli U = Ny, to wszystkie uogdlnione sktadowe nad rodzing C sa
przeliczalne.

(¢) Jaka moc ma rodzina wszystkich uogolnionych sktadowych nad C, gdy U = @7

Przy oznaczeniach zadania niech U = [0, 1], I = N oraz C = {C; }ien, gdzie:
Ci={fel0,1N| 1< f(i) <1}, dlaieN.

(a) Wykazac¢, ze zbior {C; | i € N} ma moc Ng.
(b) Udowodni¢, ze uogélnione sktadowe wyznaczone przez funkcje state A\i.0 i \i. 1, to
odpowiednio zbiory [0, £)N i [, 1]

(c) Wykazaé, ze kazda uogolniona skltadowa nad rodzina C jest niepusta.
Majac dany zbior A oraz relacje r C A x A, cyklem w relacji r nazwiemy kazdy niepusty
ciag skoriczony (x1,...,z,) parami roznych elementéw zbioru A, taki ze

(x1,m2) €7y (Tp_1,2n) € 1, (Tp,T1) ET.

(Uwaga: jesli (z1, 1) € r, to jednowyrazowy ciag (z1) jest cyklem.) Relacje r nazwiemy
cykliczng, jesli kazdy element x € A nalezy do pewnego cyklu.

(a) Czy suma dwoch relacji cyklicznych w A jest cykliczna?

(b) Czy przecigcie dwoch relacji cyklicznych w A jest cykliczne?
(c) Czy zlozenie dwoch relacji cyklicznych w A jest cykliczne?
(d) Czy jesli r jest cykliczna, to 7* jest relacja rownowaznosci?
(e) Jaka jest moc rodziny wszystkich relacji cyklicznych w N?

1870b. zadanie m
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R640. Niech ® : N¥ — P(N) bedzie dana wzorem ®(f) = {z|f(z) =z}, dla f: N — N.

(a) Czy funkcja ® jest roznowartosciowa?

(b) Czy @ jest na P(N)?

(c) Cazyrelacja {({f,g) € NNxNN| f=1(®(f)) = g7 (®(g))} jest relacja réwnowaznosci?

(d) Czy relacja {(f,g) € N¥ x NN |®(f) C ®(g)} jest czesciowym porzadkiem?

(e) Jakiej mocy jest ®~L1({N})?

. Niec oznacza zbibér wszystkich relacji rownowaznosci w N 1 niec R — edzie
R641. Niech R bi kich relacji 7 i w N iniech ¥ : R — NN bedzi
okreglona tak:

U(r)(a) = ﬁy jesli klasa [a], jest skoriczona;
0, w przeciwnym przypadku.

(a) Czy V¥ jest roznowartosciowa?
(b) Czy ¥ jest na NN?
)

)

skoniczona ale ma wiecej niz 1 element? (c) klasa [r|ke; ¢ jest nieskoriczona?

R642. Niech D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} i niech C = DY. Okreslamy relacje réwnowaznosci ~
w zbiorze C, przyjmujac a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy ciagi a i b sa wzajemnie swoimi
podciaggami

(a) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy C/.7
(b) Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakeji tej relacji?

643. Niech Z, oznacza zbior liczb catkowitych dodatnich. Relacja < w zbiorze P(Zy) — {@}
okreslona jest nastepujaco: A < B wtedy i tylko wtedy, gdy kazda liczba ze zbioru B
dzieli sie przez pewna liczbe ze zbioru A. Udowodnié, ze relacja < nie jest porzadkiem
czeSciowym, ale jest quasiporzqdkiem, czyli jest przechodnia i zwrotna.

644. Relacja < z zadania wyznacza nastepujaca relacje ~ w zbiorze P(Zy) — {@}:

A ~ B wtedy i tylko wtedy, gdy A < Bi B < A.
(a) Udowodni¢, ze ~ jest relacja rownowaznosci.
(b) Niech =< bedzie relacja w zbiorze ilorazowym P(Z;.) — {@}/~. okreslong warunkiem
[Al. 2 [B]~. < AS<B.
Pokazaé, ze = jest relacja czeSciowego porzadku.
R645. Niech ~ bedzie relacjg rownowaznosci, o ktorej mowa w zadaniu

(a) Jaka jest moc zbioru ilorazowego relacji ~ 7
(b) Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakeji tej relacji?

646. Przy oznaczeniach zadan niech A T B oznacza, ze kazda liczba ze zbioru A
dzieli pewng liczbe ze zbioru B. Dalej, niech A = B zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
AL BiBZA
(a) Udowodnié¢, ze relacje ~ i & sa rozne.
(b) Jaka jest moc zbioru ilorazowego relacji a7
(c) Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakcji tej relacji?

9Ciag a jest podciggiem ciagu b, gdy istnieje taka rosnaca funkcja ¢ : N 23 N, ze Vi(b(¢ (1)) = a(7)).
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R647.

R648.

R649.

R650.

R651.

Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji réwnowaznosci w N. Wiadomo, ze jest to
zbiér mocy continuum. Okreslamy funkcje F : R — (P(N) — P(N)) w ten sposob, ze
F(r)(A) = {minfz], | x € A}.

(a) Czy funkcja F jest roznowartosciowa? Czy jest na P(N) — P(N)?.
(b) Dla jakich relacji r funkcja F(r) jest roznowartosciowa? Dla jakich r jest ,na”?

(c) Jaka jest moc zbioru S = {r € R | Ji. F(r)({i}) C F(r)({i+1})}?

Niech R C X x X bedzie relacja speiniajaca warunek:
dla kazdego x € X zbior R™!(x) = {y € X | y Rz} jest skoticzony. (*)

Dla A C X, niech R[A] = {x € X | R™1(z) C A}. (Nieformalnie: element x nalezy
do R[A] gdy wszystkie jego ,, R-poprzedniki” sa w zbiorze A.) Mowimy, ze zbior A jest
R-indukeyjny, gdy R[A] C A. Zbior R = ({A | R[A] C A}, to iloczyn wszystkich takich
zbioréw. Zdefiniujmy jeszcze Ag = &, Apy1 = Ap U R[A,], Aw = U{An | n € N}

(a) Co to jest R[D], w szczegdlnosci co to jest &[D]?

(b) Niech R = {(m,n) € (N—{0,1})? | m|nAm # n} bedzie relacja wlasciwej po-

dzielnosci w zbiorze N — {0,1}. Czy 6 € Ay7 Czy 24 € A7 Czy 24 € A7

(c) Udowodnié, ze zbiér R jest R-indukeyjny.

(d) Udowodnié, ze R = A,.

(e) Czy zalozenie (*) jest istotne w zadaniu (648d))?

Niech R bedzie zbiorem wszystkich relacji czesciowego porzadku w N. Wiadomo, ze jest
to zbior mocy continuum. Okreslamy funkcje F': R — P(N) w ten sposob, ze dla r € R:
F(r) = {x € N| x jest elementem minimalnym zbioru uporzadkowanego (N, r)}.

(a) Czy funkcja F jest roznowartosciowa? Czy jest na P(N)?.
(b) Wyznaczy¢ obraz zbioru D = {r € R | r jest dobrze ufundowany} przy przeksztal-
ceniu F'. Jaka jest moc zbioru D?

(c) Niech Z={A CN| A< 1}. Jaka jest moc zbioru F~!(Z)?

W zbiorze N — R okreslamy relacje » w taki sposob, ze frg, wtedy i tylko wtedy, gdy
roznica f(n) —g(n) jest dla kazdego n € N liczba wymierna. Wiadomo, ze jest to relacja
réwnowaznosci.
(a) Znalezé wszystkie liczby kardynalne m, dla ktorych istnieje klasa abstrakeji relacji r
0 mocy m.
(b) Jakiej mocy jest zbior wszystkich klas abstrakeji relacji 7
Dla f,g: N — N piszemy f =< g, gdy istnieje taka funkcja h : N — N, ze f(n) < h(g(n))
dla dowolnego n. Napiszemy zas f = g, gdy zaréwno f <X g jakig =< f.
(a) Udowodni¢, ze f < g wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbioru S C N, jesli
obraz g(S) jest ograniczony z gory, to obraz f(S) tez jest ograniczony z gory.
(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy relacji =7
(c) Jakie sa moce klas abstrakeji tej relacji?

Logika zdaniowa

652.

Zbadacé, czy nastepujace formuty sa tautologiami rachunku zdan i czy sg spelnialne:

(a) (p—=71)A(g—s)A(=pV=s) = (7pV—g);
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653.

655.

R656.

p—=q)V(g—=r);
(p—=q)=>r)A=(((g—=71)—=71)=71);
P> NA(p—=r1) = (2g = T);

P> @A (p =)= (r—=g);

() ((p—q) —=p) = (—q.

Zbadaé, czy nastepujace formuly sg tautologiami rachunku zdan i czy sg spelnialne:

(a) ((p—q) —q) —p;

() ((p—q) = q) < (—p—q);
() P—=aqVvr)=m@—qV(p—r);
(d) (pvg) —=r)—=@—=>1)VI(g—T1);

pAg—=1) = ((pA-T) = =g);
per(ger) < ((peqg <)
r—=p)A(-r—=q) < (rAp)V(-rAg);
p—= @ AN(r—8) (AT — qAs);

) (
) (
) (
) (p—= g A(p—=1)—=(r—=—9q);
) (
(g) (
) (
) (

() p—=q)=rrkEp

(8) (p—=q) = r,—ql=—w;

(h) p=q,r =g =1 —p
Udowodnié¢, ze dla dowolnej funkcji f : {0,1}¥ — {0, 1} istnieje formuta o, w ktorej wy-
stepuja tylko zmienne zdaniowe ze zbioru {p1,...,pr}, o tej wlasnosci, ze dla dowolnego
warto$ciowania zdaniowego v zachodzi rownosé v(a) = f(v(p1),...,v(px)). (Inaczej

mowiac, formuta o definiuje funkcje zerojedynkowsa f.)
Znalez¢ (o ile istnieje) taka formute zdaniowa «v, aby nastepujaca formuta byta tautologia
rachunku zdan:

(@) ((r = (=g Ap)) = a) = (@A (p—q) AT);

(b) (@ —=p)—=(p—q);

(€) (p—=a)—=q) = (¢—= (-p— —a));

(d) (@ —=p) = (-a—q);
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(e) ((ang) = —p) = (o= p) = ~q);
(f) ((ma—=p) = q) = (@ Ag— —p);
(8) ((a—=p)Ag) = (Vg —p);
(h) ((a—=p)Ag) = (aVg— —p).
657. Zmnalezé (o ile istnieje) taka formule zdaniowa «, aby nastepujace formuly byly jed-
noczesnie tautologiami rachunku zdan:
(a) (@Ap) <« (pAg)oraz (aVp) < (pVr);
(b) (¢ =) & (¢ = (pAT)) oraz (a = q) < (=(pVr) = q);
(©) (p—=a) < (g— (mpVr)) oraz ((r = ¢) = p) < (-p = —a).
658. Zalézmy, ze zmienna zdaniowa p nie wystepuje w formutach aq,...,ap, 81 ..., Bm. Po-
kaza¢, ze formula (a1 V- Vay) A (1 V-V Bp) jest tautologia rachunku zdan wtedy
i tylko wtedy, gdy tautologia jest formuta (pAa1)V-- -V (pAan)V(=pABL)V- - -V (=pALm).
659. Zalézmy, ze zmienna zdaniowa p nie wystepuje w formutach aq,...,ap, 81 ..., Bm. Po-
kaza¢, ze formuta (aq A--- Aay) V (B1 A -+ A B) jest spelnialna wtedy i tylko wtedy,
gdy speialna jest formuta (pVai) A---A(pVap) A(=pV B1) A< A(=pV Bm)-
660. Zalozmy, ze zmienne zdaniowe qi,...,¢,—3 (gdzie n > 4) nie wystepuja w formutach
ai,...,0p. Udowodnié¢, ze formuta (a; V -+ V ay) jest spelnialna wtedy i tylko wtedy,
gdy spelnialna jest formuta (a3 VagVagi)A(asV—qiVag) A A(apn—2V ¢n_aV Gn-3) A
(Oén—l Van V _‘Qn—3)-
R661. Niech S bedzie pewnym nieskoriczonym zbiorem formul zdaniowych zbudowanych ze
zmiennych p1, ..., p,. Udowodnié, ze istnieje taki nieskoriczony podzbior A zbioru S, ze
wszystkie formuty w A sa parami réwnowaZne@

662. Metoda naturalnej dedukeji udowodnié nastepujace formuty:

(@) (pAg—=r)=(p—=(a—=7));

(b) (p—=q) = ((=p = q) = 9);

(©) (p—=qVr)=((p=9Vr)—=(p—q);

(d) (p—=qVr)—=(p—q)Vr;, (Wskazowka: rozwigzaé najpierw zadanie );
) (
) (

o X X XV X

(€) (=p = —q) A(=p—=q) = p;
() p—=qvr)=>@—=qVp—=r)
(8) (p—=q)V(g—p)
663.* Metoda naturalnej dedukeji udowodni¢ nastepujace formuty:
@) (p—=q) =r)=(g—=s) =7r) =
(b) p= @)V (=p—r)
Logika predykatow
664. Zapisa¢ nastepujace stwierdzenia w jezyku arytmetyki liczb naturalnych (+,-,0,1,=)
uzywajac symboli logicznych i kwantyfikatordw:
(a) Liczba a jest mniejsza lub réwna liczbie b.
b) Liczba a jest resztq z dzielenia liczby b przez c.
( j q ybp
(c) Liczba a jest pierwsza.
d) Liczba a jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb b i ¢, chyba, ze jest parzysta.
¢

207Zadanie $ciggniete z Uniwersytetu Wroctawskiego
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665.

666.

667.

668.

669.

) Liczby x iy majg te same dzielniki pierwsze.
) Pewne liczby sq parzyste a inne nie sq.
) Nie kazda liczba jest parzysta.
(h) Zadna liczba parzysta nie jest mniejsza od kazdej liczby pierwsze;.
) Zbior liczb pierwszych jest nieskoriczony.
) Warunkiem koniecznym na to, aby n bylo nieparzyste, jest aby n byto podzielne
przez 6.
(k) Prawie wszystkie liczby naturalne sq parzyste.
W strukturze A = (N, PA, Q4), gdzie:
(a,b) € PA wtedy i tylko wtedy, gdy a + b > 6;
(a,b) € Q4 wtedy i tylko wtedy, gdy b = a + 2,
wyznaczy¢ warto$é formut:

(a) VaP(z,y) = JzQ(z, y);
(b) VzP(z,y) — YzQ(x,y);
(¢) VeP(z,y) = J2Q(x, 2);

przy wartosciowaniach v(y) =7, v(z) = 1 oraz u(y) = 3, u(z) = 2.

Wyznaczyé wartosé formuty

(a) Vy(Va(r(z, f(z,y)) = r(z,9)));
(b) Vy(Va(r(z, f(z,y))) = r(2,9)):
(c) Va(-r(z, z) = Jyr(f(z,y),2))

w strukturze A = (Z, fA, 74, przy wartosciowaniach v(z) = 51 w(z) = 7, jezeli:
(a) fA(m,n) = min(m,n), dla m,n € Z, a r* jest relacja >;

(b) fA(m,n) =m? +n2, dlam,n € Z, a r jest relacja <;
(¢) fA(m,n) = 5mn, dla m,n € Z, a v jest relacja podzielnosci.

Wyznaczy¢ wartosé zdania Vay(3z(r(z,x) Ar(z,y)) = r(z,y))

(a) w strukturze A = (N, 74), gdzie r* jest relacja podzielnosci;
(b) w strukturze A = (N, ), gdzie 74 jest relacja przystawania modulo 7,

Wyznaczy¢ wartosci nastepujacych formul przy wartosciowaniu v(z) = 9, v(y) = 2,
v(z) = 0, w strukturze A = (N, LA, EA, fA4), gdzie LA to relacja ostrej mniejszosci, B4
to parzystosé, a f to dodawanie, oraz w strukturze B = (N, LB EB, fB), gdzie L to
relacja podzielnosci, EB to pierwszosé, a f to mnozenie.

(a) Vay L(z, f(z,y));

(b) VyL(z, f(z,y));

(c) Vady (E(y) A L(z,y));

(d) Vay (E(z) AN E(y) = E(f(z,y));

(e) Vy(E(z) NE(y) = E(f(z,y));

() Yy (CE(f(z,y)) ¢ E(f(y,2)));

Wyznaczy¢ wartosé formuty Va(—r(z,y) — Iz(r(f(z, 2),9(y)))) w A = (Q, fA, g4, rA),
gdzie fA jest mnozeniem, relacja r jest rownoscia, a g*(¢) = ¢ + 1 dla ¢ € Q, przy
wartosciowaniach v(y) =0, w(y) = -1 1 u(y) = 2.



11 listopada 2023, godzina 13:37 strona 72

670.

671.

RG72.

RG73.

674.

675.

676.

677.

678.

Podac¢ przyktad modelu i warto$ciowania, przy ktérym formuta

P(z, f(z)) — Va3yP(f(y), z)
a) jest spelniona; b) nie jest speliona.
Dla kazdej z ponizszych par struktur wskaza¢ formule otwarta (bez kwantyfikatorow)
spelnialng w jednej z nich, a w drugiej nie.

(a) <Qa + 07 17 :> 1 <R7 +, Oa 17 :>7
<N7 +a 05 :> i <N7 y 1) :>>
(Py,||) i (P, L), gdzie Py oznacza zbiér wszystkich prostych w R?;
(Py, 1) i (Ps, 1), gdzie Py i Ps to zbiory wszystkich prostych w R? i R3;
<R7 +7 y 07 17 :> i <P(N)7 U7 ma ®7N7 :>7
(N, <,0)i(Z, <,0);
(N, 4,0,=) i ({a,b}*,-,e,=).
Poda¢ przyktad zdania prawdziwego w strukturze (N, +, 0, =) ale nie w (N2, #, (0,0), =),
gdzie operacja # jest okreslona tak: (a,b)#(c,d) = (a 4+ ¢,b+ d).
Napisaé takie zdania ¢ i 9. ze:
(a) zdanie ¢ jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A4, R4, S4), w ktorych
relacje dwuargumentowe R4, S# sa przechodnie, ale ich suma nie jest przechodnia;
(b) zdanie 1) jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, 74, 54, g4, =), w kto-
rych zbior s# jest obrazem iloczynu kartezjaniskiego 74 x 74 przy dwuargumentowej
funkeji g
Symbole relacyjne R i S i symbol funkcyjny f sa jednoargumentowe. Napisa¢ zdanie ¢,
ktore jest prawdziwe w modelu A = (A, RA, SA, fA, =), wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) obraz zbioru RA przy funkeji f# zawiera sie w zbiorze S4.
(b) zbior S4 jest przeciwobrazem zbioru R4 przy przeksztatceniu f.

Napisa¢ zdanie ¢, ktore jest prawdziwe w modelu (N, s, =), gdzie s oznacza nastepnik,
a nie jest prawdziwe
(a) w modelu (N, g, =), gdzie ¢(n) = n? + 1, dla dowolnego n € N.
(b) w modelu (N, g, =), gdzie g(n) = n? mod 7, dla dowolnego n € N.
Czy istnieje zdanie ¢, ktore jest prawdziwe w modelu z zadania [675D] ale nie jest praw-
dziwe w modelu (N, h, =), gdzie h(n) = n? mod 9, dla dowolnego n € N?
Dla kazdej z par struktur:
(a) (N,<)i{{m—y | mmneN-{0}},<)
(b) (N, +,=)1(Z,+,=);
(¢) (N,<)i(Z,<);
(d) <Q’ +, :> i <Ra K :>a
wskazaé¢ zdanie prawdziwe w jednej z nich a w drugiej nie.
Czy istnieje formuta otwarta:
(a) spemialna w strukturze (N, <), ale nie w (Z, <)?
(b) spelnialna w strukturze (Q, <), ale nie w (R, <)?
(c) spelnialna w (P, ||), ale nie w (Ps, ||), gdzie Py i P3 sa jak w zadaniu |671d[’
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Wskazaé (o ile istnieje) model i wartosciowanie spelniajace dana formule i nie spelniajace
tej formuty:

(a) Vy(r(z) = r(y));
(b) Vy(r(z) Ar(y) — r(f(2,9));
(c) Va(q(z,y) = a(f (@), v));
(d) VaVy(r(z) Ar(y) = r(f(2,9));
(e) Va(r(z) Vp(z)) = (Vor(z) vV Vap(z));
(f) VzIy(q(z,y) v Vy—q(z,y));
(8) 3avy3z(q(z, z) A ~q(z,y));
(h) Vavy(—(z = y) = F2(P(z,2) A P(y, 2));
(i) Vz3y3z(—(y = z) A P(z,y) A P(x, z)).
Wskazaé (o ile istnieje) model spelniajacy dane zdanie i nie speliajacy tego zdania:
(a) VaVy3dz (R(x,y) — R(z,z) A R(z,y));
(b) Va (P(x) ¢ =P (f(x))) AVe(Q(z) < —~Q(f(f(x)))) A Tz (P(z) A —Q(x)).
(c) VaIyVz(P(z,y) <> =P(y, 2)).
(d) JavyIz (P(z,y) vV (P(z,2) A P(2,9)));
(e) VYaIyVz (P(x,z) V (P(z,y) A P(z,y))).
Napisa¢ zdanie prawdziwe doktadnie w tych modelach (A, TA>, w ktorych r4 = B x C,
dla pewnych zbioréow B, C.

Symbol relacyjny S jest dwuargumentowy, a symbol relacyjny P jest jednoargumentowy.
Napisa¢ zdanie prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A4, 4, PA, =), w ktorych

(a) relacja S# jest funkcja o dziedzinie P4;
(b) S4 jest relacja rownowaznosci i ma doktadnie trzy klasy abstrakcji;
(c) zbior P4 jest rzutem relacji S na pierwsza wspolrzedna.

Symbole relacyjne S i R sa dwuargumentowe. Napisa¢ zdanie prawdziwe dokladnie
w tych modelach A = (A, S4, R4, =), w ktorych

(a) Zlozenie relacji R* z relacjg S4 jest identyczne ze zlozeniem relacji S4 z relacja R4,
(b) Relacja S jest najmniejsza relacja symetryczna zawierajacg R4.
Symbole f, g sa jednoargumentowe, a symbol relacji r jest dwuargumentowy. Napisaé
zdanie o, ktore jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, fA4, gA, 4, =), gdzie

(a) funkcja f# jest odwrotna do g*;
(b) funkcja fA jest funkcja stala;

A

(c) relacja r* nie jest ani spojna ani symetryczna.

Symbole f, g sa jednoargumentowe, a symbol relacji r jest dwuargumentowy. Napisaé
zdanie @, prawdziwe dokltadnie w tych modelach A = (A, fA, g4, 4, =), gdzie

(a) jednoargumentowe funkcje f4 i g4 sa rozne;

(b) jednoargumentowa funkcja f# nie jest roznowartosciowa;

(¢) 74 nie jest przechodnia.
Symbole f, r i s sa dwuargumentowe. Napisa¢ (mozliwie najprostsze) zdanie, prawdziwe
doktadnie w tych modelach A = (A, rA, s4, fA, =), gdzie

(a) Tloczyn mnogosciowy relacji r i s zawiera si¢ w ich ztozeniu;
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(b) Iloczyn mnogosciowy relacji r zawiera sie w ich sumie;

(c¢) Obraz iloczynu id4 N r4 przy funkcji f* ma mniej niz dwa elementy.
Symbole relacyjne r i s i symbol funkeyjny f sa dwuargumentowe Napisa¢ (mozliwie naj-
krotsze) zdanie, ktore jest prawdziwe doktadnie w tych modelach A = (A, rA sA, fA),
gdzie

A A

(a) Zlozenie relacji r* i s zawiera sie w ich iloczynie r N s4;

(b) Zbior wartosci funkcji f jest rzutem sumy A U s na pierwsza wspohzedna;

(c) Relacja 7 nie jest funkcja z A w A;

(d) Obraz zbioru A x A przy funkeji f* jest pusty.
Podaé przyktad nieskoiiczonego zbioru parami nieré6wnowaznych formut, w ktérych wys-
tepuje tylko jeden symbol relacyjny i tylko jedna zmienna wolna.

Zbadaé czy nastepujace formuty sa tautologiami i czy sa spelialne:

(a) JzVy(P(z) Vv Q(y)) — Yy(P(f(y)) vV Q(Y))
(b) Yy(P(f(y)) vV Q(y)) — JxVy(P(z) vV Q(y)).

Zbadaé, czy nastepujace formuty sa tautologiami:

(a) Fyvz(P(y) — Q(2)) = ByP(y) — V2Q(2));
(b) (ByP(y) = V2Q(2)) = Vyvz(P(y) — Q(2)).

Zbadaé, czy nastepujace formuty sa tautologiami:

(a) Jz(P(z) = VyQ(y)) = F2Vy(P(z) = Qy));
(b) Jz(VyQ(y) = P(z)) — JaVy(Q(y) — P(x));
(c) Fz(vyQ(y) = P(z)) — F(Q(x) = P(x)).
Pokazaé, ze nastepujace formuly sa tautologiami

(a) (YzTyr(z,y) = aVyr(y,z)) — Vy(r(z,y) = r(y, z));
(b) Va3y((p(x) = qa(y)) = r(y)) = ((Vap(z) = Vyq(y)) — Fyr(y));
(c) Va(p(z) = Jyq(y)) = Fy(Fzp(z) — q(y))-
(d) (Vo P(x) = Vy Q(y)) — 3z (P(x) = Yy Q(y));
(e) Fy(P — Qy)) < (P — 3y P(y)).
Czy nastepujace formuty sa tautologiami?
) Va(p(z) = q(x)) VVz(q(z) = p(2));
) x(P(z) = Vy P(y));
) VYeIyVudv P(z,y,u,v) = YuduVedy Pz, y, u,v);

) B2y P(x,y) = Vy R(y)) — Va (P(z,z) = R(x))).
Zbadac¢, czy nastepujace formutly sa tautologiami:
(a) VzIy(P(z) = R(z,y)) = Vo(P(z) — JyR(z,y));
(b) Vz3y(R(z,y) — P(x)) = Vx(IyR(x,y) — P(x)).

Zbada¢ czy nastepujace formuly sg tautologiami i czy sa spekialne:

(a) Yy(FzR(z,y) — R(y,y)) = VyR(y,y).
(b) (VyP(y) — Q(z)) — Jy(P(y) — Q(x)).

(a
(b
(c
(d

21'Wskazowka: Przeksztalcié formuly do odpowiedniej postaci, stosujac prawa De Morgana i prawa dystry-
butywnosci.
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Ktoére z nastepujacych formul sg spelialne i ktore sa tautologiami?

(a) 3x3y(Q(z) = P(y)) — (VaQ(x) — JyP(y));
(b) Vady(f(y) = z) = VaVy(f(z) = f(y) =z =y)?

Ktoére z nastepujacych formul sg spelnialne i ktore sa tautologiami?
(a) VxEIy(R(x, y) v VZ"R(.’L’, Z)),

(b) Va((P(z) = P(y)) = Q) = Q;
(¢) Fxdy(P(z) = Q(y)) = Fz(P(x) = Q(x));

Pokaza¢, ze formula Vz3y (R(z,y) — P(z,y)) — Vo (JyR(z,y) — JyP(x,y)) jest

spetnialna, ale nie jest tautologia.

Czy formuta (Vz3yQ(z,y) — Ve P(x)) — VaIy(Q(z,y) — P(z)) jest tautologia?

A implikacja odwrotna?

Ktoére z nastepujacych zdan sa spelnialne i ktore sa tautologiami?
(a) 3z(Q(z) = P(z)) — (VaQ(x) = Iy P(y));

(b) Va(P(x) = P(f(2))) = VaP(f(2));
(c) VaP(f(z)) = VzP(x)?

Ktoére z nastepujacych zdan sa spelnialne i ktore sa tautologiami?
(a) Voyz(R(z,y) vV R(y, 2) V R(z,x)) = Vay(R(z,y) V R(y, z));
(b) Vay(R(z,y) V R(y, ) = Yayz(R(z,y) V R(y, 2) V R(z,z));

(c) Vayz(R(z,y) V R(y,z) V R(z,x)) = Vay3z(R(z, 2) V R(z,y))?

Czy nastepujace formutly sa tautologiami i czy sa spelialne?

(a) 3x3y(P(z) = Qy)) = Fx(P(z) = Q(z));
(b) VaIyvz(R(x,y) A (R(y, z) = R(z, 2))?
Ktoéra z nastepujacych implikacji jest tautologia, a ktora nie?

(a) Va3y((P(z) = Qy)) = R(y)) = (Ve P(x) = VyQ(y)) = 3y R(y));
(b) V23y((P(z) = Q(y)) = R(y)) — ((VaP(z) = FyQ(y)) = FyR(y))-

Ktoéra z nastepujacych implikacji jest tautologia, a ktora nie?
(a) Vz(P(z) = JyQ(y)) = FyEzP(z) = Qy));
(b) Jy(VaP(z) = Qy)) — Va(P(z) — FyQ(y)).
Pokazaé, ze ponizsze formuty sg spetnialne tylko w strukturach nieskoriczonych:
(a) VxIyVz(R(z,y) & z = ) A =~ JyR(y, x);
(b) =VyP(y) A VaIy(P(y) Az = f(y))
Podac¢ przyktad formuty o tej wlasnosci, w ktorej nie wystepuje rownosé.
Ktora z nastepujacych formut jest tautologia?
(a) (VaR(x) = JyS(y)) — Vay(R(x) = S(y));
(b) (Vx R(z) — JyS(y)) — Jz(R(xz) — S(x)).
Pokaza¢, ze zdanie —Va3y (z = f(y))AVzy(f(z) = f(y) = = =1y) jestspelnialne, ale

tylko w modelach nieskoriczonych. Czy mozna napisaé takie zdanie w jezyku, w ktérym
nie ma symboli funkcyjnych ani rownosci?
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Klaséwki i egzaminy:

Klasoéwka 11 grudnia 2007: zad.

Dwie klaséwki 13 grudnia 2007: zad. 0

Egzamin 31 stycznia 2008: zad. 01} {602} [60
], BI7]

ElE
=(E
E

Ik
E

Egzamin poprawkowy 3 marca 2008: zad.

e Klasowka 11 grudnia 2008: zad. [{4a] [#4b]

e Egzamin 6 lutego 2009: zad. 235] [617] [618] .
Egzamin poprawkowy 5 marca 2009: zad. [236] [526} (bez |613d)),

Klasowka 10 grudnia 2009: zad.

Klasowka poprawkowa 16 stycznia 2010: zad. [274] [36
Egzamin 28 stycznia 2010: zad. [446] [544] [619
Egzamin poprawkowy 4 marca 2010: zad. 360, [487] 1620

Klasowka 9 grudnia 2010: zad. 590} 591}
Klasowka poprawkowa 11 stycznia 2011: zad. 214] (92

Egzamin 27 stycznia 2011: zad. [A83] [621] [622] [623]
Egzamin poprawkowy 3 marca 2011: zad. [I00] 238] [365] [447]

Klasowka 8 grudnia 2011: zad.

Klasoéwka poprawkowa 14 stycznia 2012: zad.
Egzamin 26 stycznia 2012: zad.
Egzamin poprawkowy 1 marca 2012: zad. [449] [627]
Klasowka 13 grudnia 2012: zad. [628] [629]

Klasowka poprawkowa 15 stycznia 2013: zad. [630} [631}

Egzamin 4 lutego 2013: zad. [I39] [634] [635]
Egzamin poprawkowy 7 marca 2013: zad. [I40} 52} [636]

Klasoéwka 5 grudnia 2013: zad.

Klasowka poprawkowa 14 stycznia 2014: zad.
Egzamin 4 lutego 2014: zad.

Egzamin poprawkowy 6 marca 2014: zad. [639] [640]

Klasowka 4 grudnia 2014: zad. 580} 411}

Klasowka poprawkowa 13 stycznia 2015: zad. [94] [f4Ta] {41d] {41g

Egzamin 28 stycznia 2015: zad. [07] 213a] [442] [6424]
Egzamin poprawkowy 19 lutego 2015: zad. 05} 213D} [488] [645

Klas6wka 10 grudnia 2015: zad.

Klasoéwka poprawkowa 12 stycznia 2016: zad. [ 444
Egzamin 4 lutego 2016: zad. [I50a], [I50d], [T50d] [368] [£68|
Egzamin poprawkowy 19 lutego 2016: zad. 246} [370] [469]

Klasowka 8 grudnia 2016: zad. [I05D] [A56]

Klasowka poprawkowa 17 stycznia 2017: zad. [A57} (81}

Egzamin 3 lutego 2017: zad. 366 [480] 563} 639}

Egzamin poprawkowy 21 lutego 2017: zad.

Klaséwka 7 grudnia 2017: zad. [422b] @22, [422¢], [534al, [5845], [F84d]
Klasowka poprawkowa 17 stycznia 2017: zad. [4235] [d23d, [#23d]
Egzamin 2 lutego 2018: zad. @ [A50a] [4500], [450c] [450¢] [648c] [648d], [648¢€]
Egzamin poprawkowy 22 lutego 2018: zad. §51a] [A51d [A51d] [649]

EE

—
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=
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Klasowka 13 grudnia 2018: zad. 269]

Klasowka poprawkowa 22 stycznia 2019: zad. [440]

Egzamin 1 lutego 2019: zad. (bez [460d)),

Egzamin poprawkowy 21 lutego 2019: zad. (bez [461¢]).

Klasowka 12 grudnia 2019: zad. 221] 310

Klasowka poprawkowa 11 stycznia 2020: zad. 222] [319]
Egzamin 30 stycznia 2020: zad. [66] [575] 578}

Egzamin poprawkowy 21 lutego 2020: zad. [67} 577, [576]

Klasowka 12 grudnia 2020: zad.

Klasowka poprawkowa 19 stycznia 2021: zad.
Egzamin zerowy 19 stycznia 2021: zad.
Egzamin 1 lutego 2021: zad.

Egzamin poprawkowy 23 lutego 2021: zad. 247]
Klasowka 11 grudnia 2021: zad. [I13] 295

Klasowka poprawkowa 15 stycznia 2022: zad. [296] (65}

Egzamin 31 stycznia 2022: zad. [[14] 297} 420

Egzamin poprawkowy 26 lutego 2022: zad. 298] [418] 564
Klasowka 15 grudnia 2022: zad. 153} [321{(321c] [321d)]).
Klasowka poprawkowa 17 stycznia 2023: zad.
Egzamin 30 stycznia 2023: zad.

Egzamin poprawkowy 25 lutego 2023: zad. [I56} [467]
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Rozwiazania i wskazoéwki do niektérych zadan

Nalezy rozpatrzy¢ dwie mozliwosci: albo formuly po dwoch stronach rownowaznosci sg spelnione,
albo nie. Pierwsza mozliwo$¢ daje nam obszar powyzej wykresu y = |z|, ograniczony od dotu okregiem
o srodku w poczatku ukladu wspélrzednych i promieniu 2, a od gory prosta y = 3; do obszaru naleza
odpowiednie fragmenty okregu oraz fragment prostej, a wykres y = |x| nie.

Druga mozliwosé zachodzi dla punktow nalezacych do sumy dwoch zbiorow (odpowiadajacych cztonom
koniunkcji po prawej stronie). Sa to:

e obszar ponizej wykresu y = |x| lezacy we wnetrzu kola o srodku w poczatku ukladu wspotrzed-

nych i promieniu 2; odpowiednie fragmenty wykresu y = |z| naleza do obszaru, a fragmenty
okregu na obwodzie kota nie;
e obszar ponizej wykresu y = |z| ograniczony od dolu prosta y = 3; odpowiednie fragmenty

wykresu y = |z| naleza do obszaru, a fragmenty prostej y = 3 nie.

Calo$¢ przedstawia rysunek

\ /

Rysunek 1: Zadanie

bt Zauwazmy, ze aby para (z,y) nalezata do tego zbioru, musi dla pewnego z € Z naleze¢ do zbioru
X. = {(z,y) | Vu(lw— 2|l = 5 = lw—y| < 3 Alz—2] < 3)}. Wtedy (z,y) spelnia warunek
lw—y| <2 Alz—z| <1} dla wszystkich w o wlasnosci |w — |z|| = 3. Ale dla kazdego 2 istnieja dwie
wartosci w, ktore spelniaja to rownanie: w; = |z| + % i wy = |2| — . Zatem zbior X, to przeciecie
zbiorow X.1 = {(z,y) | lwr —yl < 5Ale—2| < 3}iXep = {{z,y) | [wa —y| < 5A |z —2] < 3}
Zbiory te to kwadraty o boku 1 i srodkach odpowiednio (2, |z| + %) i (z,]z] — ), a ich przeciecie to
odcinek stanowiacy gorny bok dolnego i dolny bok gérnego z tych kwadratow — patrz rysunek 2]

=
=]

[

Pierwsza rownowaznosé jest oczywiscie prawdziwa, wprost z definicji notacji {...|...}. Druga
nie. Wyrazenie {sinz | © > 0} jest uproszczonym zapisem zbioru {z € R |z € R(z > 0Az =sinz)}.

Do tego zbioru nalezy np. liczba —1 = sin 2% = sin(—%), chociaz —% ¢ Ry

Pewien pies goni kazdego kota. (Zaprzeczeniem dania zaczynajacego si¢ od ,,Zaden ...” nie
jest ,Kazdy...” ale ,Pewien ...”. Mamy tu bowiem schemat postaci Yx—P(x), ktorego negacja jest

rownowazna schematowi JxP(z).)
Kazdy pies goni jakiegos kota.

Tak naprawde powinnismy napisa¢: Zbior A jest z6tty, wtedy i tylko wtedy, gdy ma co najmniej
dwa elementy. Ale w definicjach stowo jesli jest potocznie uzywane jako skrot wtedy i tylko wtedy.
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Rysunek 2: Zadanie m

Powtorzone stowo jesli utrudnia zrozumienie definicji. Lepiej napisaé: Zbior A jest czerwony,
jesli kazdy jego parzysty element jest podzielny przez 3.

Mamy tu warunek 3z € A (2| — 3|z), ktory mozna wypowiedzie¢ bez pomocy implikacji jako
Jr e A2 fx V 3|x). A wiec po polsku bedzie tak: W zbiorze A jest element, ktory jest nieparzysty
lub podzielny przez trzy.

Przyczyna bledu jest dwuznaczna konstrukcja ,dla kazdego x i pewnego y”, ktéra spowodowala
pomieszanie kolejnosci kwantyfikatorow. W przypadku pierwszym zakladamy w istocie, ze zachodzi
warunek JyVz. x < y. Zaprzeczeniem tego warunku jest Vy3z.z > y, a w przypadku drugim zatozono
silniejsza wlasno$é JaVy. x > y.

Zalozmy, ze A — B = B — A i przypusémy, ze v € A. Gdyby = € B to v € A — B, ale skoro
A—B=B-A, tox & A, sprzecznosé. Zatem x € B. Udowodniliémy wiec, ze A C B. Dowdd inkluzji
odwrotnej jest podobny.

Nalezy udowodni¢ dwie implikacje. Dla dowodu czesci (=) zalézmy, ze zachodzi réwnosé
(A-C)u(C-B)U(B—A)=CUB.

Aby udowodni¢ A C C' U B, wezmy dowolny x € A i pokazmy, ze x € C U B. Rozpatrzymy dwa

przypadki. Jesli x € C, to tym bardziej x € CUB. A jeslix € C, to x € A — C. Wtedy z nalezy do

lewej strony zalozonej rownosci, a zatem i do prawej.

Teraz pokazemy, ze AN BNC =@. Gdyby € AN BNC, to mielibySmy w szczegédlnosci = € B,
wiec x € CUB. Z zalozenia, z € (A—C)U(C — B)U (B — A). Tymczasem z nie nalezy do zadnego ze
sktadnikéw tej sumy. Istotnie, z ¢ A — B oraz x ¢ C'— B, bo x € B. Ponadto, x ¢ B — A bo x € A.
A wiec x nalezy do prawej strony réwnosci, a nie nalezy do lewej. Zatem AN BNC = @.

Dla dowodu (<) zalézmy, ze A C C U B oraz AN BNC = @ Mamy do udowodnienia dwa
zawierania zbiorow. Aby pokazaé, ze (A —C)U(C — B)U (B — A) C C'U B, wezmy dowolny element
x€(A-C)U(C—B)U(B—A). Mamy do rozpatrzenia trzy przypadki: x € A—C, x € C — B, oraz
x € B—A. W pierwszym przypadku wiemy, ze z € A, a zatem z zalozenia x € C' U B. W pozostatych
dwoch przypadkach otrzymujemy odpowiednio z € C lub z € B, a zatem we wszystkich trzech
przypadkach zachodzi x € C'U B, co koiczy dowdd zawierania.

Aby pokazaé zawieranie odwrotne, zatézmy, ze x € C'U B. Najwygodniej nam bedzie rozpatrzy¢ trzy
przypadki: (r € Cizx € B), (x e Cix ¢ B) oraz (x ¢ C iz € B). W pierwszym przypadku wiemy,
ze x ¢ A, boinaczej x € ANBNC = @. A zatem x € B — A. W drugim przypadku z € C — B.
W trzecim przypadku, jesli z € A, mamy z € A — C, a jesli nie, to mamy z € B — A. A zatem
re€(A-C)U(C—B)U(B—A), co konczy nasz dowod.

Tak. Zalozmy, ze P(Y) C X. Pokazemy, ze wtedy Y C |J X. Wezmy dowolne y € Y. Zauwazmy,
ze wtedy {y} € P(Y). Z zalozenia P(Y) C X wynika, ze {y} € X. Mamy zatem y € {y} i {y} € X.
Na mocy definicji | X wynika stad, ze y € | X.
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Nie. Jesli X = {{1,2}}iY ={1},to Y CUX = {1,2}, ale P(Y) = {2, {1}} € X.

Nie. Przyjmijmy A = {1,2,3}, B = {1,2}, C = {1,2,3}. Woéwczas AUC = BUC = {1,2,3},
C-B={3},aleC-—A=02,czyliC-BZC—-A

m: Tak. Zalozmy, ze (ANC C BNC). Wezmy dowolny x nalezacy do C — B. Pokazemy, ze nalezy
on do C' — A. W tym celu wystarczy dowiesé, ze x nalezy do C' i x nie nalezy do A. Poniewaz x nalezy
do C' — B, zatem z nalezy do C. Pozostaje pokazaé, ze x nie nalezy do A.

Przypusémy wiec, ze x nalezy do A. Wiemy, ze x nalezy do C, zatem x nalezy do (ANC'). Z zalozenia
mozemy wywnioskowaé, ze x nalezy do (B N C), wiec x nalezy do B i x nalezy do C. Skoro jednak x
nalezy do C' — B, to x nie nalezy do B — sprzecznosc.

Tak. Zalozmy, ze ANBNC = & i pokazmy, ze wtedy zachodzi inkluzja ANB C (A—C)N(B-C).
Wezmy dowolny x € AN B. Poniewaz, z zalozenia, zbior A N B jest roztaczny z C, to x ¢ C. Wiemy
tez, ze x € Aix € B. Zatem x € A— C iz € B— C. Podsumowujac, z € (A — C)N (B — C), czego
nalezalo dowiesé.

Tak. Mamy do pokazania dwie implikacje.

Najpierw zalozmy, ze B C C zachodzi i pokazmy AU BUC = (A — B) UC. Zacznijmy od inkluzji
(A-—B)UC CAUBUC. Jedli z € (A— B) UC to oczywiscie z € AUC, a wiec tez x € AUBUC.
Aby udowodnié¢ inkluzje przeciwna AUBUC C (A — B)UC wezmy dowolny x taki, ze x € AUBUC.
Wtedy zachodza nastepujace mozliwosci: albo x € C, albo z € B, albo x € A — B. Jesli x € C lub
x € A — B, to oczywiscie x € (A — B) U C; w pozostalym przypadku = € B, ale uzywajac zalozenia
B C C zn6w wnioskujemy, ze x € (A — B)UC.

Teraz zalozmy, ze AU BUC = (A — B)UC i udowodnijmy, ze B C C. Niech z € B. Wtedy
oczywiscie x € AU BUC, a wiec z zalozenia ¢ € (A— B)UC. Czyliz € A—Blubz € C. Ale
x € A — B jest niemozliwe, bo x € B. Ostatecznie x € C, co nalezalo dowiesé.

Nie. Jesli A = {1}, B = {2},to (AUB)—B = {1,2}—{2} = {1}, (A — B)UB = {1} U{2} = {1, 2},
czyli A = (AU B) — B zachodzi, ale A= (A — B)U B nie.
[36: Musimy pokazac¢ dwie implikacje.
(=) Zalozmy, ze ANB = &. Pokazemy, ze wowczas P(A)NP(B) = {@}. Inkluzja {@} C P(A) NP(B)
jest oczywista, bo @ € P(Y') dla dowolnego zbioru Y. Pokazemy teraz, ze P(A) N P(B) C {@}. Niech
X € P(A)NP(B). Wtedy X € P(A) i X € P(B). Skoro X € P(A), to X C A. Analogicznie X C B.
Stad wynika, ze X C AN B. Jednak z zalozenia AN B = &, a zatem X = &. Wtedy X € {&}.
(<) Zatozmy, ze P(A)NP(B) = {@}. Udowodnimy, ze ANB = &. Przypusémy przeciwnie, ze istnieje
x € AN B. Woéwczas {z} € P(A) i {z} € P(B). To jednak oznacza, ze {x} € P(4) NP(B). To jest
sprzeczne z zalozeniem, ze P(A) N P(B) = {o}.
Tak. Zawieranie zachodzi dla kazdej rodziny A postaci P(X) dla pewnego X. Jak wiemy
z zadania [40} dla kazdego X zachodzi réwnosé |JP(X) = X. Biorac A = P(X) dostajemy

P(UA) = P(UP(X)) = P(X) = A
Konkretny przyklad takiej rodziny to A = P(@) = {&}.
Nie. Rozwazmy rodzine A = &. Wtedy |JA = @ oraz P(JA) = P(0) = {0} L o = A.
Tak. Inkluzja zachodzi dla kazdej rodziny A postaci P(X). Jak zauwazyliSmy w rozwiazaniu
zachodzi wtedy réownosé P(|J A) = A. Konkretnym przyktadem moze by¢ znowu A = {@}.

Tak. Wezmy X € A. Na mocy definicji | A kazdy element z € X nalezy do zbioru | J.A. Zatem
X CJA. To za$ oznacza, ze X € P(JA).

Tak. Zacznijmy od tego, ze (\P(B) ={x € B|VZ.Z€P(B) vz € Z}={v |z €@} =2, dla
dowolnego zbioru B. Zatem po prawej stronie pierwszej rownosci mamy singleton {@} i nalezy udowod-
nié, ze ({P(B) | B C A} = {@}. Inkluzja ,,0” wynika stad, ze zawsze & € P(B), przypusémy wiec,
ze Z € ({P(B) | B C A}. Wtedy Z € P(B) dla wszystkich B C A (w tym dla B = &). Jedynym
zbiorem o tej wlasnosci jest Z = @.

43b; Tak. 7 zadania wiemy, ze |JP(B) = B, dla dowolnego zbioru B, zatem prawa strona
rownosci to {B | B C A} = P(A). Mamy wiec pokazaé, ze | J{P(B) | B C A} = P(A). Niech najpierw
Z € U{P(B) | B C A}. Wtedy Z € P(B), dla pewnego B C A, skad Z C A, czyli Z € P(A).
Na odwrot, jesli Z € P(A), to Z nalezy do zbioru po lewej stronie, bo Z € P(Z).
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Rownosé jest zawsze prawdziwa. Udowodnimy najpierw inkluzje ,C”. Niech € (VAN B.
Oznacza to, ze x € (A oraz x € (| B. A zatem, dla dowolnego a € A zachodzi z € a, a takze dla
dowolnego b € B zachodzi x € b. Nalezy wykazaé, ze x € ¢ dla dowolnego ¢ € AU B. Jedli jednak
c€ AU B, to albo ¢ € A albo ¢ € B. W kazdym przypadku mamy x € c.

Teraz zajmijmy sie inkluzja ,,0”. Zalozmy, ze = € (J(AU B). A wiec x € a dla kazdego a € AU B,
w szczegolnosei dla kazdego a € A. Stad © € (| A. Podobnie xz € (| B, a zatem © € (VAN [ B.

To nie zawsze prawda, np. jesli A = {{0},{1}}, B = {{0}.{2}}, to NANNB=9oN2 =0,
ale (AN B) = N{{0}} = {0}.

Do zbioru A, naleza te pary (x,y), ktore spetniaja warunek x2 + y? > % —n(y—22—1) > 1.
Implikacja jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy jej poprzednik nie jest spelniony lub nastepnik jest
spetniony. Szukamy zatem tych par, ktére speliaja warunek z2 4+ y? < # (negacja poprzednika) lub
n(y—a?—1) > 1 (nastepnik). Pierwszy warunek opisuje kolo o srodku w punkcie (0, 0) i promieniu +.
Drugi warunek jest réwnowazny nieréwnosci y > 22 + 1 + %, ktora opisuje obszar powyzej paraboli
o réwnaniu y = z? + 1 + % Ostatecznie, dla ustalonego n, zbior A, wyglada tak, jak w gornej czesci

rysunku

. ‘
ks #
x ’

-
. »
’

Ny

Rysunek 3: Zadanie

Poszukamy teraz (J,,cy_ {0y An- Latwo zauwazy¢, ze kola o srodku (0,0) i promieniu % zawieraja sie

w kole o §rodku (0,0) i promieniu 1. Ponadto jesli m > n, to obszar ograniczony od dolu parabolg
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o réwnaniu y = 2% + 1 + % zawiera obszar ograniczony od dotu parabola o réwnaniu y = 22 + 1 + %
(obszary wyznaczone przez parabole tworza ciag wstepujacy). Wszystkie A,, sa wiec zawarte w obszarze
widocznym w dolnej czesci rysunku (3|1 to samo dotyczy sumy (J,,cn_ (0} A,.

7 drugiej strony, ten obszar takze zawiera sie w naszej sumie. Istotnie, je$li n ro$nie do nieskon-
czonosci, to parabola o réwnaniu y = z? + 1 + % znajduje sie coraz blizej paraboli y = 22 + 1.
Kazdy punkt (z,y) znajdujacy sie powyzej wykresu y = 22 + 1 lezy wiec, dla dostatecznie duzego n,
powyzej paraboli y = 2 + 1 + %, a wiec nalezy do sumy. A kazdy punkt z kota nalezy do A;. Zatem
UneN—{o} A, wyglada jak na rysunku (dolna czesé). (Punkty nalezace do paraboli y = 2 + 1 nie
naleza do zadnego ze zbiorow A,,, nie naleza wiec do sumy.)

Pokazemy, ze nte]& A =[1,2].

(€) Niech z € ﬂt€R+ A;. Gdyby x < 1, to dla t = ﬁ € R, mielibySmy x € A;. Ale wtedy
x=1- % ¢ Ay, sprzecznosé. Gdyby zas 2 > 2, to v € A; dlat = (z — 2)? € Ry, bo mamy wtedy
=2+ (r—2) =2+t € A;. Zatem 1 <z <2, ezyli x € [1,2].

(D) Niech 1 <z < 2. Wtedy dla dowolnego ¢ > 0 zachodzi 1 — % <z <24/t wiec x € Ay
Teraz udowodnimy, ze Ute]R+ Ay = R. Oczywiscie wytarczy pokazaé zawieranie z prawej do lewej. Dla
dowolnego = € R wystarczy wskazaé takie ¢, ze x € A;. Jesli z < 1, to wybierzmy ¢ < ﬁ, dla x > 2
przyjmijmy t > (z — 2)2, a dla = € [1,2] mozna wziaé¢ jakiekolwiek . W kazdym z trzech przypadkéw
tatwo sprawdzi¢ nieréwnosci 1 — % <z <2+t
Tak. Aby udowodnié¢ inkluzje z lewej do prawej, zalozmy, ze (x,y) € (VA x (| B. Chcemy
udowodnié, ze {(x,y) € ({ax B |a € AN € B}, czyli, ze (z,y) € a x 3, dla kazdego a € Ai § € B.
Alejesliaoe Aife B, to(YACai()BC 3. Poniewaz (x,y) € (A x (B, wiec x € (VA C « oraz
y €[ B C B, a zatem (z,y) € a X 3, 1 dobrze.

Na odwrot, zalézmy, ze {(x,y) € ({a x B | « € AA B € B}. Aby pokazaé, ze (x,y) € (VA x (B,
udowodnimy najpierw, ze x € (| A. Wezmy wiec jakie§ o € A. Zbior B jest niepusty, wiec istnieje
jakies 8 € B. Wtedy (z,y) € a x 3, skad « € . Podobnie dowodzimy, ze y € [ B.

Tak.

Przypusémy najpierw, ze A = & lub A = {@}. Jesli A = & to, poniewaz |J& = &, mamy
PUA) = P(@) = {@}. Jesli A = {@} to, poniewaz | J{@} = &, mamy P(JA) = P(@) = {o}.
Zalozmy zatem, ze A # & oraz A # {@}. Wtedy istnieje takie X € A, ze X # &. Niech np. z € X.
Wtedy x € |JA. Stad {z} € P(UA), wiec P(JA) # 2.

Nie. Wezmy jednoelementows rodzine A = {{{0}, {1}}}. Wiadomo z zadania[d0] ze [ JP(A) = A,
wiee UNUP(A) = UNA = UN{{{0}, {133} = U{{0},{1}} = {0,1}. Z drugiej strony mamy
réwnosci (VU A = NU{{0} {1} = N{{o}, {1}} = @.

Nie. Wezmy A = {{{0}},2}. Wtedy NUA = NU{{{0}},2} = N{{0}} = {0}. Z drugiej
strony UMNUP(A) =UNA=UN{{{0}}, 2} =Uz =2.

Tak. Poniewaz @ € P(|J.A), wiec P(UA) =2 CNA.

Tak. Zacznijmy od tego, ze rodzina B jest niepusta, ma wiec jakis element b € B. Niech teraz
(x,y) e JAx N B. Wtedy z € |J A, wiec istnieje takie a € A, ze x € a. Ponadto y € (B, wiec y € b.
Zatem (z,y) € a x b. Czyli (z,y) € J{axblac ANbe B}.

Rownosei nie musza zachodzi¢. Np. dla X = {{0}} nie zachodzi zadna z nich. Zauwazmy
najpierw, ze R ¢ X, zatem R € —X. Stad R C |J—X. Z drugiej strony oczywiscie | J—X C R, zatem
UJ—-& =R. Jednak [JX = {0}, czyli —JX = —{0}, zatem |J—-X € —J X i pierwsza rownos¢ nie
zachodzi. Podobnie, X = {0}, czyli — (X = —{0}, zatem |J—X € —[ X i druga rownosc takze
nie zachodzi.

Tak. Wezmy t € (J{{a} x A|a€ AN A€ Z}. Istnieja wtedy takie A € Z i a€ A, ze
t € {a} x A. Stad t = (a,b), dla pewnego b € A. W takim razie mamy t € A x {b}, a zatem réwniez
te {4 x{a} ’ a€ANAecZ}. Dowdd inkluzji przeciwnej jest analogiczny.

Tak. Aby udowodni¢ inkluzje z lewej do prawej, zatézmy, ze
teN{{a} x Alac AN AcZ}. (1)
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Chcemy pokazad, ze t € (V{A x {a} |a€ A AN A€ Z}. W tym celu nalezy udowodnié¢, ze t € A x {a}
dla kazdego A € Zia € A. Niech wiec A € Z1ia € A. Poniewaz {a} x A jest elementem rodziny
{{a} x Al a€ AN A€ Z}, wiec na mocy (1) mamy ¢ € {a} x A. Innymi slowy, istnieje takie b € A,
ze t = (a,b). Jednak {b} x A jest rowniez elementem rodziny {{a} x A | a € A A A € Z}, zatem
t € {b} x A. Stad wynika, ze t = (b,c) dla pewnego ¢ € A. To za$ oznacza, ze {a,b) = (b,c), czyli
a="bit={a,a). W takim razie, t € A x {a}. Dowdd inkluzji przeciwnej jest analogiczny.
Oczywiscie | J L1,J L2 C |J L, nalezy wigc pokazac ze | JL C |J Ly lub UL C |J La. Przypusémy,
ze UL € U L;. Jest wiec takiex € |JL, ze v ¢ |J L1. Pokazemy, ze wtedy |J L C |J Lo. Niechy € |J L.
Istnieje takie Y € L, ze y € Y. Istnieje tez takie X € L, ze x € X. Poniewaz L jest taiicuchem, wiec
istnieje takie Z € L, ze x,y € Z (w istocie Z = X lub Z =Y). Ale wowczas Z & Ly, bo x & |J L.
A wiec Z € Ly, skad y € | Lo.

Nie. Niech I,, = (—n,n) i Ly = {I, | n < k} dlan,k € N—{0}. Rodzina £ = {L;, | k € N—{0}}
jest tanicuchem taincuchow. Jesli L =J L, to L = {I, | n € N— {0}}. Tymczasem suma |J L = R nie
jest rowna zadnej sumie postaci | Ly = I.

Niech £ C (O bedzie taricuchem. Wtedy £ C R dla wszystkich R € O, skad UL € R dla
wszystkich R € ©. A zatem |JL£ € (O i juz.

[67B: Niech R i S beda taiicuchowo zamknigte i niech £ C R U S bedzie tancuchem zbiorow. Wtedy
L1 =LNRI1Ly = LNS sa laricuchami zawartymi odpowiednio w R i S, skad (J£; € R oraz
ULz € S. Ponadto £ = £1 U Ly, z zadania [66a] wynika wiec, ze |J£ = J £y lub JL£ = |J L,. Zatem
ULeRlubLe S, czyli UL e RUS.

Nie. Trywialny kontrprzyklad to pusty taiicuch rodzin taiicuchowo zamknietych. Jego suma jest
pusta i zawiera sie w tej sumie pusty tanicuch. Ale suma pustego taricucha nie nalezy do pustej rodziny.
Inne rozwigzanie: Niech I, = (—n,n) C R, dla n € N — {0}. Zbiory potegowe P(I,,) sa laiicuchowo
zamkniete, ale suma (tym razem niepustego!) tancucha £ = {P(I,,) | n € N—{0}} nie jest tanicuchowo
zamknieta. Istotnie, zbior P = {I,, | n € N—{0}} jest laiicuchem zbioréw oraz P C |J L. Tymczasem
UP =R ¢ L, bo zbior wszystkich liczb rzeczywistych nie jest podzbiorem zadnego z przedziatow I,,.

[70: Intuicja w tym zadaniu moze by¢ nastepujaca: Wyobrazmy sobie nieskoriczony graf, ktorego
wierzchotki sa numerowane liczbami naturalnymi. Kazde dwa wierzchotki sa polaczone czerwong albo
zielong krawedzia. Chcemy mieé nieskonczenie wiele wierzchotkow, z ktorych kazde dwa sa polaczone
tym samym kolorem.

Definiujemy przez indukcje ciag nieskoriczonych zbioréow N; C N, zaczynajac od Ng = N, w ten
sposob, ze liczby n; = minN; beda tworzyly ciag ostro rosnacy: ng < ny < ... Zalézmy, ze N; jest
juz okreslone i niech X; = {n € N; | {n;,n} € X} oraz Y; = {n € N; | {n;,n} € Y}. Jako N;;;
wybieramy ten ze zbiorow X;,Y;, ktory jest nieskoniczony (jesli oba sa nieskoriczone, to wybieramy X;).
Oczywiscie N; C N; dla ¢ < j, skad wynika, ze dla kazdego ¢ albo wszystkie pary {n;,n;} dla i < j
sa w X, albo wszystkie sa w Y. Zatem nieskoniczony zbior {n; | i € N} jest suma dwoch sktadnikow
Ax ={n; | Vj(i < j = {ni,n;} € X)} oraz Ay = {n; | Vj(i < j = {ns,n;} € Y)}. Jeden z tych
dwoch sktadnikéw musi wiec by¢ nieskoniczony. Jest to szukany zbior A.

Funkcja F' jest na P(N), bo kazdy podzbior A C N jest postaci F(x), gdzie x jest ciagiem stale
rownym A. Ale nie jest roznowartosciowa, bo np. F(z) = F(y) dla ciagu stalego x(i) = N i ciagu
, N, jesli i jest parzyste;
y(i) = { @, w przeciwnym przypadku.
Dla A = @, jedyny ciag = speliajacy warunek F(z) = @ to ciag staly (i) = @. Zatem F~*({2}) jest
jednoelementowy. Natomiast jesli A # @ to FF~1({A}) musi by¢ nieskoriczony. Do tego przeciwobrazu
naleza bowiem wszystkie funkcje yx postaci
. A, jeslii=k;
40 :{ o, jeslii#k,
gdzie k jest dowolna liczba naturalna. A wiec nie istnieje taki zbior A C N, ze F~1({A}) ma doktadnie
cztery elementy.

Obrazem jest odcinek B = [2,5]. Najpierw pokazemy, ze f(A) C B. Jesli (z,y) € A,t02 <z <4
oraz —1 <y < 3, zatem f(z,y) = /22 +y2>V4+0=21 f(z,y) = V22 +y2 <16+ 9 =15. Stad
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wartosé funkeji f(x,y) dla (x,y) € A jest zawsze elementem przedziatu [2,5].

Teraz pokazemy, ze B C f(A), tj. dla kazdego z € B istnieje takie (x,y) € A, ze f(z,y) = z.
Dla z < 4 bierzemy z = z, y = 0. Dla z > 4 bierzemy x = 4,y = V22 — 16. Latwo sprawdzi¢, ze
w obu przypadkach (z,y) istotnie jest elementem zbioru A.

Szukamy par (z,y) € Nx N, dla ktorych f(z,y) € (—3,3)U{5}. Kwadrat jest zawsze nieujemny,
wiee f7H((=3,3)U{5}) = {(z,y) e Rx R | (22 +y? <9) V (2% + y* = 25)}, co w przecieciu z N x N
daje zbior {0,1,2}2 U {(3,4),(4,3),(0,5), (5,0)} o 13 elementach. Rozwiazanie ilustruje rysunek
Jak wiadomo ze szkolnej geometrii, f(x,y) to odlegltosé punktu (x,y) od poczatku uktadu. Zatem
interesuja nas punkty (zaznaczone czarnymi kropkami), ktorych odlegtosé od (0,0) jest mniejsza od 3
albo réwna 5.

Zalozmy przeciwnie, ze dla kazdego n istnieje taki zbior C,, € P(N), ze C,, # f(n) dla wszyst-
kich f € F,. Jesli f = An.C,, to f € F,, dla pewnego m. Wtedy C,, = f(m), sprzecznosc.

Sprawdzimy, ze podane warunki sg spelnione przez funkcje:

F(n) = { k dla n postaci 2k g(n) = 2k +1 dla n postaci 2k

k dla n postaci 2k + 1 2k dla n postaci 2k + 1
(a) Liczby x i g(x) maja zawsze inna parzystosé, zatem g(x) # z. (b) Dla dowolnego k& € N mamy
9(9(2k)) = g(2k+1) =2k, 1 g(9(2k+ 1)) = g(2k) = 2k + 1. A wiec zawsze g(g(z)) =z. (c) Dlak € N
zachodza rownosci f(g(2k)) = f(2k +1) = k = f(2k) oraz f(g(2k + 1)) = f(2k) = k = f(2k + 1).
Zatem fog = f. (d) Dla kazdego n € N mamy f(2n) = n, wiec f jest na N. (e) Obraz zbioru
wszystkich liczb parzystych w odwzorowaniu g to zbior {g(n) | n parzyste}. Aby wykazaé, ze jest to
zbior liczb nieparzystych, zauwazmy, ze (i) jesli n = 2k to g(n) = 2k + 1 jest nieparzyste; (ii) jesli
m = 2k + 1 jest nieparzyste, to g(2k) = m.

Rysunek 4: Zadanie

Niech h(z) = (/' ({g(@)})), dla 7 € A. Wtedy h(z) € f({g(x)}, cavli F(h(x)) € {g()}, dla

kazdego x. A wiec foh =g.

Najpierw zauwazmy, ze dla dowolnych n € Z i A C Z, mamy (n,n) € F(A) wtedy i tylko wtedy,

gdy n € A. Istotnie, jesli (n,n) € (A x (A+N))U((A+N) x A), to albo (n,n) € (A x (A+N)) albo

(n,n) € (A+N) x A). W kazdym przypadku n € A. Implikacja w druga strone jest oczywista.
Funkcja F jest roznowartosciowa. Jesli bowiem F'(X;) = F(X3), to z obserwacji uczynionej powyzej

wynika natychmiast, ze n € X; wtedy i tylko wtedy, gdy n € Xo.

Funkcja F nie jest ,na”. Dla kazdego X # @ zbior F(X) jest nieskonczony, gdyz X + N jest

nieskoriczony. Zatem np. nie istnieje takie X, ze F(X) = {(—1,1)}.
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Poniewaz N + N = N, wiec F(N) = N x N. Skoro F jest roznowartosciowa, to F(X) = N x N
zachodzi tylko dla X = N. Stad F~}({N x N}) = {N}.

Jesli X € FTY({BCZxZ |1z C B}), to 1z C F(X), czyli (n,n) € F(X), dla wszystkich
n € Z. Z rozwazan czesci [04a] wynika, ze ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy X = Z. A wiec
F'{BCZxZ |1z CB}) ={Z}.

Funkcja F nie jest na NP™  poniewaz dla dowolnego f : N — N zachodzi F(f)(2) = 0, co

w szczegOlnosci oznacza, ze I (f) # AA.1 dla kazdego f. Inne uzasadnienie wynika stad, ze NP(N) = 2¢

a NN = ¢, zatem nie moze istnie¢ funkcja z NY na NP(Y),

Funkcja F jest réznowartosciowa. Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnej funkcji f oraz k € N zachodzi
F(f)({k}) = f(k). Stad jesli F(f) = F(g), to dla dowolnego k mamy f(k) = g(k), a zatem f = g.
Niech f € NN bedzie dowolng funkcja. Poniewaz F(f)(2) = 0, wiec @ € F(f)~1({0}), a zatem
F(f)~'({0}) # @, skad F(f) € L. A zatem F~'(L) = NV

m Poniewaz F(f)(2) = 0, wiec jesli F(f) jest funkcja stata, to jest to funkcja AA.0 stale rowna 0.
A poniewaz dla dowolnego k € N mamy F(f)({k}) = f(k), wiec f rowniez jest funkcja stale rowna 0

(czyli funkeja Ak.0). A wiec przeciwobrazem zbioru funkcji statych jest jednoelementowy zbior {Ak.0}.
97a: Funkcja F' nie jest nLI\TP+(N), poniewaz w ogole nie istnieje surjekcja z NN na NP+ Wynika
to stad, ze NP+() = 2¢ > NN = ¢,

[07BF Funkcja F jest réznowartosciowa. Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnej funkeji f oraz k € N zachodzi
F(f)({k}) = f(k). Stad jesli F(f) = F(g), to dla dowolnego k mamy f(k) = g(k), a zatem f = g.
Pokazemy, ze F~1(L) = {f | 0 € Rg(f)}.

(C) Niech f € F7Y(L). Wtedy F(f) € L, czyli F(f)~1({0}) # @. To znaczy, ze istnieje taki zbior A,
ze F(f)(A) € {0}, inaczej min f(A) = 0. W szczegolnosci 0 € f(A), czyli f(a) = 0 dla pewnego a € A.
A wiec 0 € Rg(f).

(D) Teraz zalozmy, ze 0 € Rg(f), czyli 0 = f(a), dla pewnej liczby a € N. Wtedy F(f)({a}) =0,
wiec {a} € F(f)~1({0}), a wiec F(f)~1({0}) # @. Mamy wiec f € F~1(L).

m: Przeciwobrazem zbioru S wszystkich funkcji statych z P(N) — {&} do N jest zbior S wszystkich
funkcji statych z N do N. Aby pokazaé, ze S C F~1(S), zalézmy, ze funkcja f € S jest stala,
powiedzmy stale rowna k. Wtedy F(f)(A) = min f(A4) = min{k} = k, dla dowolnego niepustego A,
zatem F(f) € S. Na odwrét, jesli f € F7L(S), to F(f) jest funkcja stala, w szczegolnosci dla
dowolnego n, wartos¢ F(f)({n}) = min f({n}) = min{f(n)} = f(n) jest zawsze ta sama. Funkcja f
musi wiec by¢ stata.

Nie, bo obraz niepustego zbioru P musi by¢ niepusty, wiec & & Rg(p).

100b; Nie, bo f(P) =g(P) =P, gdy f = idy oraz g = An.if n € P then n else 0.

Na poczatek zauwazmy, ze f € C wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(f) = f(P) € P(P), czyli gdy dla
wszystkich p € P zachodzi f(p) € P. Niech teraz h € C ¢ C. Wtedy h = f o g dla pewnych f,g € C
i dla kazdego p € P mamy g(p) € P, a wiec tez i h(p) = f(g(p)) € P. Stad h € C. Na odwrdt, jesli
heC,toh=~hoidy € C e(C, bo oczywiscie idy € C.
Funkcja F' nie jest na P(N) — P(N). Niech ¢ : P(N) — P(N) bedzie taka, ze p(N) = @. Jedli
p=F(f), to f(N)=F(f)(N) = p(N) =@2. Ale f(1) € f(N) — sprzecznos¢. A zatem ¢ ¢ Rg(F).
Funkcja F jest 1-1. Przypusémy, ze F(f) = F(g). Wtedy dla dowolnego X € P(N) zachodzi
rownosé f(X) = g(X). W szczegolnosci, dla dowolnego n € N mamy
[F)} = F({n}) = g({n}) = {g(n)}.
skad f(n) = g(n). A zatem f = g.
Funkcja v nie jest réznowartosciowa, bo na przykltad ¥ (idg) = ¢p(Az. z + 1) = IQ. Aby wykazac,
ze 1 : RE 2% P(R) — {@}, zauwazmy, ze dla kazdego niepustego zbioru B C R zachodzi B < €.
Istnieje wiec funkcja fp : I1Q - B. Wtedy ¢(f) = B, gdzie
xz), jesli x €1Q,
f(l‘) — { fB( ) J Q

0, w przeciwnym przypadku:
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Funkcja ¢ nie jest roznowartosciowa. Jesli np. f(z) = x4+ 1 dla z € R, to ¢(idr) = ¢(f) = 1Q.
Ale ¢ : R® 2% P(R), bo dla dowolnego B C R zachodzi B = ¢(f), gdzie
w, jeslix e B,
J@) = { 0, w przeci dk
, przeciwnym przypadku.
Jedli f jest funkcja stale téwna d, to zbior f~1(IQ) jest albo réwny R albo pusty, zaleznie od tego
czy d jest liczba wymierng czy nie. Zatem obraz zbioru wszystkich funkeji statych to rodzina {&, R}.
Natomiast przeciwobraz zbioru P(IQ) przy przeksztalceniu ¢ to zbior
»I(PIQ) = {f :R>R| f1(IQ) € PAQ)} = {f : R > R | /~1(IQ) C IQ}
— ([ R—R | ¥y(f(y) €1Q—y € IQ)} = {/: R~ R | Vy(y € Q > [(y) € Q)
—{/:R=R| flg: Q- Q}.
A wiec jest to zbior tych wszystkich funkcji typu R — R, ktore ,zachowujg wymiernosé”.
Przede wszystkim sprawdzmy, czy réwnanie ma sens, tj. czy lewa i prawa strona jest tego samego
typu (i jaki to jest typ). Poniewaz R jest podzbiorem zbioru wartosci funkeji @, wiec elementami
rodziny R sa podzbiory zbioru A. Suma tej rodziny jest tez podzbiorem zbioru A. Natomiast ®~1(R)
to przeciwobraz rodziny R przy ®, czyli podzbiér zbioru P(B). Inaczej mowiac, jest to rodzina
podzbioréw B. Suma tej rodziny jest tez podzbiorem B, wiec lewa strona rownania to wartosé funkcji ®
dla tej sumy, czyli podzbiér zbioru A. Zatem obie strony réwnania to podzbiory zbioru A.
(C) Niech z € ®(JP 1(R)). Ale 2(UP}(R)) = fFHUP L(R)), wiec mamy f(z) € JP 1 (R),
czyli istnieje taki element X rodziny ®~(R), ze f(x) € X. Skoro X € ®~1(R), to ®(X) € R, a skoro
f(z) e X, tox € f1(X) = ®(X). Mamy wiec z € ®(X) € R skad z € UR.
(D) Niech z € [JR. Jest takie X € R, ze x € X. Poniewaz R C Rg(®), wiec X = ®(Y") dla pewnego
Y CB. Skorox € X =®(Y) = f1Y), to f(z) € Y. Ponadto Y € ®7}(R), bo ®(Y) = X € R.
Stad f(z) € Y € @ 1(R), wiec f(z) e JPH(R), ezyliz € f~H{UPH(R)) = d(JPL(R)).
Tak. Wezmy f,g: X — Y takie, ze f # g. Wtedy dla pewnego x € X zachodzi f(z) # g(z).
Zatem Cx.y () ({f(2)}) # Cx.y (9)({F(@)}):
Nie. Nie istnieje taka funkcja f, ze Crop0y (f)({0}) = f1({0}) = @.
Nie. Wezmy X =Y =N1i f(n) = 2n. Wtedy Cyn(f)({1}) = Cun(f)({3}) = @.
Nie. Wezmy X =Y =Ni f(n) = [§]. Wtedy Cyn(f)(A) # {0}, dla kazdego A. Jesli bowiem
0€Cun(f)(A) = f"1(A), to 0= f(0) € A. Ale wtedy takze 1 € Cyn(f)(A), bo f(1) =[] =0.
Tak. Wezmy A C X. Szukamy takiego B C Y, ze Cx vy (f)(B) = A. Skoro f jest roznowartos-
ciowa, to f~1(f(A)) = A, wiec mozna przyja¢ B = f(A).
Tak. Wezmy A, B C Y, A # B. Bez straty ogdlnosci zakladamy, ze istnieje takie y € Y,
zey € Aiy ¢ B. Skoro f jest na, to istnieje takie z € X, ze f(x) = y. Zatem = € Cx y(f)(A4)
iz ¢ Cxy(f)(B)
Nie, na przyktad f(N) = f(N — {0}) = idy. Istotnie, dla dowolnego n mamy
n=max{zx e NU{0} | z <n}=max{zr e N| 2z <n} =max{z € (N—{0})U{0} | z <n}.
Nie, na przyktad funkcja stala An.3 nie jest postaci f(S) dla zadnego zbioru S. Niemozliwe
jest bowiem, aby f(5)(2) = 3, bo max{zx € SU{0} | + <2} €{0,1,2}.
Inkluzja f(N)(N) C N jest oczywista, bo f(N) jest funkcja z N do N. Z drugiej strony, dla
dowolnego k € N mamy k € f(N)(N), poniewaz f(N)(k) = k.
109d} (=) Zalozmy, ze f(S)71(S) = N. W szezegolnosci 0 € £(S)71(9), czyli £(9)(0) € S. Poniewaz
f(S8)(0) =max{z € SU{0} | z <0} =0, wigc 0 € S.
(<) Zalézmy, ze 0 € S i niech n € N. Wtedy f(S)(n) = max{z € SU{0} | < n} € S. Skoro
f(S)(n) €S, ton € f(S)71(S).
Latwo widzie¢, ze f(@) = f({0}) = Az.0 € C, zatem {@,{0}} C f~'(C). Na odwrot, jesli
S € f7HC), czyli f(9) jest funkcja stala, to tak samo jak w punkcie udowodnimy, ze nie moze
to by¢ zadna stala inna niz zero. Stad max{z € SU{0} | z < n} = 0 dla kazdego n € N, czyli
S U {0} = {0}, inaczej mowiac, albo S = & albo S = {0}.
Zauwazmy, ze o((f,A\r.1)) = Az.x + 1, dla dowolnego f € NN. Zatem funkcja ¢ nie jest
roznowartosciowa, bo np. p((Az.17,\x.1)) = o({(Az.42, \x.1)).
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Tak, poniewaz f = ¢({f, Az.0)), dla dowolnego f € NI.
Niech g,, = Az.if z = m then 1 else 0. Dla kazdego m € N mamy o({(A\z.1, g,,)) = An.1, wiec
przeciwobraz ¢~ !({\n.1}) jest nieskoriczony, bo funkcje g,, sa rézne dla réznych m.

Dla k # 1 pokazemy, ze przeciwobraz ¢~ ({\n.k}) jest skoniczony, a doktadniej jednoelementowy.
Niech wiec k # 1 i niech o({f,g)) = In.k. Wtedy g = Az.0. Istotnie, w przeciwnym razie niech
n =min{z | g(z) = 1}. Wtedy ¢o({f,g))(n) = 1 # k, sprzecznos¢. A skoro zawsze g(n) = 0, to takze
f(n) = o({f,g9))(n) = k dla kazdego n. Stad wynika, ze para (Az.k, Az.0) jest jedynym elementem
przeciwobrazu ¢! ({\n.k}).

Zatozmy najpierw, ze h € (NN x {g € {0, 1} | g=1({1}) = 1}), to jest, ze h = ¢({f,q)),
gdzie g=1({1}) = 1. W szczegolnosci, zbior g~ ({1}) = {z | g(x) = 1} jest niepusty, a juz weczesniej
widzielismy, ze p((f,g))(n) =1 dla n = min{z | g(z) = 1}. A wiec 1 € Rg(h).

Na odwrét, jesli 1 € Rg(h), to niech m = min{y | h(y) = 1}. Wtedy h = ¢((h, gm)), gdzie g, jest

funkcja, o ktorej mowa w rozwigzaniu zadania Oczywiscie gm' ({1}) = 1, wiec h nalezy do lewej
strony roéwnania.
Funkcja ¢(s) jest roznowartosciowa, bo zbiory ¢(s)(n) = {k | k > n} sa rézne dla réznych liczb
n € N. Natomiast ¢(g) jest funkcja stata, bo ¢(g) = An.{0,1}.
Zbior G jest nieskoniczony (mocy €). Naleza do niego na przyklad wszystkie funkcje postaci
Pp=An.if n<1thenl—nelseif n€ A then Oelse 1,
gdzie A C N — {0,1}. Jest tych funkcji nieskoriczenie wiele, bo oczywiscie &4 # &5 gdy A # B.
Zbior E jest pusty: przypusémy bowiem, ze h € E, czyli p(h)(n) = N dla wszystkich n € N. Wtedy
np. 1€ p(h)(0) oraz 0 € ¢(h)(1), wiec sa takie k,m > 0, ze h*(0) = 1 oraz h™(1) = 0, skad
RET™(0) = 0. Ale to znaczy, ze zbior p(h)(0) = {h*(0) | 0 < i} = {h*(0) | 0 < i < k+m} jest skoficzony
irozny od N — sprzecznosé. Pokazemy jeszcze, ze zbior S jest jednoelementowy, tj, ze jesli p(h) = p(s),
to h = s. Przypusémy wiec, ze dla wszystkich n € N zachodzi ¢(h)(n) = ¢(s)(n) = {k | k£ > n}.
To znaczy, ze h"(n) > n dla wszystkich n i wszystkich r > 0. Wezmy teraz dowolna liczbe p € N.
Z powyzszego wynika, ze h(p) > s(p). Ale gdyby ta nieréwnos¢ byta ostra, to dla pewnego ¢t mieliby$my
tez h'(h(p)) = p+ 1, bo przeciez p+ 1 € ¢(h)(p). I tu jest sprzecznosé, bo p + 1 < h(p) < ht(h(p)).
Negatywne odpowiedzi na oba te pytania wynikaja wprost z zadania Skoro zbiér E jest
pusty, to funkcja ¢ nie jest ,na’”; a skoro zbidér G ma wiecej niz 1 element, to ¢ nie jest roznowartosciowa.

Skoro ¢(f)(n) C N, oraz ¢(f) : N — P(N), to wyrazenie ¢(f)(¢(f)(n)) oznacza obraz zbioru
©(f)(n) przy operacji ¢(f), czyli rodzine zbiorow X = {@(f)(k) | k € o(f)(n)}, ktorej suma jest
podzbiorem N. Aby udowodnié inkluzje | J X C (f)(n), rozpatrzmy dowolny element m € (J X. Z de-
finicji sumy istnieje jaki$ element rodziny X, do ktérego nalezy m. Inaczej: istnieje takie k € ¢(f)(n),
ze m € o(f)(k). To znaczy tyle, ze k = ft(n) i m = f%(k), dla pewnych t,u > 0. Ale wtedy
m = fi*%(n) skad m € o(f)(n) i gotowe.

114t (a = b) Zalozmy (a) i przypusémy, ze W(g) C U{W(f) | f € F'}. Poniewaz W(f) C X dla
wszystkich f € F, wigc zbior {W (f) | f € F} jest zawarty w X. Stad W(g) C X, a wiec g € F.

(b = a) Niech X = J{W(f) | f € F}. Dowodzimy, ze F = {f: A— B | W(f) C X}.

(Q) Jesli f € F, to W(f) C X wprost z definicji X.

(D) A jesli W(f) C X, to z warunku (b) wynika f € F.

Dla dowolnego m € N niech A,, = Rg(f™), w szczegblnosci Ag = A. Przyjmijmy, ze kazdy ze
zbiorow A,, ma a,, elementéw. Poniewaz f|a, : An 2 A (dlaczego?), wiec ciag {am tmen jest
nierosnacy, a zatem od pewnego miejsca staly: istnieje takie m, ze dla wszystkich k > m zachodzi
rownosé ar = a,,. Poniewaz jest tylko skonczenie wiele a.,-elementowych podzbioréw skoriczonego
zbioru A, wigc istniejg takie liczby p,q, 2e m < p < q oraz A, = A, Funkcja (f[a,)?7? jest
wiec bijekcja zbioru A, w siebie. Zbioér A, jest oczywiscie skoiiczony, wigc dla pewnego r mamy
(f|Ap)T'(q*p) =1ida,. Niech teraz n = r-p-(¢—p). Poniewaz n > m, wiec Rg(f") = A,, = Ap; ponadto
fr=1id% =1ida,. A wiec funkcja f™ jest identycznoécia na swoim zbiorze wartoSci, spetnia wiec
warunek f” o f® = f™ na mocy zadania [126

Przyktadem funkcji f : P(N) — P(N), ktora dla zadnego T nie jest postaci ®(T), jest
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N, jesli A= g;
F(4) = { @, w przeciwnym przypadku.
Jesli T = {{{z},z) | € N}, to ®(T") = idpqy), bo wtedy
O(T)(a)={xeN|{z}Ca}={reN|zeca}=a.
Aby uzyskaé funkcje stalta musimy przyja¢ T = {(&,z) | € A}, dla wybranego A. Wtedy
O(T)(a)={xeN|xze A} =A

Przypusémy, ze ®(T) = ®(S) i przy tym T # S, na przyklad (a,z) € T — S. Skoro z nalezy
do ®(T)(a) = ®(5)(a), to (b,z) € S dla pewnego b C a. Stad x € ®(S)(b) = ®(T)(b), wiec jest takie
cCb, ze {c,x) € T. Wtedy ¢ C a, wiec ¢ = a. Zatem (a,z) = (¢, z) € S 1 mamy sprzecznosc.
Niech £(0) = 0 oraz f(n) =n — 1, gdy n > 0. Jesli teraz X = {0}, to mamy g(i) = f~*({0}) =
{n] fi(n) =0} ={0,...,i}. A zatem g(i) # g(j), dla i # j.
Tak, podany warunek spelnia funkcja

n+2 gdy n jest parzyste,

fn) =< n—2 gdy n jest nieparzyste i n > 3,

0 gdy n=1.
Niech m > 1. Zauwazmy, ze jesli n jest parzyste, to f™(n) > n, za$ jesli n jest nieparzyste, to f™(n)
jest albo mniejsze od n, albo parzyste.
(=) Niech A C B iniech f € B¥. Wtedy f~'(B) = @. Z inkluzji A C B wnioskujemy, ze
(A ={neN|fn)c A} C{neN| f(n) € B} =fYB)=9g,skad f € A".
(<) Niech B# C A# i niech a € A. Przypusémy, ze a ¢ B i niech f bedzie funkcja stale rowna a.
Wtedy f~Y(B)={neN| f(n) e B}={n €N |a€ B} =g, wiec f € B¥ C A¥. Ale mamy takze
(A ={neN| f(n)e Al ={neN|ac A} =N, zatem f ¢ A%, sprzecznosc.
Nastepujace rownowaznoéci wynikaja wprost z definicji:

f€Mer DY & VteTV¥neN. f(n) ¢ Dy
fe€Uer Df & 3teTV¥neN. f(n)¢ Dy
f € User D)* & VYneN-(3teT. f(n) € Dy);
f€(MerD)* < VYneN-(VteT. f(n) € Dy).

Dwie ostatnie réwnowaznosci mozemy jeszcze przepisaé tak:

f€Uer D)* & VneNVteT. f(n) ¢ Dy
f€(MerD)* & VYneN3teT. f(n) ¢ D

Wynika stad od razu, ze zachodzi réwnosé (i), wystarczy przestawié¢ kolejnosé kwantyfikatorow uni-
wersalnych. W przypadku (i) mozemy wywnioskowaé tylko inkluzje z lewej do prawej. Rownosé (ii)
w ogoblnodci nie zachodzi: niech na przyktad T'= N oraz D; = {n | n > t}. Wtedy (\,cp Dt = 9,
wice zbior (N, Di)¥, czyli zbior @#, to zbior wszystkich funkcji z N do N, bo przeciwobraz zbioru
pustego jest zawsze pusty. Tymczasem funkcja identycznosciowa idy nie nalezy do zbioru J,cp D;# ,
bo zbiory idy"(D;) sa niepuste (mamy idy"(D;) = D;).

(=) Niech A C B iniech f € A'. Wtedy f~!(N) C A C B, zatem f € B".

(<) Niech A' C B'iniech a € A. Niech f, : Z — 7 bedzie funkcja zdefiniowana nastepujaco
fa(x) = if © = a then 0 else — 1. Oczywiscie f; '(N) = {a}, a zatem f, € A'. Skoro A' C B', wiec
takze f, € B', czyli a € B.

Nastepujace réownowaznosci wynikaja wprost z definicji:

fe€MierDi & VteTVze fY(N) (2 € Dy);
f€(Mier D) & Vze fFAN)VEET (2 € Dy).

Wynika stad od razu, ze zachodzi rownosé (i), wystarczy przestawié¢ kolejnosé kwantyfikatorow uni-
wersalnych. Rownosé (i) w ogolnosei nie zachodzi: niech na przyktad T'= N oraz D; = {t} dlat € N.
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Wtedy U,er Dy = N, wiec np. idz € (Uyer Dr)'s bo id; ' (N) = N. Ale oczywiscie dla zadnego t € T
nie zachodzi idz, € D}, a zatem idy ¢ User D;.

Zalozmy, ze C C Ai B C D iniech f € [A = B]. Aby pokaza¢, ze f € [C' = D], przypu$émy, ze
neC. Wtedyn € AC f~Y(B), czyli f(n) € BC D. Stad n € f~1(D). Pokazalimy, ze C C f~1(D),
czyli f € [C = DJ.

Zalozmy teraz, ze [A = B] C [C = D]. Udowodnimy najpierw, ze B C D. Niech b € B i niech
fo = Av.b. Wtedy f, '(B) = {n | fs(n) € B} = {n | b€ B} = N D A, wiec f, € [A = B]. Skoro
[A= B] C[C = D], to fy, € [C = D], czyli C C f, (D). Poniewaz C # @, wigc f, (D) # @, czyli
istnieje taka liczba ¢, ze fy(c) € D. Ale fp(c) = b, wigc b € D.

Aby wykaza¢ C' C A, przypusémy, ze x € C' — A. Skoro D # N i B # &, to istnieja takie k,b,
ze k ¢ Dibe B. Niech h = \y.if y = = then k else b. Dla y € A mamy h(y) = b € B, wiec
ACh™YB),czylih € [A= B] C [C = D]. Zatem C C h™}(D) = {n | h(n) € D}, skad h(x) € D.
Ale h(z) = k & D, sprzecznosc.

Zatozmy najpierw, ze A C C i D C B. Wezmy dowolna fukcje f € B = A. Mamy udowodnié,
ze f € D= C,tj. ze f~1(D) C C. Niech wiec n € f~1(D). Wtedy f(n) € D C B, wiec n € f~1(B).
Poniewaz f € B = A, wiec f~1(B) C A C C, czyli pokazalisémy, ze n € C.

Dla udowodnienia implikacji przeciwnej zalézmy, ze B = A C D = C dla A,B,C,D # o,N.
Pokazemy najpierw, ze D C B. Wezmy dowolne d € D. Zalézmy nie wprost, ze d ¢ B i niech
fao = Ar.d. Wtedy fq € B = A, gdyz f;'(B) = {n | faln) € B} = {n | d € B} = @ C A4,
ale fo ¢ D= C, gdyz f; (D) = {n| fa(n) € D} = {n|d € D} =N ¢ C, sprzecznos¢. Zatem d € B,
wykazalismy wiec, ze D C B.

Aby pokazaé¢, ze A C C, zalozmy, ze a € A. Wiemy, ze D # @ 1 B # N wiec istnieja takie d, 13, ze
de D oraz b ¢ B. Rozpatrzmy funkcje

d, jesli x =a;
fw) = { 137 w przeciwnym przypadku.
Mamy f~Y(B) = {n | f(n) € B} C {a} C A, awi¢gc f € B= AC D= C,skad f(D) CC.
Poniewaz f(a) = d, wiec a € f~*(D), skad a € C.
Tak, to jest dobrze okreslona funkcja. Dla n € N rozpatrzmy zbior A,, = {k € N | (k+1)? > n}.
Poniewaz n € A,,, wiec A,, # @. Niech k = min A,,; wtedy k2 < nidla! = n—k oba warunki zachodza.

Przypusémy, ze k? + 11 = n oraz n < (ki + 1)2, dla pewnych k1,l;. Wtedy k1 € A, wiec k < k.
Z drugiej strony mamy k? < n < (k+ 1)%, wiec k1 < k + 1. Ostatecznie, k < k; < k + 1, wiec jedyna
mozliwosé to k1 = k. Wtedy tez l =k —n=k; —n =1;.

Nie, ta funkcja nie jest ,na”. Rozwazmy pare (0,3). Jesli f(n) = (0,3), dla pewnego n, to
n=0%+3=3. Ale wtedy 1 = (04 1)2 > 3 - sprzecznosé¢. Zatem (0,3) nie jest wartoécig funkcji f.
Tak. Zalézmy, ze f(ny) = f(n2) = (k,1). Wtedy ny = k? + [ = na.

143d} Zauwazmy najpierw, ze $F_2i = 25F i = 2kEED
(E+1)2=k>+2k+1> k% +k, wiec f(XF_(2i) = (k, k).
Pokazemy teraz, ze f(A) = {(k,k) | k € N}. Niech (r,l) € f(A). Wtedy (r,l) = f(XF_ ,2i), dla
pewnego k, czyli (r,1) = (k, k). A zatem (r,l) € {(k,k) | k € N}. Na odwrét, dla kazdego elementu
zbioru {(k, k) | k € N} zachodzi f(XF_,2i) = (k, k), a wiec {(k, k) | k € N} C f(A).

Szukany przeciwobraz f~1(B), to zbior C = {I> - 1|1 >0Al € N}.

Pokazemy, ze C' C f~1(B). Wezmy dowolny element n zbioru C. Wtedy n = [? — 1, gdzie | > 0, wiec
n = (k+1)? — 1, dla pewnego k. Zatem n = k? + 2k oraz n < (k + 1)?, skad f(n) = (k,2k) € B.
A wiec n € f~1(B). Na odwroét, niech n € f~1(B). Z definicji zbioru B wynika ze f(n) = (n1,2n1),
dla pewnego ni, czyli n? + 2ny = n < (ny + 1)? = n? + 2ny + 1. Wtedy n = (n; + 1)2 — 1, skad od
razu n € C. W ten sposéb udowodnilismy, ze f~1(B) C C. A zatem zachodzi rownosé.

Zalozmy, ze ®(h) = ®(h’) dla pewnych h,h’ € YX. Pokazemy, ze wowczas h = h'. Istotnie,
z definicji h = ®(h)(idx) oraz b’ = ®(h')(idx). Skoro ®(h) = ®(h'), to tez h = h’.

Pokazemy, ze zbior wartosci funkcji @ jest rowny 1.

(Rg(®) C I) Rozpatrzmy dowolng funkcje h € Y. Pokazemy, ze ®(h) € I. Istotnie, z definicji ®
wynika ®(h)(fog) =ho fog=®(h)(f)og, dla dowolnych funkcji f,g: X — X.

= k2 + k, dla dowolnego k. Poniewaz
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(I C Rg(®)) Niech F bedzie elementem zbioru I. Pokazemy, ze F = ®(h), gdzie h = F(idx).
Rozpatrzmy dowolna funkcje f : X — X. Wowcezas F(f) = F(idxof) = F(idx)of = hof = ®(h)(f).
(Druga rownosé wynika z zalozenia, ze F' € I.) A zatem, F' = ®(h).
Przypus$émy, ze funkcja f jest niezmiennicza ze wzgledu na permutacje. Niech m € N oraz niech
n = f(m). Pokazemy, ze n = m. Zaldézmy przeciwnie, ze n # m. Niech n’ bedzie dowolng liczba
naturalng rézna od m oraz n. Rozwazmy taka permutacje , ze w(m) = m, w(n) = n’, 7(n') = n, oraz
(k) =k dlan & {m,n,n'}. Z zalozenia o niezmienniczosci f wynika, ze

n=f(m) = f(x(m)) = x(f(m)) = x(n) = ',
ale n # n/, wiec mamy sprzecznosé. Wobec tego, f(m) = m dla dowolnej liczby naturalnej m, czyli
f = idy. Funkcja idy oczywiscie jest funkcjg niezmiennicza i pokazalismy, ze jest to jedyna funkcja
niezmiennicza. Poszukiwanym zbiorem jest singleton {idy}.
Niech F bedzie funkcja spelniajgca warunki z tresci zadania. Znajdziemy taks funkcje f : N — N,
ze f71(X) = F(X) dla dowolnego zbioru X C N. W tym celu, dla m € N zdefiniujemy f(m) jako
taka liczbe naturalna n, ze m € F({n}). Inaczej, f(m) =wn:N.m € F({n}). Pokazemy najpierw,
ze taka liczba n € N istnieje, a potem pokazemy, ze jest ona jedyna.

Na mocy rownania ([46a), F(N) = N. Oczywiscie, N = |J {{n} ‘ n € N}, a wiec, przyjmujac
X = {{n} | n € N} w réwnaniu (146d), dostajemy, ze

N = F(N) = FU{{n} | n € N}) = U{F({n}) [ n € N}.
Poniewaz m € N, to réwniez m nalezy do prawej strony powyzszego rownania, czyli istnieje taka liczba
n €N, ze m € F({n}).

Zalozmy teraz, ze m € F({n}) oraz ze m € F({n'}), przy czym n # n’. Wtedy, na mocy réwnan
(146d) oraz (146b)), mamy m € F({n})NF({n'}) = F({n}n{n'}) = F(&) = @, ale przeciez niemozliwe
jest, by m € @. A zatem istnieje dokladnie jedna liczba n taka, ze m € F({n}). Wobec tego, nasza
definicja funkcji f jest poprawna.

Niech n € N. Z definicji funkcji f wynika ze f(m) = n wtedy i tylko wtedy, gdy m € F({n}) dla
dowolnej liczby m € N. Tak wiec, f~1({n}) = {m | f(m) € {n}} = F({n}). Wreszcie, dla dowolnego
zbioru X C N:

S = 57 (U} [0 € X)) = (= €N () € U} | ne X3} =
—{z6N|3neXf( ye{n}}={2eN|TIneX.zc ft{n})} =
U{f{n)|nex}=U{F({n})|neX}=
=FU{{n}|neXx})=F(X
Tak wiec, funkcja f spelnia wymagany warunek. Pozostaje wykazac, ze jest to jedyna taka funkcja.
W tym celu zauwazmy, ze jezeli f,g : N — N sa dwiema funkcjami takimi, ze f~1({n}) = g~ *({n}),
dla dowolnej liczby n € N, to f = g.

Istotnie, rozpatrzmy dowolne m € N. Wtedy, biorac n = f(m ), dostajemy réwnosé f=1({f(m)}) =
0 SGn)). Pontewas v, € [ 11 fo)])) wie takie €9 (), ol o) € () 2 o
musi znaczy¢, ze g(m) = f(m). Stad od razu wynika, ze jezeli f~ 1( ) = g~ (X) dla dowolnego zbioru
X CN, to f = g, wiec jest najwyzej jedna taka funkcja f, ze f~1(X) = ( ) dla dowolnego X C N.

Dla funkcji nastepnika s nie istnieje rozktad postaci s = go g. W przeciwnym razie przypusémy,
ze g(0) = n oraz g(n) = 1. Wtedy 2n = s"(n) = ¢*>"T1(0) = g(s"(0)) = g(n) = 1, skad 2n = 1 co jest
niemozliwe dla n € N. Ale prostszym przykladem jest funkcja f = Ax.1 —x: {0,1} — {0,1}.
Uogolniona sktadowa wyznaczona przez funkcje \i. 1 jest iloczynem postaci:

Mienl0,2i +1).
Ciag przedziatow [0,2i + 1) jest wstepujacy, wiec ich iloczyn jest rowny pierwszemu wyrazowi tego
ciagu, tzn. (,cn[0,2i +1) = [0,1).

Zauwazmy, ze [0,2i+1)° = [0,00) —[0,2i+1) = [2i+ 1, 00), dla dowolnego i € N. Zatem uogdlniona

sktadowa wyznaczona przez funkcje Ai.0 jest iloczynem postaci:

MNien[2i +1,00).
Ten iloczyn jest pusty. Istotnie, gdyby = € (,cn[2i + 1,00), to 2i 4+ 1 < 2 dla dowolnego i : N, czyli »
byltoby wieksze od wszystkich nieparzystych liczb naturalnych, a taka liczba rzeczywista nie istnieje,
co prowadzi do sprzecznosci.
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Niech f : N — {0,1} bedzie taka funkcja, ze f(2) = 1 oraz f(3) = 0. Czynnikami iloczynu
Nienl2i + 1,00)7@ sq zbiory [0,(2-2) + 1) = [0,5), oraz [0, (2 - 3) + 1)° = [0,00) — [0,7) = [7, ).
Poniewaz [0,5) N [7,00) = @, wiec ,ey[2i + 1,00)7() = &, skad uogélniona skladowa wyznaczona
przez funkcje f jest pusta.

Niech teraz g(0) = 01 g(x) = 1 dla « > 0. Funkcja g wyznacza uogdlniona sktadows postaci
[1,00) N[;50[0,2i + 1). Ten iloczyn jest niepusty, bo nalezy do niego liczba 1.
Zaczniemy od takiej obserwacji: jesli funkcja s wyznacza niepusta uogoélniong sktadowa, to jest
monotoniczna, tj. m < n implikuje s(m) < s(n). W przeciwnym razie s(m) = 11 s(n) = 0, jesli wiec
liczba x jest elementem uogoélnionej sktadowej, to w szczegolnosci

zeCi™ncy™ =10,2m+1)'N[0,2n+1)° =[0,2m+ 1) N [2n + 1,00) = @.

Oprocz funkcji Az. 0, ktéra wyznacza pustag sktadowa i nas nie interesuje, funkcje monotoniczne z N
do {0, 1} sa tylko postaci: g,(x) = if © < n then 0 else 1. Funkcja gy to funkcja Az. 1, ktora, jak
juz wiemy, wyznacza uogélniona sktadowa Sy = [0,1). Pokazemy, ze dla n > 0 skladowa wyznaczona
przez g, to przedzial S,, = [2n — 1,2n + 1). Istotnie, ;5 co = Nicpl2i+1,00) N ();5,,[0,2i +1).
Poniewaz ciag przedzialow [2i + 1,00) dla i = 0...n — 1 jest skoriczonym ciagiem malejacym, wiec
(i<nl2i 4 1,00) jest rowny ostatniemu elementowi ciagu, czyli przedziatowi [2n — 1,00). Podobnie,
ciag przedzialow [0,2i4+1) dlai =n,n+1,... jest ciagiem rosnacym, a wiec jego przeciecie jest rowne
pierwszemu elementowi, czyli [0, 2n+1). Zatem ;2o CY"? = [2n—1,00)N[0,2n+1) = [2n—1,2n+1).
A zatem zbior HZ’ wszystkich niepustych uogolnionych sktadowych to zbior {S,, | n € N}. Poniewaz

zbiory S, sa oczywiscie parami rozne, wiec bijekcje F': N = HZF mozna okresli¢ wzorem F'(n) = S,,.
na

[[49ak Tak. Tak.

Tak. Jest to iloczyn rodziny wszystkich zbioréw zawierajacych B i zamknietych ze wzgledu
na f. (Ta rodzina jest niepusta, bo zbior N jest oczywiscie f-zamkniety i zawiera B.) Ten sam zbior
mozna tez zdefiniowa¢ jako sume B, = |J, cyy Bn Wstepujacego ciagu zbiorow By, gdzie By = B oraz
B,y1 =B, U{f(D)| DCB,}dlanecN.

Tak. Niech Z bedzie niepusta rodzing zbioréw f-zamknietych i niech A C [ 2. Wtedy A C Z,
dla wszystkich Z € Z, wiec takze F(A) € Z, dla wszystkich Z € Z. No to F(A) € Z.

Nie. Rozpatrzmy funkcje F' = AA.if A skoriczony then 0 else 1 i laricuch zbiorow {A; | i € N},
gdzie A; = {2n | n < i} dlai € N. Zbiory A; sa F-zamkniete, bo 0 € A; dla kazdego i € N. Ale suma
Uien 4i = {2n | n € N} nie jest F-zamknieta.

Tak. Jest to iloczyn rodziny wszystkich F-zamknietych zbiorow zawierajacych B. Rodzina ta
jest niepusta, gdyz N jest F-zamkniety.

Nie. Wezmy na przyklad taka funkcje F:

0, jesli A = o;
F(A)=(¢ maxA+2, jesli A# @i A skonczony;
1, w przeciwnym przypadku.

Jesli B = @, to B, jest zbiorem wszystkich liczb parzystych, tymczasem F(B,) =1 ¢ B,,.

Elementami rodziny C(s) sa wszystkie zbiory postaci {m | m > i}, dla ¢ € N, oraz zbior pusty.
Natomiast do C(p) nalezy zbior pusty, zbiér pelny i wszystkie zbiory postaci {m | m < i} dla i > 1.

Funkcja C nie jest na P(P(N)), patrz Nie jest roznowartosciowa, bo na przyktad dla:
| n+2, jeslin jest podzielne przez 3;

fn) = { n—1, w przeciwnym przypadku,
zachodzi C(f) = C(f~') ={UX | X C {{3k,3k + 1,3k + 2} | k € N}. Inaczej, do C(f) = C(f~1)
naleza wszystkie sumy zbioréw postaci {3k, 3k + 1, 3k + 2}.
Zatozmy, ze Z' C C(f). Udowodnimy, ze f(IJZ') € UZ’. Niech z € f(lJZ'). Wtedy
x = f(y) dla pewnego y € |JZ’'. Jest takie A € Z/, ze y € A. Skoro A € Z' C C(f), to f(A) C A,
w szczegdlnosci ¢ = f(y) € A. Stad x € |J Z".
Jesli 2’ # @, to takze f(Z2') SN Z'. Jesli bowiem x € f((Z'), to x = f(y) dla pewnego y € (| 2.
Wtedy x € () Z’. Istotnie, dla dowolnego A € Z’ mamy y € A, czyli x € f(A) C A. Zatem x € A.
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Nie. Na przyktad rodzina {@,N} spelnia podane warunki, ale nie jest postaci C(f). Przy-
pusémy przeciwnie i zauwazmy, ze dla kazdego x € N zbior D, = {f*(z) | k € N} nalezy do C(f).
Ten zbior nie jest pusty, zatem D, = N, w szczegélnoéci wszystkie wartoéci f¥(x) sa rézne (inaczej
zbior D, bylby skoriczony). Ale stad wynika, ze D) = {f*(0) | k > 0} # Dy = N i tez mamy
sprzecznosc.

Tak. Niech A, B € P(N) iniech A # B, na przyktad niech n € A—B. Wtedy ¢(A)(idpv))(A) =
idp(N) (A N A) NA=ANANA = A, tymczasem (p(B)(ldp(N))(A) = ldp(N)(A N B) NB=AnNB.
Poniewaz n ¢ AN B, wigc p(A)(idpw))(A) # @(B)(idp))(A). Stad ¢©(A)(idpay)) # ¢(B)(idpq)),
a zatem @(A) # ¢o(B).

152bt Nie. Zbior P(N) — P(N) jest mocy 2%, zatem przeciwdziedzina funkcji ¢ jest mocy 22°,
Natomiast dziedzina P(N) jest mocy €. Poniewaz € < 2% < 22Q, wiec zadna surjekcja nie istnieje.
Inne rozwigzanie: 7 czesci wynika, ze zadna bijekcja, oprocz identycznosciowej, nie jest wartos-
cig funkeji ¢. Tymczasem istnieja nieidentycznosciowe bijekcje z P(N) — P(N) do P(N) — P(N), na
przyktad operacja H = Af.if f = AX. 2 then AX.N else if f = AX.N then \X. O else f.
Przypusémy, ze ¢(A) jest bijekcja. Zatem istnieje takie g, ze ¢(A)(g) = idpm)—pqy), W szcze-
golnosci N = p(A)(g9)(N) = g(ANN) N A C A. Stad wynika A = N, a wiec p~1(B) C {N}. W istocie
zachodzi réwnosé, bo funkcja ¢(N) jest bijekcja, mianowicie p(N) = idpw)—p )= (PE)—pay)). Mamy
bowiem ¢(N)(f)(X) = f(X NN)NN = f(X) dla dowolnych f i X.

Nie. Na przyklad jedli s jest funkcja nastepnika, to:

F(s,{1}) = s({1}) N5~ ({1}) = {2} " {0} = & = {3} N {1} = s({2}) N5~ 1 ({2}) = F(s, {2)).
Tak. Kazdy niepusty zbior A C N jest postaci F(idy, A), a o zbiorze pustym juz byla mowa
w odpowiedzi na pytanie [[53a]

Dla dowolnego k € N i dowolnego A € P, (N) mamy (An.k)(A) = {k} oraz (An.k)"1(A4) =
{n| ke A} =if k € A then Nelse @. Zatem F(An.k, A) =if k € A then {k} else @. Poszukiwanym
obrazem jest wiec zbior {{k} | k € N} U {@}, ktory jest oczywiscie mocy Rg.

7 odpowiedzi na pytanie wiemy, ze taka funkcja jest idy. Innych nie ma. Przypusémy
bowiem, ze f(n) = m # n dla pewnego n. Wtedy F(f,{n}) = {m}n f~1({n}) C {m}, a zatem
F(f,{n}) # {n}, bo przeciez {n} € {m}.

Przeciwobraz F~1({N}) jest mocy continuum, bo jest réwnoliczny ze zbiorem S wszystkich
surjekcji z N w N. Istnieje bowiem bijekcja H : S % F~1({N}), okredlona tak: dla f € S niech

H(f) = (f,N). Poniewaz F(f,N) = f(N)n f7}(N) = NN N = N, gdy f € S, wiec funkcja H
jest dobrze okreslona. Jest oczywiscie réznowartosciowa, pozostaje wiec sprawdzié, ze jest ,na”; czyli
ze z warunku (f, A) € F~'({N}) wynika, ze A = N oraz ze f jest surjekcja. Przypusémy wiec, ze
(f,A) € F7Y({N}). Wtedy F(f, A) = f(A) N f~1(A) = N, skad f(A) = f~1(A4) = N. Jesli wiec k
jest dowolng liczba naturalna, to k € f(A) czyli k = f(¢) dla pewnego £. A zatem f jest surjekcja,
a ponadto £ € N = f~1(A) czyli k = f({) € A, skad wynika, ze A = N.

Nie. Na przyktad G(Az.0,{1}) = N = G(Az.1,{0}).

Nie. Dla kazdego f i dla kazdego A zachodzi A C f~1(f(A)), a wiec z niepustosci A wynika
G(f, 4) # 2.

Jesli f € C jest funkcja stala Az.k, gdzie k € N, to f(A) = {k} dla kazdego niepustego A.
Poniewaz f~'({k}) = N, wiec G(f, A) = N. A zatem szukanym obrazem jest zbiér {N} o mocy 1.
154d; Poniewaz dla kazdego f zachodzi G(f,N) = N, wiec funkcja Af.(f,N) jest injekcja z NV
w szukany przeciwobraz. A poniewaz moc zbioru N x P, (N) to continuum, wiec z tw. Cantora-
Bernsteina taka jest tez moc G~!({N}).

Moc tego zbioru to continuum. Poniewaz G~!(SIN) € NN x P, (N), a moc tego ostatniego
zbioru to continuum, wiec korzystajac z tw. Cantora-Bernsteina, wystarczy sprawdzi¢, ze continuum
jest rowniez ograniczeniem dolnym. W tym celu pokazemy, ze Af.(f, {0}) jest dobrze okreslona funkcja
réznowartosciows ze zbioru wszystkich injekcji z N w N do zbioru G~1(SIN). Réznowartogciowosé jest
oczywista, ale nalezy pokazaé, ze funkcja ta jest dobrze okreslona, tj. ze dla kazdej injekcji f zachodzi

G(f,{0}) € SIN. Istotnie, G(f,{0}) = 7 (f({0})) = F~1({£(0)}) = {n | f(n) = £(0)} = {0} € SiN.
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Funkcja 9 nie jest roznowartosciowa, bo na przykltad ¢(An.n) = ¢¥(An.n+1) = @.
Mamy ¢~ 1({N}) = {f | ¥(f) = N} = {f | wszystkie zbiory f~!({n}) sa nieskoriczone}. Ten

zbidr jest niepusty, naleza do niego wszystkie funkcje, ktore nieskoriczenie wiele razy przyjmuja kazda
warto$¢ w zbiorze N. Przykladem jest taka funkcja h, ze h(n) = k wtedy i tylko wtedy, gdy n =k =0
lub n = 2% . ¢ dla pewnej nieparzystej liczby .

Udowodnimy, ze 1 jest surjekcja, tj. dla dowolnego zbioru A C N pokazemy, ze A = (f)
dla pewnej funkcji f. Przypadek 1: zbioér A jest nieskoriczony. Jest on wtedy réwnoliczny z N, a

wiec istnieje bijekcja pg : N = A Wtedy A = ¢(pa o h), gdzie h: N = N jest dowolna funkeja

a

ze zbioru =1 ({N}) (patrz [155b)). Przypadek 2: zbioér A jest skoiiczony, ale niepusty, powiedzmy
A ={ag,...,ax—1} dla pewnego k. Wtedy A = ¢(f), gdzie f(n) = anmodk- Przypadek 3: zbior A jest
pusty, wtedy A = ¢ (idy).

Tak, na przyktad funkcja nastepnika.

Tak, na przyktad funkcja poprzednika An.if n = 0 then 0 else n — 1.

Zbior M wszystkich funkeji matolepkich jest mocy continuum. Z jednej strony M C (N — N),

wiec M < €. Z drugiej strony € = P(N) < M bo jedli ©(X)(n) =if n € X thennelsen+1,dla X CN
in € N, to mamy injekcje © : P(N) Bty Ve Funkcja O jest dobrze okreslona, bo ©(X) przyjmuje
kazda warto$¢ co najwyzej dwa razy. Ponadto, jesi X #Y,np. n € X — Y, to ©(X)(n) # 6(Y)(n),
wiec O(X) # O(Y).

156d: Jesli f jest malolepka, to zbior Rg(f) jest oczywiscie przeliczalny, bo Rg(f) € N. Ma wiec
moc N, bo nie moze by¢ skoniczony. Istotnie, N = [J{f~1(b) | b € Re(f)} = U{f(f(a)) | a € N}.
Skoro kazdy ze zbioréw f~1(b) jest skoficzony, to nie moze ich by¢ skoriczenie wiele, bo suma skonczonej
rodziny skoniczonych zbioréw jest skoiiczona.

165¢ Skoro A ~ B, to istnieje bijekcja f: A =i Zdefiniujemy ¢: P(A) x P(B) = {0,1,2,3}4:

0 jeslia¢ Xif(a) ¢y,

1 jesiae X1if(a)dV,

2 jesliag Xif(a) €Y,

3 jesliae X1if(a) €Y.

Funkcja ¢ jest réoznowartosciowa, bo jesli (X,Y) # (X' Y'), to X # X' lub Y # Y’. Przypuéémy na
przyktad, ze X # X'. Wtedy istnieje element a, ktory odroznia X i X/, tzn.a € X—X'luba € X' —X.
Przypusémy, ze zachodzi a € X — X'. Wtedy ¢o((X,Y))(a) € {1,3} i o({(X',Y"))(a) € {0,2}, czyli
e({X,Y)) # o((X',Y")). Pozostate trzy przypadki sa analogiczne.

Aby pokazaé, ze ¢ jest ,na”, nalezy dla h: A — {0,1,2,3} wskaza¢ takie X,Y, ze o({X,Y)) = h.
Pokazemy, ze X = h=1({1,3}), Y = f(h"1({2,3})) sa dobre.

Wezmy a € A. Przypusémy, ze h(a) = 0. Wtedy oczywiscie h(a) # 1,3 oraz h(a) # 2,3, wiec
agh t({1,3}) = X oraz f(a) ¢ f(h~1({2,3})) = Y. Zatem z definicji, ¢((X,Y))(a) = 0. Podobnie,
jesli h(a) = 1,toa € h™1({1,3}) = X i f(a) ¢ f(h"1({2,3})) =Y, zatem p((X,Y))(a) = 1. Pozostale
dwa przypadki sa analogiczne.

Niech A, B € P(N) i niech A # B, np. m € A — B. Istnieje doktadnie jedna taka para (n,i), ze
m = a(n,i). Wtedy i € g(A)(n) oraz i ¢ g(B)(n). Zatem g(A)(n) # g(B)(n), a stad g(A) # g(B).
Funkcja g jest wiec réznowartosciowa.

Funkcja ¢ jest tez ,na” N — P(N). Jesli bowiem ¢ : N — P(N), to dla A = {«a(n,i) | i € ¢(n)}

mamy g(A)(n) ={ieN|a(n,i)e A} ={ieN|ie€pn)}=pn). A wie g(A) = p.
Poniewaz R ~ P(N), wiec takze RN ~ P(N)N. A wiec takich ciggow jest continuum (zadanie.
Niech T oznacza zbiér wszystkich tréjkatéw na ptaszczyznie euklidesowej R2. Najpierw udowod-
nimy, ze 7 < €, okreslajac funkcje fi : T =1 R6. Dla danego trojkata T' € T, niech (z1,y1), (x2,y2),
(x3,ys3), beda wspolrzednymi trzech wierzchotkow trojkata wzietymi w porzgdku leksykograficznym
tj. 1 < 29 < w3, a jesli 1 = xo lub x5 = x3 to, odpowiednio y; < y2 lub y2 < ys3. (Inaczej: jako
pierwszy wybieramy wierzcholek o najmniejszej pierwszej wspolrzednej, a jesli sa dwa takie, to decy-
duje druga wspolrzedna.) Mozemy teraz zdefiniowaé¢ f1(T) = (x1,y1, %2, Y2, T3,y3). Funkcja fi jest

p((X,Y))(a) =
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oczywiscie roznowarto$ciowa, bo rézne trojkaty nie moga mieé tych samych wspotrzednych. Uwaga:
nie jest wazne, ze wybraliSmy akurat porzadek leksykograficzny. Liczy sie to, ze funkcja f; jest dobrze
(jednoznacznie) okreslona.

Teraz pokazemy, ze T > €, okreslajac funkcje fo : R T Dlare R jako f(x) przyjmiemy trojkat
o wierzchotkach (x—1,0), (z+1,0) i (z,1). (Mozemy sobie wyobraza¢ ze przesuwamy ustalony trojkat
w pozycje zalezna od z.) Dla réznych x dostajemy rozne trojkaty, wiec funkeja fo jest réoznowartos-
ciowa. Ostatecznie z twierdzenia Cantora-Bernsteina wyniknie, ze T = €.

W przypadku tréjkatéw o wspotrzednych wymiernych postepujemy podobnie, ale zamiast wspotrzed-

nych w R mamy wspotrzedne w przeliczalnym zbiorze Q i dostajemy moc Ng. Ograniczenie do
trojkatow rownoramiennych nie zmienia odpowiedzi, ale mocg zbioru tréjkatéow réwnobocznych o wspot-
rzednych wymiernych jest. .. zero. Bo trojkat rownoboczny nie moze mie¢ wszystkich szesciu wspotrzed-
nych wymiernych.
Niech C oznacza zbior wszystkich funkcji ciagtych z R do R. Rozpatrzmy przeksztalcenie
F :C — RQ dane przez F(f) = fl|g. To przeksztalcenie jest réznowartosciowe, bo kazda liczba rzeczy-
wista r jest granica pewnego ciagu liczb wymiernych (g, )nen. Jesli wiec funkcje f i g sa ciaglei fo = go
to z rownosci f(gn) = g(¢n) dlan € N wynika f(r) = lim, 00 f(gn) = limy 00 9(gn) = g(r). Poniewaz
moca zbioru R jest €N = €, wiec C < €. Nier6wnosé w przeciwna strone jest oczywista (wystarczy
ograniczy¢ sie do funkcji statych), wiec C = €.

Niech P, (R) oznacza zbior wszystkich przeliczalnych podzbiorow R. Oczywiscie € < P, (R), bo

wystarczy wziaé pod uwage zbiory jednoelementowe. Ale takze € > P, (R), bo latwo okresli¢ funkcje
roznowartosciowa f : Py (R) ZL RN, Na przyktad tak: dla A € P, (R), jesli A jest nieskonczony, to
f(A) jest ciagiem rosnacym wszystkich elementow A. Natomiast dla skoriczonego A mozna jako f(A)
przyjaé cigg, w ktorym najpierw wystepujg elementy A w porzadku rosngcym, potem zero, a potem
wszystkie liczby naturalne, tez w porzadku rosnacym. Z tej konstrukcji wynika, ze moc zbioru P, (R)
jest co najwyzej taka, jak moc zbioru RY i juz mozna sie odwolaé¢ do zadaniam

Tak, bo 24 = 42.
Wskazowka: Koto otwarte plus dowolny podzbiér okregu daja w sumie zbiér wypukly.
Zbior G = {f : N - N | fo f = idy} jest mocy continuum. Mamy po pierwsze G < ¢, bo
G C NN, a zbior NN jest mocy continuum. Po drugie, 5 > P(N) = ¢, bo istnieje injekcja g P(N) =1 g.
Okreslimy ja tak: dla A C N oraz n € A przyjmiemy

o h(A)(4n) =4n+1, h(A)dn+1) =4n, h(A)(4n+2) =4n+ 31 h(A)(4n +3) = 4n + 2,
ale jesli n € A, to zrobimy troche inaczej:

o h(A)(4n) =4n+2, h(A)(An+2) =4n, h(A)(dn+1)=4n+3 i h(A)(4n+3) = 4n + 1.
Jasne, ze h(A)?(k) = k, ponadto dla A # B funkcje h(A) i h(B) sa r6ézne, jesli bowiem n € A~ B,
to h(A)(4n) # h(B)(4n).
Pokazemy, ze moca zbioru F = {f : N = N | fo f = f} jest €. Poniewaz F C NV, wiec F <e,
bo zbior NV jest mocy continuum. Wystarczy wiec sprawdzi¢, ze takze F > €, wskazujac funkcje
roznowartosciows h : {0, 1}V =} 7. Dla » : N — {0,1} niech h(yp) bedzie taka funkcja, ze:

h(p)(0) =0, h(p)(1)=1, oraz h(p)(n) = e(n—2), dlan > 2.
Nietrudno sprawdzi¢, ze h(p) o h(p) = h(p). Poza tym, jesli funkcje ¢ i 9 sa rozne, np. p(k) # ¥(k),
to h(p)(k + 2) # h(v)(k + 2), wiec h(p) # h(¢). Funkcja h jest wiec injekcja.
214 Poniewaz (P(N) — {{0},{1}}) C F, a zbior P(N) — {{0},{1}} jest mocy 2%, wiec 2¢ < Z.
Nieréwnos¢ w przeciwna strone¢ wynika z inkluzji F C (P(N) — P(N)), a zatem F=2¢
Niech F bedzie rodzing wszystkich funkcji okresowych z Z w {0, 1}. Rozwazmy funkcje:
Ful@) = { 1 jesli z = kn dla pewnego k € Z,
"1 0w przeciwnym przypadku,

Ewidentnie funkcje f,, dla n € N; sa parami rozne, zatem rodzina F jest nieskoriczona. Aby wykazaé,
ze F jest przeliczalna, okreslimy injekcje ¢: F = {0,1}*, prayjmujac o(f) = f(0)f(1)... f(k - 1),
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gdzie k jest najmniejsza niezerows liczba naturalng taka ze f(z) = f(z + k) dla wszystkich z € Z.
Przypusémy, ze o(f) = ¢(g9) = zox1 ... k-1 . Wtedy f(i) = z; = g(i) dla i € {0,1,...,k —1}. Na
mocy okresowosci, dla i € {0,1,...k — 1} i dowolnego j € Z zachodzi

fli+jk)=fli+(j—Dk) == f(i) ==g(i) = g(i + k) = g(i + 2k) = -+ = g(i + jk).
Stad, funkcje f i g przyjmuja takie same wartosci na liczbach catkowitych postaci i 4 jk dla dowolnych
i€{0,1,...,k—1}, oraz j € Z. Pozostaje zauwazy¢, ze kazda liczba catkowita jest tej postaci, zatem

funkcje f i g sa w istocie rowne.
Wskazowka: rozpatrzmy sume (J{{4 € R: min A =k} : ke N}.

(a) Tak. (b) Wskazowka: galezie nieskoniczonego pelnego drzewa binarnego maja skonczone
czesci wspolne.

Wskazowka: rozwiaza¢ najpierw zadania i

Zbior wszystkich bijekcji B jest podzbiorem zbioru wszystkich funkcji z N do N, ktory jest mocy
continuum. Zatem B < €. Nieréwno$é ¢ < B wynika z istnienia injekcji a : P(N) = B, ktora
teraz zdefiniujemy. Niech A C N i niech k € N. Jesli k € A, to przyjmujemy «(A)(2k) = 2k + 1
ia(A)2k+1) = 2k. Ajesli k &€ A, to a(4)(2k) = 2k 1 a(A)(2k + 1) = 2k + 1. Funkcja « jest
roznowartosciowa, bo jesli A # B, na przyklad k € A — B, to a(A4)(2k) = 2k + 1 # 2k = a(B)(2k),

skad a(A) # a(B). Z twierdzenia Cantora-Bernsteina otrzymujemy B = €.
Ten zbior jest mocy €, bo to po prostu zbior wszystkich funkcji z N do N.
Ten zbior jest mocy zero, bo jest pusty. Obraz zbioru skoriczonego jest zawsze skoriczony.

Zbior wszystkich funkeji z N do N jest mocy €, zatem zbiér A wszystkich funkcji spetniajacych
warunek (221c) jest co najwyzej mocy €. Poniewaz zbior wszystkich bijekcji zawiera si¢ w A, wigc
¢ < A (zadanie , skad A = € na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina.

221d; Niech B bedzie rozwazanym zbiorem. Pokazemy, ze B=c. Oczywiscie znowu B < ¢; osza-

cowanie z dotu otrzymamy konstruujac funkcje F' : P(N) =1 B. Dla dowolnego A C N i dowolnego
n € N okreslimy wartos¢ F'(A)(n) przez przypadki:

— Jedli n = p¥, gdzie p jest liczba pierwsza, to F(A)(n) = k;

— Jesli n = 6m, gdzie m € A, to F(A)(n) = 1;

— W pozostaltych przypadkach F(A)(n) = 0.

Sprawdzmy, ze F(A) € B dla dowolnego A. Wystarczy pokazaé, ze przeciwobrazy zbiorow jednoele-
mentowych sa nieskoriczone. Do zbioru F(A)~1({0}) naleza wszystkie liczby postaci 5- 7™, dla dowol-
nego m > 0. A jesli k > 1, to w zbiorze F(A)~!'({k}) sa k-te potegi wszystkich liczb pierwszych
(wszystkie liczby postaci p¥). Pozostaje sprawdzi¢, ze funkcja F' jest réznowartosciowa. Niech wiec
A # A’ naprzyklad m € A—A’'. Wtedy F(A)(6m) =1# 0= F(A’)(6m), skad wynika F(A) # F(A’).
Jesli przeciwobraz kazdego zbioru nieskoriczonego jest skoriczony, to réwniez przeciwobraz N
jest skoriczony, co jest niemozliwe, bo dla funkcji f : N — N zachodzi f~!(N) = N. A zatem zbior,
o ktorym mowa w czesci 2224 jest pusty, czyli jego moc to 0.

Pokazemy, ze pozostale trzy zbiory sa mocy continuum. Wiadomo, ze moc zbioru wszystkich funkcji
z N w N to continuum, a zatem jest to réwniez ograniczenie gorne na moc kazdego z naszych zbioréw.
Na mocy tw. Cantora-Bernsteina wystarczy wiec pokazaé¢, ze kazdy z nich ma podzbiér mocy €.
Rzeczywiscie, zbiory, o ktérych mowa w zadaniach i[222d] zawieraja w sobie zbi6r wszystkich
bijekcji z N w N, ktorego mocg jest continuum (zadanie . Natomiast zbidr z zadania zawiera
zbior {0, 13N, ktory tez jest mocy continuum.

7 zadania wynika, ze zbior wszystkich funkcji z N do P(N) jest mocy continuum. Zatem
zbior R funkcji réznowartosciowych z N do P(N) jest mocy co najwyzej continuum.

Niech F': (N — {0,1}) — R bedzie okreslona tak: F(a)(n) = {a(n),n + 2}, dla o : N — {0,1}.
Funkcja F jest dobrze okreslona, bo dla m # n mamy m + 2 ¢ F(«a)(n) a wiec funkcje F(a) sa
roznowartosciowe. Niech teraz «, 8 : N — {0,1} i niech o # f, tj. a(n) # B(n) dla pewnego n. Wtedy
a(n) € {a(n),n + 2}, ale a(n) € {B(n),n + 2}, bo a(n) # B(n) oraz a(n) < n + 2. Zatem funkcja F
jest roznowartosciowa, a stad moc zbioru R jest co najmniej continuum. 7 tw. Cantora-Bernsteina
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wnioskujemy, ze R = ¢. Natomiast moc zbioru surjekcji z N na P(N) jest zero. Zbior ten jest pusty,

bo N =R, < € =P(N).
228 Wskazowka: zastosowaé metode przekatniows.

230 Wskazowka: Przypusémy, ze jest funkcja f: AUB =5 R x R. Jest takie x, ze dla dowolnego ¥,
punkt (x,y) nie nalezy do f(A). Podobnie dla drugiej wspolrzednej. Ostatecznie jest (z,y) € f(AUB).
Wskazowka: Zauwazy¢, ze Ax B = J,cp A x {b}, i uogélni¢ zadanie Jedli f: Ax B — RE,
to dla kazdego b € B istnieje takie z;, € R, ze x, # f(a,b)(b) dla wszystkich a € A. Funkcja A\b. 3 nie
jest wartoscia operacji f.

232t Zbiér F jest mocy 2C. Nierownos¢ F < 2% wynika stad, ze F C R¥, a ten ostatni zbiér ma
moc €¢ = 2%, Aby wykazaé, ze F > 2%, zauwazmy najpierw, ze zbior QN jest takze mocy 2%, bo
R — N = ¢. Funkcja & : Q&N =% F moze zas by¢ okreslona warunkiem
| o, jesli x € N,
() = { f(z), w przeciwnym przypadku.
Oczywiscie U < € bo zbiér wszystkich funkeji z N do N jest mocy €. Zdefiniujemy teraz funkcje
F : NN — U. Ponizej, w3(n) oznacza najwieksze takie 7, ze n dzieli si¢ przez 3”.

F(f)(n)= { f(k),  jeslin = 2k;

ws(n), w przeciwnym przypadku.

Funkcja F' jest dobrze okreslona, tj, F/(f) € U dla f : N — N, bo dla dowolnego r istnieje nieskoriczenie
wiele liczb nieparzystych, ktore w rozktadzie na czynniki pierwsze daja r trojek. Funkcja F' jest tez
roznowartosciowa, bo dla f(k) # g(k) zachodzi F(f)(2k) # F(g)(2k). A wigc moc U jest co najmniej

taka jak moc zbioru NV, z czego ostatecznie wynika F = €.

Moc zbioru wszystkich funkcji z N do N jest réwna Ngo = ¢, zatem moc zbioru F jest co naj-
wyzej €. Aby stwierdzié¢, ze jest tez co najmniej €, wystarczy zauwazy¢, ze F zawiera zbior ciagdéw
zerojedynkowych, ktory jest mocy 2% = €. Skoro € < F < €, wiec F = €.

Moc N — N jest rowna Ngo = €, zatem moc zbioru zygzakéw jest co najwyzej €. Pokazemy,
ze jest ona tez co najmniej €, czyli ze jest réwna €. W tym celu okreslimy injekcje F : 2N =z ,
gdzie Z oznacza zbior wszystkich zygzakéw. Dla dowolnego ciggu a € 2V, funkcje F(a) definiujemy
przez indukcje, przyjmujac F'(a)(0) =0, F(a)(2n+2) = F(a)(2n+ 1) — 1 oraz:

ai2n) +1, jesli a(n) =0;
Fla)@n+1) = { aEan + 2, ;eéli aEng =1

Kazde zero w ciagu a odpowiada w F'(«) zwiekszeniu wartosci o jeden i zmniejszeniu o jeden. Kazda
jedynka odpowiada przyrostowi o 2 i spadkowi o jeden. Wartos¢ funkcji F'(«) dla nieparzystych
argumentow jest zawsze dodatnia, a wiec F' jest dobrze okreslona. Jesli teraz o # i n jest najmniejsza
liczba taka, ze a(n) # S(n), to funkcje F(a) i F(8) roznia sie w punkcie 2n + 1.

Dla a: N — {0,1} niech F(«) : N — N bedzie funkcja okreslong tak:

F(a)(2n) = n, oraz F(a)(2n + 1) = a(n), dla dowolnego n € N.

Poniewaz zawsze n < 2n oraz a(n) < 1 < 2n + 1 wiec mamy F(a)(k) < k, dla kazdego k& € N.
Inaczej mowiac F'(a) € A. Co wiecej, w istocie mamy F'(«) € B, bo funkcja F'(«) przyjmuje wszystkie
warto$ci w N. Okreslone w ten sposob przeksztalcenie F' : (N — {0,1}) — B jest roznowartosciowe.
Jesli bowiem «, 8 € N oraz « # 8, powiedzmy a(n) # B(n), to wtedy F(a)(2n + 1) # F(8)(2n + 1),
skad F'(«) # F(8). Wynika stad, ze zbior B (a tym bardziej zbior A) jest mocy co najmniej takiej jak
moc N — {0,1} czyli €. Z drugiej strony B C A C N — N, a poniewaz N — N tez jest mocy €, wiec
mamy B < A < €. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina otrzymujemy A = B = €.

Moc zbioru C jest rowna 1. Pokazemy przez indukcje, ze jesli f € C, to f(n) = n. Istotnie,
przypusémy, ze dla i < n mamy f(i) = ¢ i rozpatrzmy warto$¢ f(n). Gdyby f(n) < n, to z zalozenia
indukcyjnego f(n) = f(f(n)) i funkcja f nie bylaby réznowartosciowa. Poniewaz f(n) < n, wiec
pozostaje tylko f(n) =n. W zbiorze C jest wiec tylko funkcja identycznosciowa.

Liczba € jest ograniczeniem gérnym mocy B, gdyz NN = ¢. Pokazemy, ze € jest réwniez
ograniczeniem dolnym mocy tego zbioru. W tym celu skonstruujemy injekcje F: 2V b
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0, gdy n =0;
Flg)(n) = { n—g(n—1), w przeciwnym przypadku.
Wpierw pokazemy, ze definicja jest poprawna, czyli ze F(g) rzeczywiscie nalezy do B, gdy g € 2.
Wtedy F(g)(0) =0<0. Gdyzasn > 1,to g(n—1) > 0, azatem F(g)(n) =n — g(n — 1) < n. Ponadto
dla dowolnego m € N istnieje n € N, ktore czyni zado$¢ nieréwnosci m < F(g)(n). Wystarczy przyjaé
n =m + 2, aby otrzyma¢ m < m+2 — g(m +2) = F(g)(n).

Widzimy, ze definicja F' jest poprawna, sprawdzmy jeszcze, czy funkcja ta jest roznowartosciowa.
Niech g,h € 2Vi g # h. Zatem istnieje takie n € N, ze g(n) # h(n). Wtedy F(g)(n+1) # F(h)(n+1),
a wiec pokazaliSmy, ze F' jest roznowarto$ciowa. Skoro ograniczyliSmy moc zbioru B zaréwno z doltu
jak i z gory przez €, to B = € na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina.

Niech A oznacza zbior wszystkich funkcji o wlasnosci (a) i niech f € A oraz f(1) = k. Przez
indukcje udowodnimy, ze wtedy f(n) = kn dla wszystkich n. Najpierw zauwazmy, ze rownosé¢ 1 = 0+1
implikuje k = f(1) = f(0+1) = f(0) + f(1) = f(0) + k, skad f(0) =0 =k-0. W kroku indukcyjnym
fin+ ) =fn)+ f(1)=nk+k=(n+1)k. A wiecjedli f,g € A oraz f(1) =g(1), to f = g. Zatem
funkcja Af. f(1) : A — N jest réznowartosciowa, czyli A jest zbiorem przeliczalnym. Poniewaz A jest
oczywiscie nieskonczony (wszystkie funkcje An. kn naleza do A) wiec jest mocy Ng.
238b: Zbior B wszystkich funkcji o wlasnosci (b) jest zawarty w N — N, a wiec B < €. Nier6wnosé
przeciwna udowodnimy, definiujac injekcje ¢ : (P — N) = B, gdzie P jest zbiorem wszystkich
liczb pierwszych. Dla dowolnej funkeji f : P — N przyjmujemy, ze ((f)(0) = 0 oraz {(f)(1) = 1.
Kazda liczbe n > 1 przedstawiamy jednoznacznie jako iloczyn liczb pierwszych n = p’flpé~C2 cophr
i definiujemy ¢(f)(n) = f(p1)* f(p2)*2 --- f(p,)*r. Nietrudno sprawdzi¢, ze ((f) € B, czyli funkcja ¢
jest dobrze okreslona. Co wiecej, ((f)(p) = f(p) dla p € P, wiec jesli f # g, to takze {(f) # ((g).
Zatem ( jest réznowartosciowa, a poniewaz zbiér P — N jest mocy €, wiec B > €. Ostatecznie B = €.
Przypusémy, ze f spetnia warunek (c). Wtedy f(1) = f(1') = f(1)/®. Jedyna liczba d
o whasnosci d? = d jest 1, wiec f(1) = 1. Przypusémy teraz, ze f(k) = d # 1 dla pewnego k. Wtedy dla
dowolnych a,b mamy df(@?) = f(k*t) = f((k*)?) = (a/(@)f®) = gf(@)-f®) skad f(a-b) = f(a)- f(b),
czyli f spelia tez warunek (b). Dalej f(a+b) = f(a) + f(b), bo

df(att) = f(gott) = f(k - kb) = @/ (@) . gF(0) = gf(@)+f ()
czyli zachodzi tez (a). Ale jedyna funkcja o wlasnosci (a), taka ze f(1) = 1 jest identycznosé. Mamy
wiec tylko dwie funkcje o wlasnosci (c): identycznosciowa i stale rowna 1.
239 Zbior wszystkich funkeji izolujacych ma moc €. Aby udowodnié ten fakt, skorzystamy z twier-
dzenia Cantora-Bernsteina. Niech A oznacza zbiér funkcji izolujacych. Zbiér Z# wszystkich funkcji
z 7 do Z ma moc €. Mamy A C Z%, co daje nam nieréwnosé A < €. Pokazemy, ze zachodzi takze
¢ < A. Zbior wszystkich funkcji z Z do {0,1} jest mocy €. Zdefiniujemy funkcje ¢ : {0, 1}% A
0, jesli f(n) =01n jest parzyste;
2
4
6, jesli f(n) =11 n jest nieparzyste.
Kazda funkcja ¢(f) jest izolujaca. Dla parzystych argumentéw wartosé funkeji o(f) jest rowna 0
lub 2, dla nieparzystych 4 lub 6. Zatem na pewno dla sasiednich argumentéw mamy rézne wartosci.
Ponadto dla kazdej funkcji f € {0,1}2 mamy o(f)(Z) C {0,2,4,6}, wiec ¢(f) spetnia drugi warunek:
jesli ¢ € o(f)(Z) tox — 1,2+ 1 & ¢(f)(Z). Pokazemy, ze funkcja ¢ jest réznowartosciowa. Wezmy
f1, f2 € {0,1}2 takie, ze fi # fo. Wtedy istnieje takie n, ze fi(n) # fa(n). Bez straty ogdlnosci
mozemy zaltozyé, ze fi(n) =01 fa(n) = 1. Wtedy jednak o(f1)(n) € {0,4} i o(f2)(n) € {2,6}. Zatem
o(f1)(n) # 9(f2)(n), skad wynika, 7e o(f1) £ 9(f2)-
Kazda funkcja wyboru dla P(N) — {@} nalezy do zbioru NPM=12} Moc tego zbioru to 2%, wiec
moc zbioru funkcji wyboru jest co najwyzej taka.

Niech A oznacza zbior funkcji wyboru dla P(N)—{@} i niech P (N) oznacza zbior jednoelementowych
podzbioréw N. Wreszcie przez P>o(N) oznaczymy zbior (P(N) — {@}) — P1(N). Zauwazmy, ze P>2(N)
jest mocy €, wiec zbior funkcji {0,1}P>2M jest mocy 2¢. Okreslimy funkcje F : {0,1}P=2() A

, jesli f(n) =11 n jest parzyste;
o(f)(n) =

,jesli f(n) =01n jest nieparzyste;
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F(f)(X) = m?n(X —{min X}), egdy X 2 2i f(X)=1;
min X, w przeciwnym przypadku.

Dla kazdego f € {0,1}P=2(M) wartosé F(f) jest funkcja wyboru dla P(N)—{@}: jesli X jest jednoele-
mentowy, to F(f)(X) jest jedynym elementem zbioru X; jesli X ma wiecej niz jeden element, to
F(f)(X) jest najmniejszym lub drugim co do wielkosci elementem zbioru X. Pokazemy, ze f jest
roznowartosciowa. Jesli fi, fo € {0,1}P>2MN i f; =£ £, to istnieje taki X € Pso(N), ze f1(X) # f2(X).
Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze f1(X) = 01 fo(X) = 1. Wtedy jednak F(f1)(X) = min X
i F(f2)(X) =min(X — {min X}). Zatem rzeczywiscie F(f1) # F(f2).

Moc zbioru (P(N) — N) jest réwna N%NO = N§ = 2%, takie jest wiec ograniczenie goérne na moc
zbioru G. Aby pokazaé, ze jest to rowniez ograniczenie dolne, przyjmijmy dla C C P(N — {0, 1}):

0, jesli B € CU{N};

fe(B)=1<¢ 1, jesli B e P(N—{0,1}) — C;

min(N — B) w przeciwnym przypadku.
Dla dowolnego C i dla dowolnego B € P(N) mamy f¢(B) ¢ B, zatem kazde f¢ nalezy do zbioru G.
Ponadto, dla C; # C2 mamy fe, # fe,, gdyz jeslinp. B € C1 i B & Ca, to fe,(B) =0, a fe,(B) = 1.
Przeksztalcenie AC. f¢ jest wiec réznowartosciowa funkeja ze zbioru P(P(N — {0,1})) w zbioér G, skad
P(P(N—{0,1})) < G. Poniewaz moc zbioru P(P(N — {0,1})) jest 2%, wiec otrzymujemy G > 2¢
i z twierdzenia Cantora-Bernsteina, G = 2¢.
Niech R, = {f € R | Dom(f) ma n elementow}. Wtedy R = J{R, | » € N}. Udowod-
nimy, ze kazdy zbior R, jest przeliczalny, okreslajac funkcje F, : R, =1 N2, Dl f e R,
ustawimy wszystkie elementy dziedziny Dom(f) w ciag rosnacy a1 < as < --- < a, 1 przyjmiemy
E.(f)={a1,...,an, f(a1),..., f(ayn)). Funkcja F,, jest roznowartosciowa, bo z rownosci Fy, (f) = Fy.(g)
od razu wynika f = g (pierwsze n wspohrzednych determinuje dziedzing, a pozostale okreslaja wartosci
funkcji dla wszystkich argumentow). Zatem zbior R jest suma przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczal-
nych, a wiec jest przeliczalny Poniewaz N ~ N{%} C R, wiec zbior R jest nieskoriczony. A kazdy
nieskonczony zbiér przeliczalny jest réwnoliczny z N.

Pokazemy, ze zbior wszystkich funkcji powracajacych jest mocy €. Poniewaz zbiér wszystkich
funkcji N — N jest mocy €, to wystarczy nam oszacowanie dolne. W tym celu zdefiniujemy funkcje
roznowartosciowa F' ze zbioru wszystkich ciagéw nieskoiiczonych o wyrazach 0 lub 1 w zbiér funkcji
powracajacych. To oczywiscie zakonczy dowdd, gdyz takich ciagéw jest €.
Niech a = {a;};cn bedzie ciagiem nieskoriczonym o wyrazach 0 lub 1. Okreslmy:

F(a)(2i) = 2i oraz F(a)(2i+1) =2i+ 1 gdy a; = 0.

F(a)(2i) =2i+ 1 oraz F(a)(2i + 1) = 2¢ gdy a; = 1.
Niezaleznie od a, dla kazdego n mamy F(a)?(n) = n wiec F(a) jest powracajaca. Pozostaje uzasadnié,
ze F jest roznowarto$ciowa: dla dwoch réznych ciagéw a i b istnieje indeks j, dla ktérego a; # b;.
Woweczas jednak F(a)(25) # F(b)(2)), czyli faktycznie F'(a) # F(b).
W obu przypadkach moc danego zbioru jest co najwyzej taka jak moc wszystkich funkcji z N
do N; czyli co najwyzej €. Niech F bedzie zbiorem tych wszystkich funkcji f : N — N, ze dla dowolnego
n € N zbior f~1({k € N | k < n}) ma doktadnie n elementoéw. Pokazemy, ze € < F, co z twierdzenia
Cantora-Bernsteina da nam w obu przypadkach odpowiedz ,continuum”. Zauwazmy, ze do F nalezy
kazda bijekcja f : N — N. W szczegolnosei, jesli ¢ : N — {0,1} to do zbioru F nalezy funkcja
fe =An.if (([n/2]) = 0 then n else if 2|n then n+1 else n— 1. Operacja A{. f; jest roznowartosciows
funkcja z {0, 1} do F, a wiec istotnie moc F jest co najmniej €.
Funkcja f jest réznowartosciowa. Niech A # B, bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze istnieje
takie a € A, ze a & B. Z tego, ze A, B C N—{0} wynika, ze 0 ¢ A, B. Stad {0,a} € A, bo 0 ¢ A, oraz
{0,a} Z N—A boa € A, azatem {0,a} & f(A). Jednoczesnie {0,a} C N— B, a zatem {0,a} € f(B).
Stad f(A) # f(B).
246bt Funkcja f nie jest na P(P(N)), gdyz dla kazdego A € P(N — {0}) mamy & € f(A4). Zatem na
przyktad {{1},{2}} € Rg(f), gdyz zbior pusty nie jest elementem tej rodziny.

22Mozna to zrobié prosciej jesli sie skorzysta z zadaniam
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Skoro funkcja f jest roznowartosciowa, to moc zbioru Rg(f) jest rowna mocy zbioru P(N—{0}),
czyli €.

Moc (Rg(f) jest rowna Xy, poniewaz elementami rodziny (\Rg(f) = N{f(4) | A € P(N—{0})}
sa & oraz singletony {a} dla dowolnych a € N. Istotnie, dla kazdego zbioru A € P(N — {0}), mamy
@ € P(A) C f(A). Podobnie, singleton {a} nalezy do P(A) C f(A) jeslia € A, lubdo P(N—A) C f(A)
w przeciwnym przypadku (tu miesci sie w szczegolnosci przypadek a = 0).

Sa to jedyne zbiory nalezace do rodziny (YRg(f). Jesli zbior B ma co najmniej dwa elementy, czyli
a,be Bdlaa#bib#0,towtedy B & P({b}), gdyz a ¢ {b} oraz B ¢ P(N — {b}), gdyz b € {b},
a zatem B ¢ f({b}). Stad, B & (Re(f).

To nie jest funkcja réznowartosciowa. Na przyktad Z(An.n+1) = {0} = Z(An.n+2). Nie jest
to tez surjekcja, bo 0 € Z(f) dla kazdej funkeji f.

Dwa: zero i continuum. Z zadaniawiemy, ze Z71({A}) =0, gdy 0 ¢ A. Pozostaje pokazad,
ze w przeciwnym razie przeciwobraz singletona {A} jest co najmniej mocy continuum. (Szacowanie
7 gory jest oczywiste, bo Z71({A}) C N — N.) Mamy dwa przypadki.
Przypadek 1: Zbior A jest nieskoriczony. Wtedy zbior P = P(A — {0,1}) jest mocy continuum.
Okreslimy injekcje @ : P = Z7'({A}). DlaX e PizeN:

O(X)(x)=if z+1 € Athen (if z+ 1€ X then 0 else z) else z + 1.
Najpierw sprawdzmy, ze funkcja ® jest dobrze okreslona, tj. ze Z(®(X)) = A, dla X € P. Pokazemy
najpierw (nie wprost) zawieranie Z(®(X)) C A, zakladajac, ze n ¢ A. Skoro z definicji 0 € A, to
n =y + 1 dla pewnego y i mamy ®(X)(y) =n, skad n € Z(®(X)), boy <y +1=n.

Teraz przypusémy, ze n € A. Juz wiemy, ze 0 € Z(P(X)), wiec znowu mozemy zalozy¢, ze n = y+1
dla pewnego y. Jesli teraz x < n to albo x < y i na pewno ®(X)(z) <x+1 < n albo x =y a wtedy
O(X)(y) <y<n,boy+1eA Awigcne Z(P(X)).

Pozostaje sie przekonaé, ze funkcja ® jest réznowartosciowa. Wezmy XY € P i zalozmy, ze
n€ X —-Y. Wtedy n # 0,1, skad n = 2 + 1 dla pewnego z # 0. A zatem ®(X)(z) = 0 ale
O(Y)(z) = z, skad ¢(X) # (V).

Przypadek 2: Zbior A jest skoriczony. Niech liczba m ogranicza go z gory. Zdefiniujemy injekcje
U:(N—{0,1}) = Z7Y({A}), przyjmujac dla o : N — {0,1} i z € N:

U(a)(z) =if © < m then (if z+1 € A then 0 else z + 1) else z + 1 + a(xz — m).
Zaczynamy znowu od sprawdzenia, ze funkcja jest dobrze okreslona, tj. ze Z(¥(«)) = A dla kazdego .
Zacznijmy od inkluzji A C Z(¥(«)). Niech n € A, bez straty ogolnosci n = y + 1. Dla kazdego x < n
mamy z < m, wiec f(z) <z + 1. Zatem jesli x < y, to f(z) <n, ajesli x =y, to f(x) =0 < n. Stad
n € Z(¥(a)). Dla dowodu inkluzji odwrotnej zalézmy nie wprost, ze y +1 =n ¢ A. Jesli y < m,
to U(a)(ly) =y+1=mn,ajesliy >m, to ¥(a)(y) =y+ 1+ aly —m) > n. W obu przypadkach
n & Z(V(a)).

Teraz sprawdzmy réznowartosciowosé funkeji W. Niech a # 3, czyli a(i) # (i) dla pewnego 1.

Wtedy ¥(a)(m+i) =m+i+1+a(i)#m+i+1+63E) =Y(B)(m+1), skad ¥(a) # T(F).
Jesli zbior punktow jest zawarty w pewnym kole, to jest rowniez zawarty w kwadracie o wierz-
chotkach (—n, —n), (n, —n), (n,n), (n, —n) dla pewnego n € N. Niech B,, oznacza rodzine wszystkich
zbioréw punktoéw kratowych zawartych w tym kwadracie. Oczywiscie kazde B, jest rodzing skoriczona.
Natomiast rodzina wszystkich ograniczonych zbioréw punktow kratowych jest rowna (J,, oy Bn, wiec
jako przeliczalna suma zbioréw skoniczonych, jest przeliczalna. Rodzina ta ma moc Ny, gdyz naleza do
niej wszystkie singletony punktow kratowych.

Niech L oznacza srodkowa odcinka PQ. Pokazemy, ze poszukiwany punkt R lezy na tej proste;j.
Zacznijmy od takiej obserwacji: dla dowolnych dwoch réznych punktéow Ry, Ro € L, tamane PR;Q
oraz PRy() przecinaja sie tylko w punktach P i @ (przy czym zaden z tych punktéw nie nalezy do A).
Gdyby kazda tamana PRQ (dla R € L) miala niepuste przeciecie z A (rozumujemy nie wprost) to

L . - . 1-1 L e . .
mieliby$my roznowartosciowe przyporzadkowanie ¢ : L — A. Mozna je okresli¢ np. tak: poniewaz
zbior A jest przeliczalny, wiec przedstawimy go w postaci A = {a,, | n € N} i jako p(R), dla R € L,
wybierzemy taki punkt a, € PRQ, ze liczba n jest najmniejsza mozliwa.
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Niech B oznacza zbior wszystkich plaszczyzn zawierajacych odcinek PQ oraz niezawierajacych
(w calosci) zadnej prostej z L. Zbiér B jest niepusty, gdyz plaszczyzn jest nieprzeliczalnie wiele,
a prostych w L tylko przeliczalnie wiele. Teraz wezmy dowolna plaszczyzne m € B i powtbérzmy
rozumowanie z zadania 249 To jest mozliwe, gdyz kazda prosta, ktora nie zawiera si¢ w calosci
w plaszczyzZnie ma z nig co najwyzej jeden punkt wspoélny, a wiec zbiér w N L jest przeliczalny.
Zacznijmy od sprawdzenia, ze relacja r - r* jest przechodnia. Zalézmy, ze (x,y), (y,z) € r - r*.
Oznacza to, ze (z,u) € r, {(u,y) € r*, {y,v) € r, (v,z) € r*, dla pewnych u i v. Ale wtedy mamy
(u,2) € r*-r-r* Cr*.¢r* . r* C r* bo relacja r* jest przechodnia i zawiera r. Skoro (z,u) € r
oraz (u,z) € r*, to (x,z) € r-r*.

Jesli s jest relacja przechodnia zawierajaca r, to r-7* C s-(sU1) bo sU1 jest przechodnia i zwrotna.
Ale s- (sU1) C s (zadanie [262)), wiec r - r* C s. A wiec r - r* jest najmniejsza relacja przechodnia
zawierajaca 7. Dowod réwnosci r™ = r* - r jest analogiczny.
268bf Relacja rT U1, jest przechodnia i zwrotna, i stad wynika inkluzja z lewej do prawej. Druga
inkluzja bierze si¢ z tego, ze r* jest przechodnia i zawiera identycznosé.

Funkcja ¢ nie jest roznowartosciowa, bo np. ¢(An.0,An.1) =N = p(An.1,An.0).

Funkcja ¢ jest na P(N). Dla dowolnego A C N zachodzi p(An.0,xa) = A, gdzie xa to funkcja
charakterystyczna zbioru A okreslona jako xa(n) = if n € A then 1 else 0. Istotnie, dla x € A
mamy xa(z) =1 # 0= (An.0)(z), a zatem = € p(An.0,x4). Na odwrot, jesli z € p(An.0,xa), to
xa(z) # (An.0)(x) =0, czyli xa(z) = 1. To znaczy, ze x € A.

Tak. Niech R C P(N) bedzie dowolng rodzina. Rozpatrzmy relacje r = {{(An.0,x4) | A € R},
gdzie x4 jest jak w rozwiazaniu 269bl Pokazemy, ze ¢(r) = R. Istotnie, p(r) C R, gdyz dla
dowolnego B € ¢(r) istnieje takie A € R, ze p(An.0,x4) = B. Poniewaz jednak o(An.0,xa) = A,
a zatem A = B, wiec B € R. Zawieranie R C ¢(r) réwniez zachodzi, poniewaz dla dowolnego A € R
mamy (An.0,xa) € 7, a zatem A € ¢(r). Relacja r jest przechodnia, bo jesli (f,g),{(g,h) € r, to
f=g9=2An.0, azatem (f h) = (g,h) €.

269d; Nie. Dlarodziny R = {{0}, {1} } mamy ¢(x{0}, An.0) = {0} € Roraz o(An.0, x{13) = {1} € R,
a wiee (xqoy, An.0), (An.0,x(1}) € ¢~ 1(R), ale (x{0, x11}) € ¢~ (R), bo w(x(o},x(1}) = {0,1} € R.
A zatem relacja ¢~ (R) nie jest przechodnia.

Nie, np. jesli r1 = {(0,1),(1,2)} oraz ro = {(0,1),(1,2),(0,2)}, to p(r1) = p(rs) = ra.

270b Nie. Na przyklad relacja s = {(0,1), (1,2)} nie jest postaci ¢(r) dla zadnego r. Poniewaz
zawsze 7 C (1), mamy cztery relacje do rozpatrzenia. Dla r rownego kolejno @, {(0,1)}, {(1,2)},
mamy o(r) =r # s. Z kolei dla r = s mamy (r) = {(0,1),(1,2),(0,2)} # s.

Nie. Jesli 7 = {(0,1),(1,2),(2,3)}, wtedy 72 = {(0,2), (1,3)}, > = {(0,3)}, r* = @ i podobnie
r' = @ dla wszystkich i > 4. Zatem (0,3) € rT, ale (0,3) & p(r).

270dE Jesli r jest relacja przechodnia, to r o r C r, co przez tatwa indukcje implikuje 72" C r dla
dowolnego n. Zatem o(r) C r, a poniewaz oczywiscie r C ¢(r), wiec p(r) =7, dlar € T. Stad wynika
natychmiast, ze o(T) ={p(r) |reT}={r|reT}="T.

Nie. W rozwiazaniu czesci (270a)) relacja 1 nie jest przechodnia, a ¢(r1) jest przechodnia.
Zatem 11 € o~ (T), chociaz r1 € T.

Tak. Przypu$émy, ze A # B, na przyktad B — A # @. Niech x4 = Az.if x € A then 1 else 0.
Weedy (Az.1,x4) € p(A), ale (Az.1,x4) & @(B), bo 1 = (Az. 1)(b) £ xa(b) = 0.

271bt Nie, na przyktad dlatego, ze p(A) # @ dla dowolnego A. Istotnie, mamy np. (idy, idy) € p(A).
Po pierwsze, p~1(P) = P(N), gdyz dla kazdego A € P(N) relacja ¢(A) jest przechodnia.
Rozpatrzmy funkcje f,g,h : N — N, dla ktorych zachodzi (f,g),{g,h) € p(A). Wtedy dla a € A
mamy f(a) < g(a) < h(a), a wige (f,h) € @(A).

Po drugie, ¢~1(C) = {N}, gdyz ¢(N) jest czesciowym porzadkiem, natomiast dla A # N relacja ¢(A)
nie jest antysymetryczna. Istotnie, relacja ¢(N) jest zwrotna (to oczywiste) i przechodnia (to poka-
zalismy poprzednio), a jej antysymetria wynika stad, ze jesli f(n) < g(n) < f(n) dla kazdego n € N,
to f = g. Jesli natomiast A # N, czyli istnieje element a € N — A, to mamy (Az.0, x1q}) € ©(4)
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oraz (X{aq}, A%.0) € ¢(A), gdyz dla kazdego x € A zachodzi rownos¢ g(x) = x{.3(z) = 0. Poniewaz
funkcja x4} nie jest stale rowna zeru wigc ¢(A) nie jest antysymetryczna, czyli ¢(A) ¢ C.
Funkcja F nie jest roznowartosciowa, bo np. F(&,9) = & = F(&,N).
272bt Funkcja F' jest na P(N x N). Istotnie, dla dowolnego R € P(N x N) zachodzi F(R,N) = R.
Niech R oznacza zbiér wszystkich relacji rtéwnowaznosci w N. Pokazemy, ze F~1(R) = R x {N}.
Inkluzja (C) wynika stad, ze jesli F(R,A) = RN (A x A) jest relacja rownowaznosci, to A = N,
gdyz relacja rownowaznosci jest zwrotna w N. Poniewaz F(R,N) = R, wiec R musi by¢ relacja
rownowaznosci. Inkluzja odwrotna (D) wynika natychmiast z tego, ze F(R,N) = R.
272dt Nie. Niech R = {(0,1),(1,0)} i niech Z = {{0},{1}}. Wtedy F(R, |JZ) = F(R,{0,1}) = R,
ale | {F(R,A)| A€ Z} =F(R,{0})UF(R,{1}) = @.
Tak. Inkluzja (C) jest latwa, bo dla A € Z mamy (2 C A, a stad F(R, (1 Z) C F(R,A).
Przypusémy wiec, ze (x,y) € (\{F(R,A) | A € Z}. Wtedy dla kazdego A € Z para (x,y) nalezy do
F(R,A) = RN (A x A). Inaczej, zar6wno = € A jak y € A dla wszystkich A, skad z,y € (| Z. Pray
tym (x,y) € R wiec wreszcie mozemy napisaé (x,y) € RN (N Z x N 2Z) = F(R,N2).
Oczywiscie odpowiedZz w punkcie (272€) nie zmieni sie, natomiast w (272d]) zmieni sie na
twierdzaca. Niech (z,y) € F(R, |JZ), skad wynika, ze (z,y) € R1i (z,y) € UZ x |JZ, a wiec,
ze z,y € |JZ. Z definicji sumy rodziny zbioréw istniejy takie A,, A, € Z, ze x € A, iy € A,.
Poniewaz Z jest taiicuchem, wigc zbiory A, i A, sa poréwnywalne; przyjmijmy, ze A, C A,. Stad
z,y € Ay, z czego z kolei wynika, ze (z,y) € F(R, Ay), a wiec (z,y) € J{F(R,A) | Ae Z}.

W druga strone, jesli (x,y) € J{F(R,A) | A € Z}, to istnieje takie A € Z, ze (x,y) € F(R, A),
a zatem (z,y) € Ri(z,y) € Ax A. Stad z,y € A, a wiec z,y € J Z, czyli (z,y) € F(R,J 2).
Jesli n = 0 to relacja ¢(n) = {(0,n) | n € N} jest przechodnia, bo przypadek (z, ), (y, z) € v(n)
zachodzi tylko wtedy, gdy # = y = 0. Jesli jednak n # 0, to mamy (0,n), (n,n + 1) € ¢(n), ale
(0,n+1) & p(n), wiec p(n) nie jest przechodnia. Zatem ¢ ~1(T) = {n | p(n) jest przechodnia} = {0}.
273bt Tak, bo |Jp(N) to relacja zwyklego porzadku < w N. Istotnie, jesli (z,y) € |Jp(N), to dla
pewnego n mamy (z,y) € ¢(n), a wiec albo z < y = n albo = n < y. Na odwrot, jesli x < y, to
(z,y) € p(y) € p(N), wiec (z,y) € Up(N).
Dla dowolnego n, przypadek (z,y), (y, z) € p(n) zachodzi w jednej z trzech sytuacji:

l.z=n,y=n,n <z < 2n;
2. n<x<2n,y=2n, z=2n;
3. x=n,n<y<2niz=2n.

W dwoch pierwszych przypadkach to, ze (x,z) € ¢(n) jest oczywiste, w trzecim réwniez, poniewaz
(n,2n) € p(n). A wiec relacja ¢(n) jest przechodnia. Zatem przeciwobraz T to N.

Nie, bo (1,2),(2,3) € Up(N) (poniewas (1,2) € p(1) i (2,3) € (2)), ale (1,3) & Up(N).
Istotnie, gdyby tak bylo, to (1,3) € ¢(n), dla pewnego n. Wtedy albo n =11 3 < 2, albo 3 = 2n,
a tak jedno jak i drugie jest niemozliwe.

(=) Zalozmy, ze ® jest roznowartosciowa. Aby pokazaé, ze f jest na B, rozpatrzmy dowolny
element b € B. Jesli » = {(b,b)}, to ®(r) = {{(z,y) € A x A | (f(x),f(y)) = (bb)}, czyli
inaczej ®(r) = {(z,y) € Ax A| f(x) = f(y) =b}. Poniewaz r = {(b,b)} # &, a funkcja P jest
roznowartosciowa, wiec ®(r) # (@) = {{(z,y) € Ax A | (f(z), f(y)) € @} = @. A zatem zbior
O(r) ={(z,y) € Ax A | f(z) = f(y) = b} jest niepusty, czyli istnieje takie x € A, ze f(z) =b.

Na odwrot, przypusémy, ze f jest na B, i ze ®(r) = ®(r’) dla pewnych relacji r i 7/ w zbiorze B.
Udowodnimy, ze wtedy r = r'. Najpierw zalozmy, ze (z,y) € r. Poniewaz [ jest na wiec istnieja takie
x,y € A, ze f(z) =21 f(y) = y. Wtedy para (x,y) nalezy do ®(r), a wiec takze do ®(r'). To za$
znaczy, ze (x,y) = (f(z), f(y)) € r".

W ten sposéb pokazalismy, ze r C r’; podobnie wykazemy inkluzje w przeciwng strone.

(=) Zalozmy, ze f jest roznowartosciowa. Aby wykazaé, ze @ jest na P(A x A), rozpatrzmy
dowolna relacje s w zbiorze A. Niech r = {{u,v) € BxB|3zy € A(u = f(x)Av = f(y)A(z,y) € s)}.
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Pokazemy, ze ®(r) = s. Zaczniemy od inkluzji z prawej do lewej: niech (z,y) € s. Aby udowodnié, ze
(x,y) € ®(r) nalezy wykazac, ze (f(x), f(y)) € r, ale to wynika natychmiast z definicji relacji r.
Niech wiec teraz (z,y) € ®(r). Wtedy (f(x), f(y)) € r, czyli istnieja takie 2’y € A, ze f(z) = f(a'),
f(y) = f(y/) oraz (o', y') € s. Poniewaz [ jest ré6znowartosciowa, wiec x = z’ oraz y = v/, skad
wynika, ze (z,y) € s.
(<) Zalozmy, ze @ jest na P(A x A). Dowodzimy, ze f jest roznowartosciowa. Niech z,y € A oraz
f(z) = f(y). Rozpatrzmy relacje s = {{x,y)}. Skoro ® jest ,na”, to istnieje taka relacja r C B x B,
de s = &(r) = {(z.y) € Ax A | (f(z),(3)) € r}. Skoro (z,5) € B(r), to (f(z), /(y)) € r. Ale
f(z) = f(y), wiec takze (f(y), f(x)) € r, co oznacza, ze (y,z) € ®(r) =s = {(z,y)}. Stad zas z = y.
Przede wszystkim sprawdzmy, czy réwnanie ma sens, tj. czy lewa i prawa strona jest tego samego
typu (i jaki to jest typ). Poniewaz R jest podzbiorem przeciwdziedziny funkcji ®, wiec ®~1(R) to
przeciwobraz tego podzbioru, czyli podzbior zbioru P(B x B). Inaczej mowiac, jest to rodzina relacji
w zbiorze B. Suma tej rodziny jest relacja w B, wiec lewa strona réwnania, to warto$é¢ funkcji ®
dla tej relacji, czyli relacja w A. Z prawej strony jest tez relacja w A, jest to bowiem suma rodziny
relacji R. Teraz pokazmy, ze réwnos¢ zachodzi.
(C) Niech (z,y) € ®(U® 1(R)). To znaczy, ze (f(x), f(y)) € UP1(R), czyli istnieje taki element r
rodziny ®~1(R), ze (f(z), f(y)) € r. Z definicji ® wynika, ze wtedy (x,y) € ®(r). A skoror € ®~1(R),
to ®(r) € R. Ostatecznie mamy (z,y) € ®(r) € R, czyli (x,y) € UR.
(D) Niech (z,y) € |UR. Jest wiec takie s € R, ze (z,y) € s. Poniewaz @ jest ,na”, wiec s = ®(r) dla
pewnej relacji 7 w zbiorze B. No to (z,y) € ®(r) czyli (f(x), f(y)) € r. Ponadtor € ®1(R), bo s € R.
Stad (f(z), f(y)) € r € P L(R), co oznacza ni mniej ni wigeej, tylko tyle, ze (z,y) € ®(JP~H(R)).
Nalezy przyja¢ zry wtedy i tylko wtedy, gdy {z,y} € A.
Nie. Niech A ={0,1} i niech r; = {(0,1)}, o = {(1,0)}. Relacje r1 i 73 sa przeciwzwrotne,
ale ich zlozenie 1 - r9 = {(0,0)} nie jest.
Tak. Niech R bedzie niepusta rodzing relacji przeciwzwrotnych. Istnieje wiec przeciwzwrotna
relacja r € R. Przypusémy, ze (a,a) € (R dla pewnego a. Skoro r €€ R, to {a,a) € r, sprzecznosc.
Tak. Niech R bedzie rodzing relacji przeciwzwrotnych. Przypusémy, ze (a,a) € |JR. Wtedy
istnieje takie r € R, ze (a,a) € r. Zatem r nie jest relacja przeciwzwrotna. Sprzecznosé.
Nie. Relacje r1 = {(3,2),(3,4),(1,6)} i ro = {(2,1), (4,5), (6,5)} sa krzaczaste, ale ich zlozenie
r1-re = {(3,1),(3,5),(1,5)} nie jest relacja krzaczasta.
Tak. Niech R bedzie dowolng niepusta rodzing relacji krzaczastych i niech a,b,c € A beda
takie, ze (a,b), (a,c) € [\ R. To oznacza, ze dla kazdej relacji r € R zachodzi arb i arc. Poniewaz r
jest z zalozenia krzaczasta, to =brc i —crb. Zatem (b,¢) i {(c,b) nie naleza do zadnej relacji r € R,
z czego wynika, ze (b, c), (¢,b) € R.
Nie. Na przyktad relacje r1 = {(3,1),(3,2)} i ro = {(2,1)} w zbiorze {1, 2,3} sa krzaczaste, ale
ich suma m Ure = {(3,1),(3,2), (2,1)} nie jest relacja krzaczasta.
278d: Tak. Niech a,b,c¢ € A beda takie, ze (a,b),(a,c) € ey 1 przypusémy ze (b, c) € U,;en 7i-
Z definicji sumy uogolnionej istniejy takie ¢,5,k € N, ze ar; b, arjcibryc. Niech m = maz(i, j, k).
Poniewaz relacje r; dla ¢« € N tworza ciag wstepujacy, to ar, b, ar, c i bry, c. Zatem 1, nie jest
relacja krzaczasta — sprzecznos¢. Podobnie wyprowadzimy sprzeczno$é z zalozenia (c,b) € J; oy 7i-

Nie. PrZijijmy r = {<172>a <173>a <2a4>’ <3a4>7 <4a4>} 1s = {<275>7 <575>7 <376>7 <676>}

Wtedy 7 i s sa relacjami skierowanymi, a r - s = {(1,5), (1,6) } nie jest.

379k Nie. Prayjmijmy r = {(1,2), (1,3), (2,4), (3,4), (4,4} i s = {(1,2), (1,3), (2,5), (3,5), (5,5)}.
Wtedy r i s sa relacjami skierowanymi, a r Ns = {(1,2), (1,3)} nie jest.

Zalozmy, ze r jest skierowana. Wezmy dwie dowolne pary (z,y), (x,z) ze zbioru r U r~L.
Nietrudno zauwazy¢, ze wtedy pary (y,z) i (z, ) takze naleza do rUr~1. (Na przyktad jesli (z,y) € r,
to (y,z) € r~1itd.) Zatem r Ur~! jest relacja skierowana.

279d; Wezmy dwie dowolne pary (a,b) i {(a,c¢) € |JR. Istnieja takie relacje r,s € R, ze {a,b) € r
oraz (a,c) € s. Wiemy, ze r C s lub s C r. Bez straty ogolnosci zakladamy, ze r C s. Wtedy takze
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(a,b) € s, a poniewaz s jest skierowana, wiec istnieje takie d, ze (b,d), (c,d) € s. Stad (b,d) i {c,d)
naleza do | JR. Udowodnilismy, ze | JR jest relacja skierowana.
Pokazemy, ze rownosé zachodzi i zrobimy to na dwa sposoby.

-1

Sposéb 1: (C) Wezmy dowolna pare (z,y) € (r*)7'. Wtedy (y,z) € r* wiec istnieje taki ciag

aQy ...y Qp,y 2€ a9 =Y, ap = & 1 {a;,a;41) € 7, dla kazdego 0 < i < n. Stad (a;4+1,a;) € =1 dla kazdego
0 <i<n. Zatem (an,ap) € (r~1)*, czyli (x,y) € (r—1)*.
(2) Wezmy dowolne (z,y) € (r~1)*. Istnieje taki ciag ag, ..., an, ze ag =z, an, = y i {a;,a;41) € 171,

dla kazdego 0 < i < n. Stad {a;+1,a;) € r zachodzi dla kazdego 0 < i < n. Zatem (a,,aq) € r*, czyli
(y,x) € r*. Stad mamy (z,y) € (r*)~L.

Sposéb 2: Wykorzystamy dwie latwe obserwacje. Po pierwsze, jesli relacja r jest przechodnia
i zwrotna, to relacja r—! tez jest przechodnia i zwrotna. Po drugie, inkluzje r C s i 7! C s7!
sg rownowazne. Proste dowody pomijamy.

(C) Relacja (r—!)* jest przechodnia i zwrotna , wige relacja ((r=1)*)~! tez jest przechodnia i zwrotna.
Ponadto, r=! C (r~1)*, skad » C ((r71)*)~1. Relacja ((r—1)*)~! jest wiec relacja przechodnia
i zwrotna zawierajaca r. Najmniejsza relacja o tych wiasnosciach jest r*, wiec 7* C ((r=1)*)~1,
a to implikuje nasza teze: (r*)~1 C (((r=1)*)=1)~t = (r=1)*.

D) Relacja (r*)~! jest przechodnia i zwrotna (bo r* jest przechodnia i zwrotna) i zawiera relacje r~
] €

(bo r C r*). Zatem (r*)~! musi zawiera¢ domkniecie przechodnio-zwrotne (r—1)* relacji 1.

Rownosé nie zachodzi: dla A = {1,2,3}, r = {(1,2)} i s = {(2,3) }, mamy
(rus)” = {{1,2),(2,3),(1,1),(2,2),(3,3), (L, 3)}
r'ust = {(1,2),(2,3),(1,1),(2,2),(3,3)}.

Poniewaz r C r U s, wiec 7* C (r U s)*. Podobnie, s* C (rU s)*. Zatem r* Us* C (r U s)*.
Rownos¢ nie zachodzi: dla A = {1,2,3,4}, r = {(1,2),(2,4)} i s = {(1,3), (3,4)}, mamy

(rns)” = {(1,1),(2,2),(3,3), (4,4}
st = {(1,1),(2,2),(3,3), (4,4), (1,4)}.

1

Poniewaz r Ns C r, wiec (r N s)* C r*. Podobnie, (rNs)* C s*. Zatem (r N s)* C r* N s*.

[281a} Tak. Niech r bedzie zwrotna i euklidesowa. Aby udowodnié¢, ze r jest skierowana, przypusémy,
ze (a,b), (a,c) € r. Mamy pokazac, ze (b,t) € r i {¢,t) € r, dla pewnego t. Wystarczy przyjac¢ t = c.
Istotnie, (b,c) € r, bo relacja jest euklidesowa, oraz {(c,c) € r, bo jest zwrotna.

281bt Tak. Zalozmy, ze r jest zwrotna i euklidesowa. Wezmy dwie dowolne pary (a,b), (b,c) € r.
Mamy pokazaé, ze {(a,c) € r. Poniewaz r jest zwrotna, wiec (a,a) € r. Poniewaz (a,a), (a,b) € r
oraz r jest euklidesowa, wiec (b, a) € r. Poniewaz (b, a), (b,c) € r i r jest euklidesowa, wiec {(a,c) € r.
Tak. Zalozmy, ze r jest przechodnia i symetryczna. Wezmy dwie dowolne pary (a,b), (a,c) € r.
Mamy pokazac, ze (b,c) € r. Poniewaz (a,b) € r i r jest symetryczna, wiec (b,a) € r. Skoro mamy
rowniez (a,c) € r i r jest przechodnia, wiec (b, c) € r.

281d} Nie. Relacja r = {(1,2),(2,2)}. jest przechodnia i euklidesowa, ale nie jest symetryczna.

Tak. Wezmy dowolne pary (a,b), (a,c) € [ R. Dla dowolnej relacji r € R mamy (a, b), (a,c) € r
i stad (b,c) € 7, bo r jest euklidesowa. Stad (b,c) € [R. Zatem [ R jest relacja euklidesowa.

Tak. Dla dowolnej pary (x,y) € r*, biorac z = x mamy (z,z) € r* i (z,y) € r*. Zatem r* jest
zawsze stabo gesta (niezaleznie od tego, czy r jest stabo gesta czy nie).

282b} Tak. Zalézmy, ze r jest stabo gesta, i niech (a,b) € rUr~t. Jedli (a,b) € r, to istnieje takie ¢, ze
{a,c) € ri{c,b) €7, bor jest stabo gesta. Zatem mamy rowniez (a,c) € rUr—1i (¢, b) € rUr~1, stad
rUr~1 jest stabo gesta. Jedli {a,b) € r~1, to (b,a) € r i dalej postepujemy podobnie jak w poprzednim
przypadku.

Nie. Przyjmijmy r = {(1,1),(1,2)} i s = {(2,3),(3,3)}. Wtedy r i s sa stabo geste, ale ich
ztozenie r - s = {(1,3)} nie jest stabo geste.
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282d} Nie. Przyjmijmy A = {a,b} U{c; | i € N}, gdzie a, b, ¢y, c1,... sa parami rozne. Dlan € N
relacja r, = {(a,b) }UU,;>,{(a, ci), (ci, ci), (ci, b) } jest stabo gesta. Oczywiscie jesli m > n, to ry, C 7.
Niech R = {r,, | n € N}. Wtedy uogélniony iloczyn ()R = {(a, b)} nie jest relacja stabo gesta.

Nie. Na przyktad f(@) = f({(0,0)}) = @.
Tak. Dla X C N okreslimy taka relacje rx, ze f(rx) = X. Dla kazdego i € X do relacji rx
naleza pary (0,p;), (pi, p?), ..., (, p*1), gdzie p; to i-ta liczba pierwsza. Wtedy (0, pi™!) € ¥ oraz dla
zadnego n nie zachodzi ani (n,0) €  ani (p:**,n). Zatem i € X wtedy i tylko wtedy, gdy i € f(rx).
Tak. Relacja r = {(0,1),(0,2), (2,3), (3,3)} nie jest przechodnia (bo (0,3) & r) oraz f(r) = {0}.
Funkcja ¢ nie jest roznowartosciowa. Istotnie, dla m = {(0,1)} i ro = {(1,2)}, wartoscia ¢(r1)
oraz p(rq) jest &, gdyz dla obu relacji ich wszystkie nietrywialne zlozenia sg relacjami pustymi.
285bt Zacznijmy od tego, ze dla dowolnej relacji r zachodzi ¢(r) C 7, bo oczywiscie (1) C r! = r.
A jesli relacja r jest zwrotna, to ¢(r) = r. Jesli bowiem (x,y) € r to ze zwrotnosci r wynika, ze
(xr,xz) € r, a zatem (x,y) € r™ dla dowolnego n > 0. Stad r C ¢(r), czyli r = ¢(r). A wigc
o(Z2)={e(r) |re€e Z} ={r|re Z} =Z. Mamy takze p~!(Z) = Z. Istotnie, jesli r € Z, to
o(r) =1 € Z, wiec p(r) € Z. Stad Z C {r | p(r) € Z} = p 1 (Z). Pozostaje wykazaé¢ zawieranie
przeciwne ¢~ }(Z) C Z. Wezmy zatem dowolna relacje r € ¢~ 1(Z2), a wiec taka, ze ¢(r) € Z,
tj. (r) jest zwrotna. Wiemy, ze ¢(r) C r, wiec r tez jest zwrotna, czyli r € Z.
Niech y € Z(r*,B). Wtedy zr*y dla pewnego z € B. Poniewaz r* jest suma wszystkich
relacji 7™, wiec  r™ y dla pewnego n, co oznacza, ze y € Z(r™, B) C |J{Z(r™, B) | n € N}. Na odwrot,
jesliy € J{Z(r", B) | n € N}, to y € Z(r", B) dla pewnego n, czyli istnieje takie z € B, ze (z,y) € r".
Poniewaz r™ C r*, wiec (z,y) € r*, skad y € Z(r*, B).
286b} Zacznijmy od sprawdzenia, ze zbior Z(r*, B) spetnia podane warunki. Poniewaz r° = 1, wiec
I(rY,B) = {y | 3x € B.x = y} = B. Stad B = Z(r°, B) C Z(r*, B) na mocy czqéci Dalej
przypusémy, ze y € Z(r,Z(r*, B)). Wtedy istnieje takie € Z(r*, B), ze xry. Skoro z € Z(r*, B),
to mamy takie z € B, ze zr*x. Ale wtedy takze zr*y, bo r* jest przechodnie. No to y € Z(r*, B).
W ten sposob udowodnilismy, ze Z(r,Z(r*,B)) C Z(r*, B). Niech teraz X bedzie zbiorem o wlas-
nodciach B C X oraz Z(r, X) C X. Poniewaz wiemy, ze Z(r*, B) = |,y Z(r", B), wigc wystarczy
udowodnié, ze Z(r", B) C X dla wszystkich n € N. Poniewaz Z(r’, B) = B, wiec Z(r°,B) C X.
Zakladamy wiec, ze Z(r™, B) C X i dowodzimy, ze Z(r"™!, B) C X. Niech y € Z(r"*!, B). Wtedy
jest takie x € Z(r™, B), ze xry. Poniewaz x € Z(r™, B) wiec z zalozenia indukcyjnego = € X, skad
y€Z(r,X) C X i gotowe.
(=) Zalozmy, ze r jest relacja przechodnia i niech C, D C A beda takie, ze r N (C x D) = @.
Przypusémy, ze zbior Z(r,C) N Z(r~1, D) ma jaki§ element y. Wtedy istnieje takie z € C, ze xry
(bo y € Z(r,C)) oraz istnieje takie z € D, ze yrz (boy € Z(r~1,D)). Z przechodnioéci wynika, ze
xrz, czyli ze (x,z) € rN(C x D) = &, sprzecznos¢.
(<) Zalozmy, ze warunek VC,D C A[r N (C x D) = @ — Z(r,C) NIZ(r~1, D) = @] jest spelniony.
Mamy udowodnié, ze r jest przechodnia, wezmy wiec takie x,y,z, ze xry oraz yrz i przypusémy,
ze (x,z) € r. Niech C = {x} i niech D = {z}. Wtedy zbiér » N (C x D) jest pusty, skad zbior
Z(r,CYNZ(r~1, D) tez musi byé¢ pusty. Ale tak nie jest, boy € Z(r,C)NZ(r~!, D) i mamy sprzecznosé.
Moze to by¢ na przyklad relacja réwnowaznosci wyznaczona przez nastepujacy podzial zbioru
liczb naturalnych: {{0,...,16}, {17,...,33}, {34,...,66}, {76,...,99}, {100, ...,132},{133,...,165},
166,...,198}, {199,...}}.

Na przyktad relacja {(m,n) | Vk (28 |m +1 < 28 |n+1)}.
Niech @ : P(N) — P(N/,) bedzie taka funkcja, ze ®(A) = {K € N/, | K N A # @}. Pokazemy,
ze relacja o, jest jadrem przeksztalcenia @, a wiec relacja réownowaznosci. Dowodzimy, ze A o, B
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ®(A) = ®(B). Przypusémy najpierw, ze A o, B i pokazmy inkluzje
®(A) C ®(B) (dowod odwrotnej inkluzji jest analogiczny). Niech K € ®(A), czyli KN A # @. Jest
takie a € A, ze a € K. Poniewaz A g, B, wiec jest takie b € B, ze bra czyli b i a naleza do tej samej
klasy K. No to K N B # &, skad K € ®(B).

Teraz zal6zmy, ze ®(A) = ®(B) i sprawdzmy, ze A g, B. Wezmy a € A; wtedy klasa [a], nalezy do
zbioru ®(A), czyli takze do ®(B). To znaczy, ze [al, N B # &, 1 jest takie b € B, ze b € [a], tj. arb.
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Podobnie sprawdzimy druga czes¢ definicji A o, B.

295b; Funkcja @, o ktorej mowa w czesci jest na zbior P(N/,), bojesli ¥ C N/, to X = (U X).
Zatem moc zbioru klas abstrakcji jadra @ jest taka sama jak moc zbioru P(N/,): continuum w przy-
padku relacji identycznosciowej i cztery w przypadku relacji przystawania modulo dwa.

Poniewaz ®(A) = & tylko wtedy, gdy A = &, wiec klasa [&],, jest jednoelementowa. Innych klas
przeliczalnych nie ma, bo jesli A # @, to klasa [A]o, jest co najmniej mocy €. Przypusémy bowiem,
ze a € A i zdefiniujmy funkcje F' : (P([a],) — {@}) — [A],,. W ten sposob, ze F(X) = (A — [a],) UX.
(Usuwamy ze zbioru A czes$¢ wspdlna z [a], 1 wstawiamy w to miejsce (niepusty) zbior X.) Funkcja
jest dobrze okreslona, bo iloczyn A z klasa [a], pozostaje niepusty, a pozostale sie nie zmieniaja. I jest
réznowartosciowa, bo jesli np. z € X — Y, to takze x € F(X) — F(Y). A skoro klasa [a], ma moc Ny,
to moc klasy [A]p, jest co najmniej taka jak moc zbioru P([a],) — {@}, czyli €.

To jest jadro operacji, ktora funkcji f : N — P(N) prazypisuje pare (,cn f(1), U, en f(1))-
Zbior N — P(N) jest mocy €X° = €, a wiec zbior wszystkich klas abstrakeji jest co naj-
wyzej takiej mocy. Pokazemy, ze jest tez co najmniej mocy €. W tym celu okreslimy funkcje
¥ : P(N) = (N = P(N))/~, biorac ¥(A) = [An. A]. (klasa abstrakcji funkcji stale rownej A). Po-
niewaz J,,cy A = A = [,y 4, wice dla réznych A, B klasy W(A) i ¥(B) sa rozne — funkcja ¥ jest
réznowarto$ciowa.

Jesli funkcja f jest stala, np. f(n) = A dla kazdego n, to J,cy f(n) = A =,cn f(n). Klasa

fl~ jest wtedy jednoelementowa. Jesli bowiem g ~ f, to takze to (J,cy9(n) = A = [,cn9(n).
Wtedy dla dowolnego n zachodzi A = (1, 9(n) € g(n) € U,en9(n) = A, wiec g(n) = A.

Zalozmy wiec, ze f nie jest stala, np. f(n) = A C B = f(m), da pewnych n, m. Pokazemy, ze klasa
[f]~ jest mocy €. Jasne, ze jest co najwyzej takiej mocy, bo [f]~ C N — P(N), trzeba wiec oszacowac
moc od dotu.

Przyjmijmy oznaczenia D = [, oy f(n) i G = U,y f(n). Wtedy D C Ai B C G, wiec D # G.

Niech A : {0,1}" = [f]~ bedzie taka operacja, ze A(b)(0) = D, A(b)(1) = G, a dla wiekszych

argumentow A(b)(n + 2) = if b(n) = 1 then G else D dlan > 0. Dla b : N — {0, 1}, funkcja A(b)
przyjmuje wylacznie wartosci D i G, przy tym kazda z nich chociaz raz, a zatem (1, .y A(b)(n) = D
oraz (J,cyA(D)(n) = G, skad wynika, ze A(b) € [f]~; funkcja A jest wigc poprawnie okreslona.
Jest tez réznowartosciowa, bo jesli b # ¢, na przyklad b(n) = 1, a ¢(n) = 0 dla pewnego n € N, to
A(b)(n+2) =G # D = A(c)(n). Ostatecznie otrzymujemy {[f]~ | f: N —= P(N)} = {1, ¢€}.
Warunek 3k(f(k) = n) mowi, ze n € Rg(f). A zatem relacja ~ zachodzi miedzy funkcjami
o tym samym obrazie. Inaczej: jest jadrem operacji Rg : (N — N) — P(N) i dlatego jest relacja
rownowaznosci. Podobnie relacja =, ktora jest jadrem operacji Af.if f jest ,na” then 1 else 0, bo f =g
zachodzi wtw, gdy albo obie funkcje f i g sa surjekcjami albo zadna z nich.
Natomiast relacja = nie jest relacja réwnowaznosci, bo nie jest przechodnia. Niech na przyktad:
f = An.if n parzyste then 0 else 2, g=An.2, h = An.if n parzyste then 2 else 0.

neN

Wtedy f ~ g, bo dla dowolnego n istnieje takie k, ze warunki f(k) = n i g(k) = n sa rownowazne.
Istotnie, wystarczy przyja¢ k = 3. Wtedy f(3) = 2 = ¢(3) (a wiec f(3) = 2 + ¢(3) = 2) oraz
f(3),9(3) # n dla wszystkich n # 2 (a wigc tez f(3) = n <> ¢(3) = n). Podobnie g = h (teraz
trzeba wybra¢ parzyste k). Ale f % h, bo nie dla kazdego n jest takie k, ktore spelnia réownowaznosé
f(k) =n + h(k) = n. Jako kontrprzyklad wezmy n = 0. Jedli k jest parzyste, to f(k) = 0 # h(k),
a jesli k jest nieparzyste, to f(k) # 0 = h(k). Zatem rownosci f(k) = n i h(k) = n dla zadnego k nie
sa rOwnowazne.

Relacja = ma dwie klasy abstrakcji: w jednej sa wszystkie surjekcje, w drugiej reszta funkcji.
Zbior ilorazowy relacji ~ jest za$ réwnoliczny ze zbiorem wartos$ci operacji ,zbiér wartosci” czyli
zbiorem {Rg(f) | f : N — N} = P(N) — {@} mocy €. Rownosé wynika ze znanego twierdzenia,
ze kazdy niepusty zbior przeliczalny jest zbiorem wartosci jakiej$ funkcji okreslonej na N.

Oczywiscie C < € bo C C N — N. Rozpatrzmy wiec funkcje ¢ : (N — {0,1}) — C okreslona
tak: ((a)(n) = if n parzyste then 2-a(n/2) else n—1. Kazda funkcja postaci {(«) przyjmuje wytacznie
wartosci parzyste i to wszystkie, bo 2k = ((«)(2k + 1) dla dowolnego k. Operacja ¢ jest wiec dobrze
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okreslona. Ponadto jesli funkcje o # (3 r6znig sig dla jakiegos argumentu &, to ((«)(2k) # ((83)(2k),
wige funkcje ((a) i ((B) sa rozne. A zatem ( jest funkcja réznowartosciowa, skad € < C i w koticu
C = ¢ z twierdzenia Cantora-Bernsteina.

297dE Zbiér D tez jest mocy €. Po pierwsze D <€ boD CN — N, po drugie € < 5, bo na to
aby f &~ An.2n wystarczy zeby f(0) = 0. Zachodzg bowiem réwnowaznosci f(0) =0 <> 2-0 =0 oraz
f(0)=n<+2-0=ndlan#0. Zatem zbior {f : N — N | f(0) = 0} mocy € jest zawarty w D,

Bo relacja = jest jadrem przeksztalcenia, ktore kazdej funkcji f : N — N przypisuje operacje

An. f=1({n}).
Ten zbior jest mocy continuum. Po pierwsze w kazdej klasie jest przynajmniej jeden element, za-
tem moc zbioru klas jest co najwyzej taka jak moc zbioru N — N, czyli €. Po drugie pokazemy, ze moc

naszego zbioru jest co najmniej taka jak P(N) = €. Dla A C N, niech hy = An.if n € A then 2n else 1
i niech H(A) = [ha]~. Sprawdzamy, ze funkcja H : P(N) — (N — N)/x jest injekcja. Jesli A # B
i liczba n nalezy do A~ B, to przeciwobrazy h' ({2n}) i h3'({2n}) sa r6znej mocy, bo jeden z nich
jest pusty a drugi jest niepusty. Zatem hy % hp iklasy H(A) i H(B) sa rozne. A zatem z twierdzenia
Cantora-Bernsteina, moc zbioru ilorazowego to €.

Klasa abstrakeji funkeji stale rownej zero ma tylko jeden element. Jegli bowiem f € [An.0]x,
to wszystkie zbiory f~1({n}) dla n # 0 sa puste, a wigc f moze przyjmowac tylko warto$é zero.

Drugi przyklad to funkcja g = An.if n = 0 then 0 else 1. Klasa [g]~ sklada sie z funkcji, ktore
przyjmuja wartosé 0 dla dokltadnie jednego argumentu, a warto$¢ 1 dla pozostatych. Takich funkcji
jest tyle, ile liczb naturalnych. Klasa [g]~ jest wiec mocy No.

Teraz zauwazmy, ze funkcja f : N — N jest bijekcja wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy zbior postaci
f71({n}) jest dokladnie jednoelementowy. Zbior wszystkich bijekcji z N na N, ktory jest mocy €, jest
wiec klasa abstrakcji naszej relacji i to jest trzeci przyktad.

302; (=) Pokazemy, ze r-s C s-r. Niech (x,z) € r-s. Skoro r - s jest symetryczna, to zru i uswz,
dla pewnego u. Ale relacje r i s sa symetryczne, wiec xsu i urz, skad (x,z) € s-r. Zawieranie
s-r Cr-sudowodnimy podobnie. Niech (z,z) € s-r. Zatem x su i ur z, dla pewnego u. Poniewaz s
ir sa symetryczne, wiec u sz i 27 u, a zatem (z,z) € r-s. Z symetrii r - s mamy wiec (x,z) € r - s.
(<) Zwrotnosé relacji r - s wynika ze zwrotnosei r i s. Symetria: jesli (z,y) € r - s, to z zalozenia
takze (z,y) € s-r, czyli x su i ury dla pewnego u. Korzystajac z symetrii relacji r i s mamy yru
oraz usx, czyli (y,z) € r-s. Przechodnio$é: Niech (x,y),(y,z) € r-s. Wtedy dla pewnych v i v
zachodzi xru, usy, yrvivsz. Skoro tak, to (u,v) € s-r=r-s, wiecurw i wsv dla pewnego w.
Z tego, ze xrw i urw mamy xrw i podobnie w s z. Ale stad juz wynika (z,2) € r - s.

Relacja ~,, jest relacja rownowaznosci, bo jest jadrem przeksztalcenia Af. fl;|i<ny-

A relacja ~4 dlatego, ze jest iloczynem (niepustej) rodziny relacji rownowaznosci.

Jadro przeksztalcenia ma tyle klas abstrakcji, ile réznych wartosci przyjmuje to przeksztaltcenie.
Dla f € {0,1}", obciecie f1(; i<, jest funkcja typu {i]i <n} — {0,1}, a takich funkcji jest 2"*'.
Zatem relacja ~, ma 2"*! klas abstrakcji.

Niech teraz @ # A C N. Jesli zbior A jest skoriczony, to ma najwiekszy element max A i wtedy

relacja ~ 4 to po prostu ~p.x 4, ma wiec skoriczenie wiele klas. Jesli natomiast A jest zbiorem nieskon-
czonym, to ~4 jest relacja identycznosciowa i ma klasy jednoelementowe. Przypusémy bowiem, ze
f ~a g iniech n € N. Istnieje takie m € A, ze m > n, a wtedy f ~, g, w szczegolnosci f(n) = g(n).
Poniewaz n bylo dowolne, wiec f = g.
Zbior A jest mocy 1, bo jesli jednym ze sktadnikéw podziatu N jest N— {7} to pozostate sktadniki
tworza podzial zbioru {7}. Oczywiscie mozna to zrobié¢ tylko na jeden sposoéb (bo sktadniki musza
by¢ niepuste). Zbior {7,49} mozna podzieli¢ na dwa sposoby (jedna lub dwie sktadowe), zatem B jest
mocy dwa. Natomiast zbior C jest pusty (mocy 0), bo zawsze 0 € [0],..

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia: niech R oznacza zbiér wszystkich podziatéw zbioru N,
i niech V oznacza zbior wszystkich podziatéw N, ktore sa wyznaczone przez relacje roznorodne (tj. maja
elementy dowolnej mocy skoriczonej). Dodatkowo niech A/ bedzie zbiorem wszystkich podzialéw zbioru
liczb nieparzystych. Zbior wszystkich réznorodnych relacji réwnowaznosci w N jest rownoliczny z V,
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wystarczy wiec ustali¢ moc zbioru V. Wiadomo, ze zbiér wszystkich relacji rownowaznosci w N (a za-
tem zbiér R) jest mocy continuum (zadanie [311]). Skoro V C R, to moc zbioru V jest co najwyzej
continuum.

Aby udowodnié, ze V jest co najmniej mocy continuum, okreslimy réznowartosciowe przeksztatcenie

F:N 3y To wystarczy, bo oczywiscie N = R. Ustalmy jaki§ podzial P zbioru liczb parzystych,
ktorego elementy sa dowolnej mocy skonczonej. Na przyktad mozemy przyja¢ P = {A, | n € N}
gdzie do A, nalezy n + 1 kolejnych liczb parzystych, poczynajac od najmniejszej liczby parzystej nie
nalezacej do zadnego A; dla i < n (czyli A, = {n(n+ 1)+ 2i | i < n}). Funkcje F mozna teraz
zdefiniowac tak: dla Q € N przyjmiemy F(Q) = QU P.

Niech V oznacza zbiér relacji rownowaznoéci na R, ktorych wszystkie klasy abstrakcji maja
skoriczona nieparzysta liczbe elementéw. Moc V jest ograniczona z gory przez 2%, poniewaz taka jest
moc zbioru wszystkich relacji na R.

Aby pokazaé, ze 2% jest réwniez ograniczeniem dolnym mocy V, skonstruujemy funkcje réznowar-
tosciowa f, ktorej dziedzina jest zbidr potegowy przedziatu (0,1), a ktorej wartosci sa w zbiorze V.
Niech T, = {a,a+1,a+2}. Dla dowolnego A C (0, 1), niech f(A) bedzie relacja wyznaczajaca podzial

P={T, |ae AyUL{b} | b¢ Upen T}
Mamy tu tréjelementowe zbiory T, dla a € A, a wszystkie pozostate sktadowe podziatu to singletony.
Zatem f(A) € V, czyli f jest dobrze okreslona. Aby pokazac, ze f jest roznowartosciowa, wezmy
dowolne A; # As. Bez straty ogblnosci mozemy zatozyé, ze istnieje x € A; takie ze x € As. W takim
razie klasa abstrakcji « w relacji f(A1) to trojelementowy zbior T, a w relacji f(Az) to singleton {z}.
Stad f(A1) # f(As2), czyli funkcja f jest réznowartosciowa. W takim razie moc V jest co najmniej
taka jak moc zbioru potegowego przedziatu (0, 1), czyli 2%. Zatem moc V to 2%.

317: Poniewaz R ~ (N — P(N)), na mocy zadania wiec wystarczy udowodni¢, ze jesli N — P(N)
jest suma postaci | J{F, | » € N} to co najmniej jeden ze zbioréw F,, jest mocy continuum. Wynika
to natychmiast z zadania [90]

Relacja =, to jadro takiego przeksztalcenia ¢, : R — P(N), ze ¢, (r) = [n], dlar € R.

Dla zbioru A = {7} relacja =4 to relacja rownowaznosci ~7. Jesli za§ B = {0, 1}, to relacja ~p
nie jest przechodnia, czyli nie jest to relacja réwnowaznosci. Istotnie, niech r bedzie relacja réwno-
wazno$ci wyznaczajaca podzial zbioru N na dwie sktadowe {0} i N — {0}, a relacja s niech wyznacza
podzial na sktadowe {1} i N — {1}. Wtedy r ~p 1y ~p s, bo r =g 1y &1 s, ale r #p s.
Szukana relacja r( nie istnieje, bo kazda klasa abstrakcji jest niepusta. Jako relacje rq wystarczy
wziaé relacje pelna, bo jest to jedyna taka relacja r, ze po(r) = N. Jako ro mozna wziaé relacje
wyznaczajaca podzial N na sktadowe {1,2} i N — {1,2}. Wtedy ¢o(r2) = [0],, = N — {1,2}. Druga
relacja z tej samej klasy abstrakeji /2 jest relacja wyznaczajaca podzial {{1},{2},N—{1,2}}. Nie ma
innych relacji r, dla ktorych ¢o(r) = N—{1,2}, bo zbior {1,2} mozna podzieli¢ tylko na dwa sposoby.
Szukana relacja 73 nie istnieje. Dla dowolnej relacji r C N x N rozpatrzmy dopelnienie zbioru [0];..
Jesli jest ono puste lub jednoelementowe, to nie ma innej relacji réwnowaznosci wyznaczajacej ten
sam podzial. Jesli jest dwuelementowe, to sa dwie takie relacje, bo sa dwa sposoby podzielenia
zbioru dwuelementowego. Jesli dopelnienie [0], ma co najmniej trzy elementy, to da si¢ je podzieli¢
na co najmniej 5 sposobéw, a wiec te sama klase abstrakcji zera bedzie mialo co najmniej 5 relacji
réwnowaznosci.

Tak. Jesli Z # Y, na przyklad Z € Y, to istnieje element z € Z, ktéry nie nalezy do Y. Wtedy
{z}Rz @, ale ({z},9) € Ry. Zatem Rz # Ry.

Nie. Zauwazmy bowiem, ze klasa abstrakcji [Z]r, to zawsze zbior P(Z). Mamy bowiem
(X, Z) € Rz wtedy i tylko wtedy, gdy X UZ = Z, czyli gdy X C Z. Rozpatrzmy teraz podzial zbioru
P(N) na dwie sktadowe: jedna z nich to zbior {@, {0}, {1}} a do drugiej naleza wszystkie pozostate
podzbiory N. Relacja rownowaznosci wyznaczona przez ten podzial nie jest postaci Rz (a wiec nie jest
wartoscia funkcji f), bo zaden ze zbioréw naszego podzialu nie jest postaci P(Z). Pierwszy dlatego,
ze ma 3 elementy, drugi dlatego, ze nie nalezy do niego zbior pusty.

Symetria: Oczywista. Zwrotno$é: Jesli x jest parzyste to z — x = 0, a zero jest podzielne
przez k. Jesli zas x jest nieparzyste, to x - x > 0, przy czym nieréwnosé jest ostra bo x # 0.
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Przechodniosé: Niech (z,y), (y,z) € pr. Wtedy = 1 z musza byé tej samej parzystosci co y. Zatem
wszystkie trzy liczby sa parzyste albo wszystkie trzy sg nieparzyste. W pierwszym przypadku mamy
x— 2= (z—1vy)+ (y — 2). Suma liczb podzielnych przez k jest podzielna przez k, wicc (z,z) € pg.
W drugim przypadku z -z = (z-y) - (y - 2) - % > 0 i tez dobrze.

Wszystkie klasy abstrakcji naszej relacji sa nieskonczone. Jesli a jest liczba nieparzysta, to
lal,, ={b€Z|b>0}albo[al,, ={b€Z]|b<0}. Ajesli a jest parzyste, to wtedy mamy
la],, = {a+nk|n€Zink jest parzyste}. A wiec nie ma klasy k-elementowe;.

Jesli k = 4 to mamy 4 klasy abstrakeji:

o Klase liczb nieparzystych dodatnich;

e Klase liczb nieparzystych ujemnych;

o Klase liczb podzielnych przez 4;

o Klase liczb parzystych niepodzielnych przez 4.

W przypadku k = 3 jest pie¢ klas:
e Klasa liczb nieparzystych dodatnich;
Klasa liczb nieparzystych ujemnych;
Klasa liczb parzystych podzielnych przez 3;
Klasa liczb parzystych dajacych reszte 1 z dzielenia przez 3;
Klasa liczb parzystych dajacych reszte 2 z dzielenia przez 3.

343 Zadna z tych relacji nie jest relacja rownowaznosci, bo zadna nie jest zwrotna. Z zadania m
wynika, ze o(f) = @ dla pewnej funkeji f. Wtedy oczywiscie (f, f) & r. Mamy tez p(f) x o(f) = 2,
a skoro zbiér pusty nie jest relacja rownowaznosci w R, to (f, f) € s.
Nie. Jesli idy : N — N jest funkcja identycznosciowa to zawsze ®(idy)(A) = A. Ale dla funkeji
nastepnika s mamy takze ®(s)(A) = A, dla dowolnego A. Istotnie,
O(s)(A) = f1({s(n) [n€ A}) ={m €N | In € A(s(m) = s(n))} =
={meN|IneA(m=n)} =A
A wige ®(idy) = ®(s), chociaz idy # s.
Nie. Nietrudno zauwazy¢, ze jesli A # @, to takze f~1(f(A)) # @. Zatem na przyklad funkcja
stata F : P(N) — P(N), okreslona warunkiem F'(A) = &, nie jest wartoscia funkcji ®.
Zauwazmy, ze ®~!({idpay}) = {f € NV | VA C N(f~!(f(4)) = A)}. Natomiast warunek
VACN(f1(f(A)) = A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcja réznowartosciowa. Mamy
bowiem f~1(f(A)) = {m € N | 3n € A(f(n) = f(m))}. Dla réznowartosciowej funkcji f, rownosé
f(n) = f(m) zachodzi tylko dla n = m i mamy
Y f(A)={meN|Inc A(n=m)} = A.
W przeciwnym razie f(n) = f(m) dla pewnych n # m, wiec {n} & {n,m} C f~1(f({n})). A zatem
<I>_1({idp(N)}) to zbidr wszystkich funkcji roznowartosciowych z N do N.
Na poczatek zauwazmy, ze n € ®(f)(A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) € f(A), czyli
gdy f(n) = f(m) dla pewnego m € A. Przyjmujac wiec r = {(z,y) | f(z) = f(y)}, latwo otrzymujemy
rownowaznos¢ n € ®(f)(A) < Im e A(n € [m],), z ktorej natychmiast wynika teza.
Aby wykazaé, ze F jest roznowartosciowa, zaldzmy, ze F(R) = F(S) dla pewnych relacji R
i S, i przypusémy, ze mRn. Wtedy F(R)(m,n) = |m —m| = 0, bo zachodzi mRm A mRn. A zatem
F(S)(m,n) = 0, co oznacza, ze istnieja takie x,y, ze |x — y| = 0 oraz mSz A ySn. Wtedy = = y,
a zatem mSn z przechodniosci. Pokazaliémy wiec, ze R C S. Podobnie S C R, co oznacza, ze R = S.
Funkcja F' nie jest surjekcja, poniewaz dla dowolnego R € R i dowolnego n € N mamy zawsze
F(R)(n,n) = 0. Zatem np. funkcja stale réwna 7 nie nalezy do Rg(F').
(i) Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji statych jest niepusty, bo F(N x N) jest funkcja
stale rowna zero.  (ii) Przeciwobraz zbioru wszystkich funkcji réznowartosciowych jest pusty. zadna
funkcja F'(R) nie jest roznowartosciowa, bo zawsze F'(R)(2,3) = F(R)(3,2). (iii) Przeciwobraz zbioru
wszystkich surjekeji jest niepusty, bo F(1y)(m,0) = |m — 0] = m, dla dowolnego m € N (gdzie 1y jest
relacja identycznosciowa), a wiec F'(1y) jest na N.
353t Kazdemu wielomianowi f mozna przypisa¢ funkcje o : N — R, ktora liczbie n przypisuje
wspoélezynnik wielomianu f przy z™. A wiec zbiér wszystkich wielomianéw jest mocy co najwyzej
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takiej jak zbior RN, czyli €¥0 = €. Poniewaz zbior wszystkich wielomianéw stalych jest mocy €, wiec
zbior wszystkich wielomianéw jest tez mocy €. Stad od razu wynika, ze kazda klasa abstrakcji relacji r
i zbiér wszystkich klas sa mocy co najwyzej €.

Niech f = an,a™ + -+ + asz? + a1z + ag. Do klasy [f], naleza wszystkie wielomiany majace postaé
f = apa™ + -+ ax2® + a1z + b, gdzie b jest dowolna liczba rzeczywista. Zatem klasa [f],. jest co
najmniej (a wiec dokladnie) mocy €.

Dla a # b wielomiany az® i bz3 nie sa w relacji, bo ich réznica jest stopnia 3. Zatem zbior klas
abstrakcji tez jest mocy €.

Relacja r jest jadrem przeksztatcenia Af. f(N).

355b; Funkcja stale rowna 1 to jedyna funkeja, ktorej zbiorem wartosci jest {1}. Zatem [Ax 1], = { Az 1}.
Natomiast idn(N) = N, wiec [idy], to zbior wszystkich funkcji na N.

Nie, bo np. funkcja An.2n jest roznowarto$ciowa a nie jest w relacji z idy.

355d} Przypusémy, ze [f]. = {f,g} dla pewnych f # g. Wtedy f(n) # g(n), dla pewnego n,
przypusémy wiec, ze f(n) = a i g(n) = b, przy tym a # b. Dla pewnego m mamy tez f(m) = b.
Wezmy teraz takie k, ze k # m,n, na przykltad £ = m + n + 1. Okreslimy nowa funkcje h : N — N.
Jezeli f(k) = a, to niech h(m) = a, h(k) = b. Jezeli f(k) = b, to niech h(m) = b, h(k) = a.
Jezeli natomiast f(k) # a,b to przyjmijmy h(m) = f(k) i h(k) = b. Dla pozostatych = € N niech
h(z) = f(x). Wtedy h(N) = f(N) oraz w kazdym przypadku h(y) # f(y) dla przynajmniej jednego y.
Na dodatek h(n) # g(n), wiec h # f,g i h € [f],. A zatem nasza klasa ma trzeci element.

Oczywiscie nie, bo jest nieskoriczenie wiele niepustych podzbioréw N, a kazdy z nich jest zbiorem
wartos$ci pewnej funkcji.

359; Funkcja przypisujaca kazdej liczbie n jej klase abstrakcji [n], jest na N — {0}/r, wiec zbior
ilorazowy jest mocy co najwyzej Ny. Wystarczy wiec sprawdzié, ze nasz zbioér jest mocy co najmniej Ng,
czyli ze istnieje nieskoriczenie wiele klas abstrakcji. Tak jest, bo kazda liczba pierwsza wyznacza inng
klase abstrakeji, wiec zbior klas abstrakcji relacji r jest mocy Ny.

360t Poniewaz NV jest mocy continuum, wiec wystarczy udowodnié, ze zbior klas abstrakcji jest mocy
co najmniej continuum. W tym celu, dla dowolnego b: N — {0, 1} okreslimy ciag f; : N — N wzorem

n—1
fo(n)=n- Z b(k) - on—1-k
k=0

Ciagi fp to ciagi etykiet wierzchotkow lezacych na nieskoniczonych gateziach drzewa na rysunku

N
VANERVAN
ANAAA

12 15 18 21

Rysunek 5: Zadania i

Jesli ciagi b 1 ¢ sg rozne, to niech n bedzie najmniejsza taka liczba, ze b(n) # ¢(n), na przyktad niech
b(n) < ¢(n). Dla m > n mamy wtedy f.(m) — fp(m) > m. Mamy wiec rodzine funkcji fp, ktora jest
mocy continuum, i ktorej kazdy element wyznacza inna klase abstrakcji.
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361} Funkcja f moze przyja¢ co najwyzej X roznych wartosci, bo taka jest moc jej przeciwdziedziny N.
Zatem Ny jest ograniczeniem goérnym mocy A. Ponadto f jest ,na” N, bo f({n}) = n dla kazdego n,

wiec poszukiwana moc jest takze z dotu ogranniczona przez moc N. A wiec A = N;.

Relacja r jest jadrem przeksztalcenia \f. f~1(Pr).
362b: Poniewaz (Az2)"1(Pr) = {y : N |2 e Pr} = N, wiec klasa [A\z 2], sklada si¢ ze wszystkich tych
funkcji g, ktore przyjmuja wylacznie wartosci parzyste:
Az2],={9 : N> N| g }(Pr)=N}={g : N= N|VmN.g(n) € Pr}.
Poniewaz idy' (Pr) = {n : N | n € Pr} = Pr, wiec klasa [idy], sktada sie ze wszystkich funkcji, ktore
przyjmuja wartosci parzyste dla parzystych argumentéw i nieparzyste dla nieparzystych:
lidy], ={g : N=N| g }{(Pr)=Pr} ={g9 : N> N |V:N(n € Pr < g(n) € Pr)}.
Nie, bo funkcja f, ktora kazdej liczbie parzystej x przypisuje x + 1, a kazdej nieparzystej y
przypisuje y — 1, jest ,na”, ale nie jest w relacji z idy. Istotnie, f~1(Pr) = N — Pri idgl(?r) = Pr.
362d: Niech f: N — N bedzie dowolna funkcja i niech f’ : N — N bedzie takie, ze f'(0) = f(0) + 2
oraz f'(x) = f(x) dla z # 0. Wtedy f # f’ ale przeciwobrazy zbioru Pr przy f i przy f’ sa takie
same, czyli fr f'. A wiec kazda klasa ma co najmniej dwa elementy.
Oczywiscie moc ilorazu P(NxN)/g jest co najwyzej rowna mocy zbioru P(NxN), czyli continuum.
Pokazemy, ze moc tego zbioru jest tez wieksza lub réwna continuum. Okreslimy pomocnicza funkcje
p : P(N - {0}) — P(P(N)), ktora kazdemu podzbiorowi A C N — {0} przyporzadkowuje pewien
podzial N. Zrobimy to tak, zeby dla dowolnego m # 0 zachodzila réwnowaznosé
meA wtedy i tylko wtedy, gdy w p(A) jest zbior m-elementowy.

Na przyktad, dla A = {2, 3,6} mozemy przyja¢ p(A) = {{0,1},4{2,3,4},{5,6,7,8,9,10},{11,12,...}},
a jesli A jest zbiorem wszystkich liczb nieparzystych, to p(A) = {{0},{1,2,3},{4,5,6,7,8},...}.

Konkretna definicja funkcji p moze by¢ taka: Jesli A jest nieskonczony i A = {ay,az,as, ...}, gdzie
a1 < ag < asg < ..., to p(A) jest nastepujacym podziatem N:

p(A)={{0,1,...,a1 — 1},{a1,a1 + 1,...,a1 + a2 — 1}, ... }.

Jesli A = {a1,a9,as,...,a,} jest zbiorem skonczonym, gdzie a1 < az < az < ... < ap, to

p(4) ={{0,1,...,a10 — 1},{a1,a1 + 1,...,a1 + a2 — 1},...,
(P an, ... ,(Breaar) — 1}, {Ercaar, (Breaar) +1,.. .1}

Oznaczmy przez F(A) relacje rownowaznos$ci wyznaczong, przez podzial p(A). Z powyzszego wynika,
ze m € A wtedy i tylko wtedy, gdy relacja rownowaznosci F'(A) wyznaczona przez podzial p(A) ma
m-elementowsa klase abstrakcji. Pokazemy teraz, ze jesli A # B, to (F(A), F(B)) ¢ R. Niech A # B.
Wtedy istnieje takie m, ze m € A i m ¢ B (lub odwrotnie), a wiec relacja F/(A) ma klase abstrakeji
mocy m, a relacja F(B) takiej klasy nie ma. Jesli 7: N IN jest taka bijekcja, ze

na

(a,b) € F(A) < (m(a), (b)) € F(B),
to obrazem klasy abstrakcji mocy m jest réwniez klasa abstrakcji mocy m. Zatem taka bijekcja nie
istnieje. Wnioskujemy stad, ze (F(B), F(B)) € R, czyli [F(A)|r # [F(B)]r. Mamy wiec roznowartos-
ciowa funkcje G : P(N — {0}) — P(N x N)/gr dang wzorem G(A) = [F(A)]r. Zatem moc ilorazu jest
co najwyzej € i z twierdzenia Cantora-Bernsteina otrzymujemy wniosek, ze P(N x N)/p = €.
Nie. Dla kazdego ¢ : N — N x N klasa [¢]= jest nieskoriczona. Wynika to z tego, ze dla kazdego
k € N funkcja ¢ : N = N x N okreslona wzorem ¢g(n) = (m1(p(n)) + k, m(¢e(n)) + k) jest w relacji
= z funkcja p. Rzeczywiscie, mamy tutaj dla dowolnego n € N zaleznosé
m(p(n)) — m(p(n)) = mi(e(n)) + k — (m2(e(n)) + k) = m(pr(n)) — m2(pr(n)).
364b; Tak. Okreslimy f : NN — [A\n.(0,n)]= wzorem f(v) = An.(s)(n),(n) + n). Zauwazmy, ze
rzeczywiscie f(v) € [An.(0,n)]= dla kazdego 1. Mamy bowiem dla dowolnego n € N:
m(f(¥)(n) = m(f(¥)(n) = ¥(n) — (¥(n) + n) = —n = 0 —n = m ({0, n)) — ({0, n)).
Pokazemy teraz, ze f jest bijekcja. Funkcja f jest roznowartosciowa, poniewaz dla réznych 1,y € NN
istnieje takie n € N, ze 11 (n) # ¥s(n). Zatem pierwsze wspolrzedne par f(v1)(n) i f(w2)(n) sg rozne.
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Funkcja f jest ,na”, gdyz dowolne ¢ € [An.(0,n)]= da sie przedstawi¢ w postaci f (o), gdzie ¢ : N - N
jest dana wzorem 1(n) = 71 (1)(n)). Skoro f jest bijekcja, to klasa [An.(0,n)]= jest réwnoliczna z N.

Nie. Gdyby klasa [An.(2011,2011)]= byla réwnoliczna ze zbiorem N, to istnialaby bijekcja
f1: [An.(2011,2011)]= =\ Rozpatrzmy zbior A = {op : N = N x N | B C N}, gdzie

1,1), gdyneB,

o5(n) = { Eo,oi gdy n & B.
Po pierwsze zauwazmy, ze A jest réwnoliczne z P(N). Swiadczy o tym bijekcja fo : P(N) — A okreslona
wzorem fo(B) = op. Ta funkcja jest ,na” gdyz dowolna funkcja op jest otrzymywana jako fo(B),
i jest roznowartosciowa, poniewaz dla dwoch réznych By, Bo C N mamy

o, (ng) = (1,1) #(0,0) = op,_,(ng), o ile ng € B; i ng & Bs3_;.

Po drugie zauwazmy, ze A C [An.(2011,2011)]=, bo dla kazdego B oraz n:
mi(op(n)) — m(op(n)) = c—c = 0 = 2011 —2011 = 71 ((An.(2011, 2011))n) — 7o ((An.(2011, 2011))n),
gdzie ¢ = 0 lub ¢ = 1. A zatem klasa [An.(2011,2011)]= ma nieprzeliczalny podzbior A, ktorego obraz

f1(A) jest zawarty w N, a wiec przeliczalny. To niemozliwe, bo funkcja f; jest roznowartosciowa.

364d: Tak. Pokazemy najpierw, ze zbior (N x N)N/_ jest réwnoliczny z ZY. W tym celu zdefiniujemy
funkcje f: ZN — (N x N)N /= w ten sposob, ze f(1) = [py]=, gdzie py(n) = (|1(n)|, [¥(n)] — 1 (n)).
Funkcja f jest réznowartosciowa. Rzeczywiscie, niech ¥1,19 : N — Z beda rozne. Wtedy istnieje takie
n €N, ze 11(n) # Pa(n). Stad wynika, Ze ¢y, Z Py, czyli f(¥1) # f(2). Istotnie, dla dowolnego n:
1 (P (1) — T2y, (1)) = [1(n)] — ([¥1(n)] = 1 (n)) = ¢1(n) #
# 1a(n) = [ ()] = (a(m)] — () = T (P (1)) — 73 (205, ().

Funkcja f jest ,na”. Rzeczywiscie, jesli dla klasy abstrakcji [o]= okreslimy funkcje ¢ : N — Z wzorem
Y7 (n) =m(o(n)) — m(o(n)), to f(¢7) = [o]=. Wystarczy udowodnié, ze gy = 0. Dlan € N:

T (e (1)) — Tl (1)) = [67 ()| — (67 ()| — 67 () = 7 (n) = m1 (o)) — w2l (n))-
Jak wiadomo Z jest réwnoliczne z N, wiec réwnoliczne sa takze zbiory ZN i N¥. A zatem iloraz
(N x N)N/_ jest réwnoliczny z N,
[365ak Relacja jest zwrotna, bo A~ A = @, a zbior pusty jest zawarty w kazdym kole. Symetria jest
oczywista z definicji. Przechodnio§¢é wynika natychmiast z zawierania (A~ C) C (A~ B)U (B = C)
i z tego, ze dwa dowolne kota zmieszcza sie zawsze w jednym wiekszym.
Wezmy dowolny zbior A C R? i dowolne koto K. Jesli teraz L C K, to zbiér (A — K)U L
jest w relacji z A, bo A= ((A— K)UL) C K. Co wiecej, kazdy ze zbiorow (A — K) U L jest inny,
czyli mamy roznowartosciowa funkcje z P(K) do [A],. Zatem moc klasy [A], jest co najmniej taka
jak moc P(K), czyli 2¢. Poniewaz [A], C P(R?), a zbior P(R?) tez jest mocy 2%, wiec moc [A], jest
rowna 2%.
Poniewaz funkcja AX. [X], : P(R?) — P(R?)/, jest ,na”, wigc moc zbioru P(R?)/, jest mniejsza
lub réwna 2%. Aby pokaza¢ rownosé, okreslimy = : P(R) = P(R?)/, wzorem =(X) = [X x R],.
Funkcja E jest roznowartosciowa, bo jesli X7 # Xo, np. d € X1 — X, to zbior (X; x R) = (X3 x R)
zawiera cala prosta o réwnaniu x = d i nie zmiesci sie w zadnym kole. A wiec 2(X1) # E(X3).
Niech N* = NU{X(}. Nasza relacja jest jadrem przeksztatcenia ¥ : P(N) — N® x N* okreslonego
tak: U(X) = (X NPr, X NNp). A kazde jadro jest relacja rownowaznosci.
Klasy abstrakcji jadra to niepuste przeciwobrazy zbioréw jednoelementowych. Rozpatrzmy
wiec wszystkie przeciwobrazy postaci ¥~({{a,8)}) = {X | ¥(X) = (o, B)}, gdzie o, 8 € N°®. Jesli
a=p3=0,to V" {{a,B)}) = {@}, tylko bowiem zbiér pusty ma zeroelementowe przecigcie zaréwno
ze zbiorem Pr jak i ze zbiorem Np. Niech o, € N, oraz a # 0. Jesli X € ¥~1({(,8)}), to
X = (X NPr)U (X NNp) musi by¢ (a + )-elementowym zbiorem skoniczonym. Poniewaz wszyst-
kich skoniczonych podzbior6w N jest przeliczalnie wiele, wiec takze klasa [X], jest przeliczalna. Po-
zostaje zauwazy¢, ze jest to klasa nieskonczona (a wiec doktadnie mocy Ng), bo nalezg do niej zbiory
Xn={2i]|i<a—-1}U{2i+1|i< p}U{2a+2n}, ktore sa rozne dla roznych n. Podobnie jest,
gdy B #0. Niech teraz o = Ny. Ustalmy jaki§ podzbior B C Np, ktory jest mocy . Do klasy
U—1({(R, B)}) naleza wiec wszystkie zbiory postaci A U B, gdzie A jest dowolnym nieskoniczonym
podzbiorem liczb parzystych. Rodzina wszystkich nieskoiiczonych podzbioréw zbioru Pr jest réwno-
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liczna z rodzing wszystkich nieskoniczonych podzbioréw zbioru N i ma moc €. Zatem nasza klasa ma co
najmniej moc continuum. Takze co najwyzej continuum, bo tyle tylko jest wszystkich podzbioréow N.
Podobnie w przypadku g = Ny dla dowolnego o otrzymujemy moc continuum. Sa wiec tylko trzy
mozliwe moce klas abstrakcji: 1, g i €.

Z powyzszego wynika, ze wszystkie przeciwobrazy ¥ ~=1({(a, 3)}) sa niepuste. Zatem moc zbioru
klas abstrakcji jest taka sama jak moc przeciwdziedziny naszej funkcji ¥, czyli moc zbioru N® x N°.
A poniewaz N*® ~ N wige otrzymujemy RZ = Rg.

Tak, ta klasa jest réwnoliczna z R. Przyjmijmy oznaczenie V = [{ }nen]~. Poniewaz V

jest podzblorem QN, wiec v < (@N =R Aby udowodni¢ nier6wnosé R < V okreslimy funkcje
roznowartosciowa G : R — V. W tym celu zauwazmy, ze kazda liczba rzeczywista r jest granica pew-
nego ciagu {r, }nen liczb wymiernych réznych od zera. Istotnie, niech r/, bedzie obcieciem dziesiet-
nej reprezentacji liczby r do n najbardziej znaczacych cyfr po przecinku. Wtedy mozemy przyjacé
rn = if 7], # 0 then 1], else X. Teraz niech G(r)(n) = rp/n. Z wlasnoéci dzialan na ciagach wy-
nika, ze granica ciagu G(r) jest réwna 0, za$ wyrazy jego sa niezerowe, bo r, sa niezerowe. Co
wiecej, limy, o0 %"/% =limy, 00 1 =7, a zatem {r,/n}neny >~ {1/n}nen. Zatem funkcja G przyjmuje
wartoéci wylacznie w V.

Pozostaje sprawdzi¢, ze funkcja G jest roznowartosciowa. Jesli r # s, to ciagi {rp}nen 1 {Sn}nen
sa rozne, bo maja rozne granice. Zatem ciagi {rn/n}tnen 1 {Sn/n}nen tez sa rozme, czyli G(r) # G(s).
A wiec funkcja G rzeczywiscie jest réznowartogciowa. Skoro V < RiR < V, to z twierdzenia Cantora-
Bernsteina wynika R ~ N.

Inny sposéb: Okreslimy funkcje H : V 2% R, przyjmujac H(f) = lim,, o0 (n- f(n)). Funkcja H jest
na R (skad R < V), bo dla kazdej liczby rzeczywistej r mamy r = H ({2 },cn).
Zauwazmy, ze rozwigzanie zadania nie wykorzystywalo zadnych specyficznych wtasnosci

ciggu {%}neN. Mozna zatem pokazaé, ze kazda klasa abstrakcji jest rownoliczna z R, a wiec dowolne
dwie klasy sa rownoliczne.
Pokazemy najpierw, ze U/~ < R. Dowolna funkcja wyboru F : U/~ — U jest roznowartosciowa,
bo klasy abstrakcji sa niepuste i parami rozlaczne. Poniewaz U C QV, wiec U/~ < U = QV=R
Zaobserwujmy teraz, ze dla dowolnej liczby dodatniej r granica lim,, o, 1/n"™ istnieje i jest roéwna 0.
W dodatku ciag {1/n" },,en nigdzie nie przyjmuje wartosci zero. Zatem kazdy ciag postaci {1/n"™ },en
nalezy do U. Poniewaz dla r > s mamy

lim, 0o (1/n™)/(1/n®) = limy,— 0o n°" /0™ = lim, 0o n® " =0,
wige do relacji ~ nie nalezy zadna para ciagow {1/n"™ }nen i {1/n°" }nen, gdzie r # s. A wige funkcja
G : R — U, okreslona przez G(r) = [{1/n" },en]~, jest réznowartosciowa. Stad R < U/~.
Wiemy juz, ze U/~ < R, wiec z twierdzenia Cantora-Bernsteina wynika, ze U/~ ~ R.
Inny sposo6b: Zbior wszystkich wierzchotkéw nieskoriczonego petnego drzewa binarnego jest mocy Ng,
mozna wigc jego wierzchotki ponumerowac liczbami naturalnymi, np. tak, jak na rysunku[s] Ale zbior G
wszystkich nieskoriczonych galezi tego drzewa jest rownoliczny ze zbiorem N — {0,1} wszystkich
nieskonczonych ciagéw zerojedynkowych, czyli jest tej samej mocy, co R.

Niech A, oznacza zbiér numerdéw tych wierzchotkéw, ktore naleza do galezi . Wazne jest to, ze
dla réznych gatezi o i 3, obie réznice A, — Ag i Ag — A, sa nieskoriczone.

Dla a € G zdefiniujmy funkcje f, = An.if n € A, then 1 else 2. Dla roznych galezi «, 3, iloraz
fa(n)/fa(n) przyjmuje dla nieskonczenie wielu n wartosé % i dla nieskoriczenie wielu n wartosé 2.
Granica tego ilorazu nie istnieje, a zatem funkcje f, i fg wyznaczaja rézne klasy abstrakcji. W ten
spos6b wyznaczylismy funkcje réznowartosciowa Aa. fo : G — U/~. Mamy zatem R = G < U/,
co tacznie 7z poczatkowa obserwacja U/~ < R daje U/~ = R na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina.

368t Relacja 74 jest jadrem przeksztatcenia W4 : (N — N) =% (A — N) okreslonego rownaniem
WA(f) = fla. Dlatego zbior ilorazowy (N — N)/,., jest réwnoliczny ze zbiorem wartosci tej funkeji,

czyli ze zbiorem A — N. Ten zbiér jest mocy R, gdzie m = A. Konkretnie, dla A = @ mamy
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N = X = 1, dla A skoriczonego i niepustego zachodzi R = Xy, wreszcie dla nieskoniczonego A
dostajemy V" = N§° =.

Dla dowolnej funkcji f, klasa abstrakcji [f],, jest réwnoliczna ze zbiorem (—A) — N. Istotnie,
mamy tu bijekcje = : ((—A) — N) = [f]r4, ktora kazdej funkcji a : (—A) — N przypisuje funkcje

na

E(a) = An.if n € A then f(n) else a(n). Oczywiscie E(a)|a = fla i E(a)|-a = «a, wiec funkcja =
jest dobrze okreslona i roznowartosciowa. Jest tez surjekcja, bo jesli g € [f]-,, to g = Z(g|-a).
A zatem wszystkie klasy abstrakeji relacji r4 sa tej samej mocy N, gdzie n jest mocg zbioru —A.
Teraz dla A = N otrzymujemy 1, dla zbioréow koskoriczonych réznych od N mamy Rg, a w pozostalych
przypadkach continuum.

Bo ra =ker(Af. fl4).

Niech (f, g) € mys. Aby pokazac, ze (f,g) € (\{ra | A € S}, rozpatrzmy dowolny zbiér A € S
1 dowolny jego element x. Poniewaz A € S, wiec x € |JS, skad f(z) = g(x). Askoro Ac Size A
byly dowolne, to udowodnilismy, ze (f, g) € (J{ra | A € S}, co koriczy dowdd inkluzji C. W przeciwna
strone zalozmy, ze (f,g) € ({{ra | A € S}. Trzeba sprawdzi¢, czy f(z) = g(z) dla kazdego x € J S,
wezmy wiec dowolne takie z. Wtedy = € A, dla pewnego A € S, wiec rownosé¢ f(x) = g(x) wynika
z tego, ze (f,g) € ({ra | A€ S} Cra.

Z czesci [369a) wynika, ze zbior ilorazowy relacji 74 jest rownoliczny ze zbiorem wszystkich
funkcji A — N, jesli wigc A jest k-elementowym zbiorem skoriczonym, to mamy R§ klas abstrakcji.
Dla k = 0 (czyli A = @) jest jedna klasa, a dla k > 0 zbior ilorazowy jest mocy Rg. A jesli A jest
zbiorem nieskoniczonym, to zbiér A — N tez jest nieskoiiczony, wiec zadna relacja 74 nie ma dokltadnie
szesciu klas.

Relacja g to relacja identycznosciowa, wiec wszystkie jej klasy sa jednoelementowe. Zadna
z relacji r 4 nie ma klas szescioelementowych. Jesli A # R, to mamy liczbe a, ktéra nie nalezy do A.
Wtedy kazda klasa [f],, jest nieskonczona, bo naleza do niej na przyklad wszystkie funkcje postaci
fr = Ax.if x = a then k else f(x). W szczegolnym przypadku, gdy A = R — {a}, to sa w ogole
wszystkie funkcje w tej klasie, i wtedy mamy moc .
Funkcja F' jest roznowartosciowa. Niech A # B, na przyklad a € A — B i niech x(,} oznacza
funkcje charakterystyczng singletona {a}. Wtedy (A\z.0,x{q}) € 7B — ra. Ale ta funkcja nie jest
surjekcja, bo istnieja relacje o szesciu klasach (por. . Na przyktad jadro operacji Af. f(0) mod 6.
Pokazemy, ze relacja = jest jadrem przeksztalcenia @ : (N — N) — NU {w}, gdzie

B(f) = w, jesli Rg(f) jest nieskoriczony;

max Rg(f), w przeciwnym przypadku.

(Ta funkcja jest dobrze okreslona, bo zbiér Rg(f) nigdy nie jest pusty.)
Pokazemy najpierw, ze f g wtedy i tylko wtedy, gdy ®(f) < ®(g), gdzie porzadek < rozszerzamy
do zbioru NU {w} w ten sposob, ze a < w dla dowolnego a € NU {w}.

Jesli Rg(g) jest zbiorem nieskoriczonym, to f * g. Istotnie, dla dowolnego n, liczba f(n) musi
by¢ mniejsza lub rowna pewnemu elementowi zbioru Rg(g), inaczej caly ten zbior bylby zawarty
w skoniczonym odcinku poczatkowym O(f(n)). Tak wiec jesli (f) < ®(g) =w, to f 7 g.

Jesli z kolei ®(f) < ®(g) = k € N, czyli maxRg(f) < maxRg(g) = k, to k = g(q) dla pewnego
q € N i wtedy dla dowolnego n € N mamy f(n) < maxRg(f) < g(q), a zatem f 7 g.

Na odwrét, zatozmy, ze f 7 g. Jesli Rg(g) jest nieskoniczone, to ®(f) < ®(g) = w. Jesli natomiast
Rg(g) jest skoniczone i maxRg(g) = k € N, to dla kazdego n € N, f(n) < k, a zatem Rg(f) tez jest
skoriczone 1 w dodatku max Rg(f) < k, czyli ®(f) < ®(g).

Skoro f = g oznacza f 7 gig 7 f, to oznacza to rowniez, ze (f) = ®(g). A zatem relacja = jest
jadrem przeksztalcenia ®, a wiec jest relacja réwnowaznosci.

370bt Zbior ilorazowy naszej relacji jest rownoliczny z Rg(®) = NU {w}, wiec ma moc Ry.

Zero jest najwickszym elementem zbioru Rg(f) tylko w jednym przypadku, mianowicie dla
funkcji f = Az.0. Zatem klasa [Az.0]= ma moc jeden. Pozostalte klasy sa mocy €. Oczywiscie kazda
klasa jest co najwyzej mocy €, bo jest zawarta w zbiorze N — N, nalezy wiec wykazaé, ze kazda

klasa jest co najmniej tej mocy. Niech wiec f # Az.0. Okreslmy funkcje F: (N — {0,1}) = [f]=
przyjmujac dla dowolnego o : N — {0,1} i dowolnego k € N:
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F(a)(2k) = a(k), oraz F(a)(2k +1) = f(k).

Sprawdzmy, czy funkcja F jest dobrze zdefiniowana. Zbior wartosci F(«) zawiera zbior Rg(f), wiec
jesli ten drugi jest nieskoriczony, to ten pierwszy tez. W przeciwnym przypadku mamy nieréwnosé
max Rg(F(«)) < max{l, maxRg(f)} = maxRg(f), bo f nie jest stale rowna zeru.

Funkcja F' jest oczywiscie roznowartosciowa: jesli a # 3, to a(k) # B(k) dla pewnego k, a wtedy
F(a)(2k) # F(8)(2k).
Zwrotnos¢ i symetria wynikaja wprost z definicji, zatem wystarczy pokazaé, ze r jest przechod-
nia. Zauwazmy, ze dla dowolnych n, m zachodzi réwnosé

frogm=gmofm (1)

Zalozmy, ze (x,y) € r i (y,z) € r. Wtedy istnieja takie n1, my, na i ma, ze:
fr(gm (@) = " (g™ (y) (2)
fr2(g™(y)) = fr2(g™2(2)). (3)

Mamy wiec nastepujace réwnosci:
fnl +n2 ( mi+ma (LC)
2

= fr(g™( )
= 2™ (" (g™ (y)
= g™ (9™ (y)
= g™ (" (g™ (2)
— fnlJr’ﬂz( mi+ma (Z))

Wynika stad, ze (x, z) € r. Zatem r jest przechodnia.
Zatozmy, ze 1 = 1,4. Pokazemy, ze f i g sa réznowarto$ciowe. Dla dowolnych z,y € A,
jesli f(x) = f(y), to (x,y) € r i musi zachodzi¢ x = y, bo r =14. Zatem f jest roznowartosciowa.
Analogicznie g jest rowniez réznowartosciowa.

Dla dowodu w przeciwna strone zalézmy, ze f i g sa réznowartoSciowe. Zauwazmy, ze wtedy
wszystkie zlozenia postaci f™ o g™ tez sa roznowartosciowe. Pokazemy, ze r = 14. Niech (z,y) € r.
Istnieja wtedy takie n i m, ze f™(¢g™(x)) = f™(¢g™(y)). Wynika stad, ze x = y. Dowodzi to, ze jesli
(x,y) €r,tox =y. Zatem r = 14.

Niech g = idy i niech f bedzie okreslona nastepujaco:
F(n) = p, jedli n = pk, gdzie p jest liczba pierwsza i k € N — {0};
“ | m, w przeciwnym przypadku.
Oczywiscie fog = go f. Zauwazmy, ze jesli p jest liczba pierwsza i k1, k2 € N — {0}, to (p*,p¥2) € r.
Wynika stad, ze klasa abstrakeji [p], dla liczby pierwszej p jest nieskonczona.

Jesli p 1 po sa roznymi liczbami pierwszymi, to (p1,p2) € 7, czyli [p1], # [p2]-. Poniewaz istnieje
nieskonczenie wiele liczb pierwszych, wiec r ma nieskoniczenie wiele nieskoiiczonych klas abstrakcji.
Zwrotno$¢ wynika wprost z definicji a symetria wynika z symetrycznosci relacji s. Pozostaje
udowodnié przechodnio$é. Z zalozenia

VeyzlzryAzrz=yrz|, (1)
wynika, ze relacja r ma takie wlasnosci:

zry=yry (stosujemy (1) dla z =y) (2
XoT X1 T T2 = x2rx1  (stosujemy (1) do r(z1,x2) ir(z1,21)) (3
ToTT1rTarxy = 1 rey  (stosujemy (1) do r(xe,x1) i r(xe,x3)). (4)
Aby wykaza¢ przechodnio$¢ relacji 14 U (s - s+ s) udowodnimy, ze s-s-s-sC s-s-s. Zapiszmy 71y
jako x — y, a xr 'y jako  <— y. Niech 295 215 x25 T35 24. Wtedy o jest polaczony z x4
ciagiem czterech strzalek. Z (3) wynika, ze jesli w tym ciagu sa trzy kolejne strzatki w te sama strone,
to (xg,z4) € s-5-s. W przeciwnym przypadku, jesli we wspomnianym ciggu jest zmiana kierunku
strzalek postaci «+——, to z (1) wynika, ze (xg,z4) € s-s-5s. Zostaje jeden przypadek nierozpatrzony

postaci —>—+—+«—. Ale wtedy druga strzatke mozna odwrocié przy uzyciu (2).

372b: Zalozmy, ze r jest przechodnia. Wtedy r~! jest réwniez przechodnia. Zauwazmy, ze jesli
zryrzlub xrtyr~tzlub xrlyrz to rsz. Z tego latwo wynika, ze s-s-s C s-s. Zatem
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relacja 14 U (s - s) jest przechodnia. Zwrotnos¢ i symetria jak w zadaniu

Zalozmy, ze r jest symetryczna. Jesli xsysz, to zryrz i zatem zrz (1). Wynika stad, ze
relacja 14 U s jest przechodnia. Zwrotnosé i symetria jak w zadaniu

Relacja Rz jest relacja réwnowaznosci dla dowolnego Z. Zwrotnosé i symetria jest oczywista.
Pokazemy, ze relacja Ry jest przechodnia. Wezmy dowolne takie funkcje f,g,h : N — N, ze (f, g) € Rz
i{g,h) € Rz. Z definicji oznacza to, ze dla kazdego n € Z mamy f(n) = g(n) i g(n) = h(n). Wtedy
jednak dla kazdego n € Z zachodzi f(n) = h(n). To jest rownowazne temu, ze (f, h) € Rz.

Relacja Sz jest relacja rownowaznosci wtedy i tylko wtedy, gdy Z jest zbiorem jednoelementowym.
Niech Z = {z} bedzie zbiorem jednoelementowym. Jest oczywiste, ze relacja Sz jest zwrotna i syme-
tryczna. Pokazemy, ze jest przechodnia. Wezmy dowolne funkcje f,g,h : N — N takie, ze (f,g) € Sz
i{g,h) € Sz. 7Z definicji oznacza to, ze istnieje n € Z takie, ze f(n) = g(n) oraz takie m € Z, ze
g(m) = h(m). Jednak Z = {z}, zatem n = m = z. Mamy zatem f(z) = g(z) i g(z) = h(z), skad
wynika, ze f(z) = h(z). Jest wigc takie n € Z, ze f(n) = h(n), a zatem (f, h) € Sz.

Jesli Z nie jest zbiorem jednoelementowym, to istnieja dwa rézne elementy a,b € Z. Rozwazmy
funkcje f,g,h : N — N takie, ze

f(a):()a f(b):17 f(n):07 dlan#chb;
g(a) =0, g(b) =2, g(n) =1, dla n # a, b;
h(a) =2, h(b) = 2, h(n) =2, dla n # a,b.

Wowczas (f, g) € Sz oraz (g,h) € Sz, ale (f,h) € Sz. Zatem relacja Sz nie jest przechodnia.

Relacjami réwnowaznosci sa Ry i Rp,. Latwo zauwazy¢, ze relacja Ry to relacja identycznosci.
Ponadto (f, g) € Ry, wtedy i tylko wtedy, gdy Vn € Pr(f(n) = g(n)).

(a) Relacja Ry to identycznosé, zatem jedyna funkcja, ktora jest w relacji Ry z An.n jest An.n.
Zgodnie z definicja relacji Rpy, mamy [An.n]g,, = {f : N = N|Vn e Pr(f(n) =n)}.

(b) Zbior (N — N)/g, jest nieskoriczony. Kazda funkcja jest w innej klasie abstrakeji, a funkeji z N
do N jest nieskoniczenie wiele. Zbior (N — N)/g,. jest tez nieskoriczony. Kazda funkcja stala jest
w innej klasie abstrakcji, bo kazda daje inna warto$¢ dla parzystego argumentu 0.

(c) Kazda klasa abstrakcji relacji Ry jest skoficzona, bo jest jednoelementowa. Za to kazda klasa
abstrakcji relacji Rp, jest nieskonczona. Wezmy dowolng funkcje f : N — N i rozwazmy takie funkcje
fo : N = N, ze fo(1) = ni fo(k) = f(k), dlak#1. Jesli n # m to funkcje f, i fi, sa rozne,
a jednoczesnie kazda z nich nalezy do [f]g,,. Zatem klasa abstrakcji [f]g,, jest nieskoriczona.

(d) Zbioér A nie jest klasg abstrakeji relacji Ry, bo kazda klasa abstrakcji Ry jest jednoelementowa.
Zbior A takze nie jest klasg abstrakeji relacji Rp,. W klasie abstrakcji kazde dwa elementy sa w relacji.
Jednak do A naleza funkcja f stale réwna 0 oraz funkcja g taka, ze g(2011) =01 g(n) = 7 dla n # 0.
Jednoczesnie (f, g) € Ry, bo f(0) # g(0).

375 Wezmy dowolna funkcje S: N — R. Pokazemy, ze relacja R (S) jest relacja réwnowaznosci,
poprzez sprawdzenie trzech warunkow jakie taka relacja musi spetniaé.

(Zwrotnosé) Wezmy dowolne x € N. Skoro dla kazdego j € N relacja S(j) jest relacja rownowaznosci,
wiec Vj € N. (x,z) € S(j). W takim razie dla ¢ = 0 mamy Vj > i. (x,z) € S(j), skad (x,z) € R (5).
(Symetria) Wezmy dowolng pare (z,y) € R (S). Pokazemy, ze (y,z) € Rx(S). Skoro para (x,y)
nalezy do R (S), to z definicji Ry (S) wiemy, ze istnieje takie i € N, ze Vj > i. (x,y) € S(j). Ale
poniewaz kazda z relacji S(j) dla j € N jest symetryczna, wiec zachodzi rowniez Vj > i. (y,z) € S(j).
A zatem otrzymujemy (y,x) € Roo(S) z definicji Roo(S).

(Przechodnios¢) Niech (z,y) € Ro(S) 1 (y, 2) € Ro(S). Wykazemy, ze para (z, z) nalezy do R (95).
Z definicji Roo(S), istnieja takie i1,i2 € N, ze Vj1 > 41. (x,y) € S(j1) oraz Vja > ia. (y,z) € S(ja2).
Niech ¢ = max (i1, i2). Poniewaz i1 < i oraz is < i, wiec Vj > i. (z,y) € S(§) A (y, z) € S(j). Poniewaz
kazda z relacji S(j) dla 7 € N jest przechodnia, wiec ostatnia wlasnosé¢ implikuje, ze dla wybranego
wezesniej i zachodzi Vj > 4. (x,2) € S(j). A zatem z definicji R (S) dostajemy (x, z) € Roo(S).
Tak, zdefiniowana powyzej relacja rs jest zawsze relacja rownowaznosci. Wezmy dowolny
zbidr X i relacje s w X. Pokazemy, ze ry jest relacja rownowaznosci:
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| © E X}. Chcemy pokazaé, ze 1x C rs. Ale 1x C s*
bo s* jest zwrotna i podobnie 1x = 1% 1 c (s*) . Wiec 1x C r,, a zatem r; Jest zwrotna.

(Symetria) Zauwazmy, ze r; 1 = (s* N (s*)7) 7= (s*) 71N ((s*)H 7 = (%) N s* = rg, gdzie:

(Zwrotnosé) Przypomnijmy, ze 1x = {(z,z)

e pierwsza rownos¢ wynika z definicji r,
o druga réwnoséé wynika z definicji operacji ~!,
e trzecia rownosé wynika z tego, ze dla dowolnej relacji t zachodzi (t_l)_l =t,
e czwarta rownosé wynika z definicji r;.
(Przechodnio$¢) Wykazemy najpierw, ze jesli relacja t w X jest przechodnia to réwniez ¢t~1 jest prze-
chodnia. Wezmy dowolne (z,y), (y,2) € t~!, pokazemy ze (x,z) € t~1. Wiemy, ze (z,y), (y,z) € t.
Skoro t jest przechodnia, wigc (z,x) € t, a wiec (z,z € t~1.

Relacja s* jest przechodnia z definicji, wiec na mocy powyzszej uwagi relacja (s*) ! jest przechodnia.
A zatem relacja r = s* N (s*) 7! jest przechodnia, jako przeciecie relacji przechodnich (zadanie .
Rozwazmy relacje s = {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}
w zbiorze X = {0,1,2,3}. Rysunek |§| przedstawia relacje s graficznie. Strzatka x — y na obrazku
oznacza, ze (z,y) € s. Dla czytelnosci, wszystkie cztery strzalki postaci (x,z) € s zostaly pominiete.

S . . L . > —1 _
Latwo sprawdzi¢, ze relacja s jest spojna oraz zachodzi réwnosé s* = s. Wobec tego (s*) = s71,

Rysunek 6: Zadanie [376b

a zatem r, = s N s~ = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,2),(3,3)}. W takim razie r, jest relacja réwno-
waznosci 1 ma trzy klasy abstrakeji: {0,1}, {2} i {3}.
Relacja ~ jest zwrotna: f ~ f dla dowolnej funkcji f : R — R, gdyz f(z) = f(x) dla z > 0.
Relacja ~ jest tez oczywiscie symetryczna. Aby udowodnié, ze ~ jest przechodnia, zatézmy, ze f ~ g
oraz g ~ h. Wowczas istnieja takie s,t € R, ze f(z) = g(x), dla x > s, oraz g(z) = h(z), dla z > t.
A wtedy f(x) = h(z), dla > max(s,t), co pokazuje, ze f ~ h.
Dalej dla uproszczenia piszemy ~ zamiast ~g. Dla ¢ € R, niech f. oznacza funkcje stata Az.c.
Zdefiniujmy funkcje a: R — S/ wzorem a(c) = [f.]~. Pokazemy, ze funkcja « jest bijekcja.
1. Funkcja « jest roznowartosciowa: Zalozmy, ze a(c) = a(d). Pokazemy, ze ¢ = d. Skoro a(c) = a(d),
to z definicji funkcji o wynika, ze f. ~ f4. A zatem istnieje taka liczba t, ze f.(z) = fq(z) dlax > t.
W szezegolnosdcel, ¢ = fo(z + 1) = fa(x + 1) = d.
2. Funkcja « jest na S/ : Rozwazmy dowolna klase abstrakcji C relacji ~. Pokazemy, ze C' = a(b)
dla pewnej liczby b € R. Niech f bedzie dowolna funkcja nalezaca do C (wtedy C' = [f]~). Poniewaz
f jest skokowa, wiec istniejg takie liczby t,a,b € R, ze

a jeshi x < t,

F@ =9y Setie >t
Jasne jest, ze f ~ f,. A zatem, f, € C, co implikuje ze a(b) = C.
Relacja R jest relacja rownowaznosci, poniewaz jest jadrem takiej funkcji F' : NN — P(N), ze
F(f) = f~'({2013}).
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379b: Jest tylko jedna taka funkcja f : N — N, ze f~1({2013}) = N. Jest to funkcja stale rowna
2013, zatem [Az.2013]r = {Az.2013}.

Nie. Dla n € N zdefiniujmy f,, : N — N tak:
2013, gdyz<n
In ('r) = .
0, w przeciwnym przypadku
Wowczas f,1({2013}) = {0,1,...,n} i dla n # m funkcje f, i fn, nie sa w relacji R. Zatem kazda
klasa abstrakeji [f,,]r jest inna.
Tylko jedna. Z punktu[379b|wiemy, ze klasa abstrakeji funkeji Az.2013 jest skoniczona. Udowod-

nimy, ze dla kazdej innej funkcji f jej klasa abstrakcji [f]g jest nieskoriczona. Skoro f nie jest stale
rowna 2013, to istnieje takie n € N, ze f(n) # 2013. Dla a # 2013 rozwazmy funkcje f, : N — N:

folz) = f(@), gdyz#n
a, gdy z=n

Wtedy (fa, f) € Ridlaroéznych ay,as funkcje fo,, fa, sa rozne. Zatem [f]r jest nieskoriczona.
Nie, bo relacja 7 nie jest przechodnia. Na przyklad (4,2) € 7 oraz (2,6) € 7, ale (4,6) & 7.
Niech Pr oznacza zbior wszystkich liczb parzystych, niech By = |J{B | B jest klikg oraz 2 € B}.
Wykazemy, ze By = PrU {1}.
(2) Niech m € PrU{1}. Wtedy zbior {2, m} jest klika w relacji 7, bo 2| m lub m | 2. Zatem {2, m} C By
i w szczegolnosci m € By.
(©) Niech m € By. Wtedy istnieje taka klika B, ze m € B oraz 2 € B, skad 2|m lub m|2. Jezeli
2|m, to m jest parzyste. Jezeli m|2, to m =1 lub m = 2. Zatem m € PruU {1}.
Nie, zbior By nie jest klika w relacji 7, np. 4,6 € By ale (4,6) € 7, zatem By X By € T.
Wykazemy, ze zbior A = {2" | n : N} jest klika maksymalna w relacji 7. Po pierwsze jest
to klika, bo 2" |2™ dla n < m. Po drugie przypusémy, ze A C B i B jest klikg. Jesli A # B, to
istnieje taka liczba b, ze b € B — A. Dla dowolnego n mamy teraz b| 2™ lub 2™ | b. Pierwszy przypadek
jest niemozliwy, bo wtedy b tez jest potega dwojki i b € A. Zatem dla dowolnego n zachodzi drugi
przypadek. Oznacza to, ze 2™ | b, w szczegélnosci 2" < b, dla kazdego n. Taka liczba b oczywiscie nie
istnieje.
Nie, relacja 7. jest zwrotna i symetryczna, ale nie jest przechodnia. Istotnie, (£,
(e,%) €7, ale (5, 5?) & T..
381b} Pokazemy, ze | J{B | B jest klika oraz 0 € B} = (—¢,¢). Zawieranie z prawej do lewej wynika
stad, ze dla z € (—¢,¢) zbior {x,0} jest klika, do ktorej nalezy zero. Na odwrot, jesli z € B, gdzie B
jest klika oraz 0 € B, to |z| = |x — 0] < & czyli x € (—¢,¢).

Przedzial (—e,¢) nie jest klika (wiec nie jest tez klikg maksymalna), bo np. liczby —‘1—5 i 37? nie sg
w relacji 7.. Przyktadowa klika maksymalna, do ktorej nalezy zero, to przedzial [0, ).

€) € T, oraz

381ct Tak. Niech v = &1 + €2, wowczas 7, = 7., 0 7.,. Dla dowodu zawierania w prawo wezmy
dowolne takie z,y, ze (x,y) € 7y. Przypusémy najpierw, ze x < y. Skoro réznica y — x jest mniejsza
od v (czyli od &1 + €2), to istnieje takie z € (z,y), ze z —x < €1 1 y — z < 3. Mozna przyjac¢ na
przyktad z = x + |y — x| * % Wtedy (x,z2) € 7c, 1 (y,2) € Te,, a wiec (z,y) € T, 07.,. Dlaz >y
dowdd jest analogiczny.

Zawieranie w przeciwna strone wynika z tego, ze jesli (x,z) € 7o, 1 (2,y) € Te,, to |z —y| <
|z — 2|+ |z —y| < e1+e2 =7, azatem (z,y) € 7.
381d; Dla dowolnego ¢ mamy 7.7 = R x R, w szczegdlnosci (e, V2) € 7. Istotnie, dla z < y istnieje
taki clag © = 20, 21,...,%n = ¥y, 2¢ (T4, Ti41) € 7o dlai =0,...,n — 1. Wystarczy wzia¢ n = [247]
oraz x; =x+i-5dlai=0...n—11iw koiicu x, =y.
Tak. Udowodnimy, ze jesli 1 # 72, to funkcje ¢(r1) 1 ¢(r2) sa rozne. Niech wiec r1 # ro,
np. (y,z) € 1y — 1o, i niech A = [y],,. Wtedy ¢(r2)(A) = A, wiec z & ©(r2)(A). Z drugiej strony
z € [z, S U{[zlr, | @ € A} = @(r1)(A), bo [z]r, = [y]r, iy € A A zatem z € o(r1)(A) — ¢(r2)(4),
skad p(r1)(A) # o(r2)(A). Funkcje p(r1) i ¢(re) sa wiec rozne.
Nie. Dla r € R mamy ¢(r)(@) = &, wiec np. funkcja AA {3} nie jest postaci o(r).
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() Jesli = 1y, to p(r)(4) = Ul [a], | = € A} = U{ {z} | = € A} = A, cayli p(r) = idpgr
=) Niech ¢(r) bedzie réznowartosciowa. Jesli (z,y) € r, to (r)({z}) = [z], = [y], = ¢(r)({y}).
Z roznowartosciowosci wynika {x} = {y}, czyli z = y.
382d} Przede wszystkim zauwazmy, ze skoro Rg(¢(r)) jest podzbiorem P(N), to |JRg(p(r)) C N.
Pokazemy, ze | JRg(p(r)) = N, niezaleznie od r, W tym celu wezmy dowolne y € N. Wtedy y € [y,
wige y € o(r)({y}) € Re(p(r)). Zatem y € JRg((r)), czyli URg(p(r)) 2 N.
Nie. Niech na przyktad r; € R bedzie relacja wyznaczajaca podzial R na dwa zbiory Q i R—Q,
a relacja ro € R niech wyznacza podzial taki: {Q} U {{z} | z € R — Q}. Wtedy p(r1) = ¢(r2), bo dla
dowolnego A C N zachodzi ¢(r1)(A) = p(r2)(4) =if ANQ = & then & else Q.
383bf Nie. Dla r € R mamy ¢(r)(@) = &, wiec np. funkcja AA {3} nie jest postaci o(r).
Nigdy tak nie jest, bo ¢(r)(Q) = U{[z], | z € Q} = ¢(r)(QU{v/2}) dla dowolnej relacji r € R.
383d} Tak. Na przyklad | JReg(p(1r)) = U{p(1r)(4) | A C R} = J{U{ [z]1x | z € ANQ} | AC R} =
UH{U{{z} |2 € AnQ} | ACR}=U{ANQ | ACR} =Q. Ale z drugiej strony | JRg(p(R x R)) =
U{Uf [z)exe | 2 € ANQ} | ACR} = R, 2} =R.
Dla g = Az.if z < 0 then —1 else 0, mamy ¢ (g) = {(—00,0),[0,00), @}. Istotnie, g~} ({—1}) =
(—00,0), g71({0}) = [0, 0) oraz g~ ({z}) = @ dla wszystkich x # 0, 1.
Nie, bo zawsze 1(g) # 9, na przyktad ¢g=1({0}) € ¥ (g).
Nie, np. (A2 0) = {R, @} = (A1), bo Az c) " ({c}) =R i (Azc)"t({z}) = 2, dla z # c.
384d: Tak. Warunek 35 (S € (g) Az € SAy € S) jest rtéwnowazny stwierdzeniu, ze z,y € g~ ({z}),
dla tego samego z € R, czyli ze g(z) = g(y). Inaczej méwiac, relacja ry to po prostu jadro funkeji g.
Zbior 1 ({{(~00,0),[0,00),@}}), to zbiér wszystkich funkcji postaci Az.if z < 0 then c else d,
dla pewnych statych ¢ # d € R. Istotnie, dla kazdej takiej funkcji g mamy ¥ (g) = {(—o0,0), [0, 00), &},
bo g7 1({c}) = (—=0,0), g~ ({d}) = [0,00) oraz g~ 1({z}) = @ dla = # c¢,d. Ponadto, z zadania [384d
wynika, ze jesli g € ¥~ ({{(—00,0),[0,00),D}}), to g jest stala na przedziatach (—oo,0) oraz [0, c0).
Dla g = \z.if x < 0 then —1 else 0, mamy ¥ (g) = {(—00,0), [0, 0), &, R}. Istotnie, g1 ({z,y}) =
g *{z}) Ug t({y}), a wiemy z zadania ze kazde g~!({x}) musi by¢ jednej z postaci (—oc,0),
[0,00) lub @.

Nie, bo zawsze 1(g) # &, na przyktad g=1({0,1}) € ¥(g). Zatem @ & Rg(v)).

Nie, np. ¥(A20) = {R, @} = ¥(Az1), bo (Aze) ' ({c,y}) =R dlay e Ri (Azc) t({z,y}) = 2,
dla z,y # c.
385d; Tak, bo zawsze ry = R x R. Mamy bowiem z,y € ¢~ ({g9(2),9(y)}) € ¥(g).
Zbiory A, B sa w relacji r, gdy Al = Bl, gdzie X| = {x € N | Jy € A. 2z < y}, dla dowolnego
X C N. Relacja r jest wiec jadrem operacji | : P(N) — P(N), a kazde jadro jest relacja rownowaznosci.
Kazdy zbior postaci Al jest odcinkiem poczatkowym w (N, <). To znaczy, ze albo Al = N
(odcinek niewlasciwy), albo A} = Oy(n) = {0,...,n — 1} dla pewnego n.

Okreslimy funkcje f : P(N)/,, - NU {w} w nastepujacy sposob:

f([A]r) =if Al = On(n) then n else w

Funkcja f jest dobrze okreslona, bo B] = A| dla wszystkich B € [A],. Jest to funkcja roznowartos-
ciowa, bo wartos¢ f([A],) zalezy tylko od Al, a ten zbior jest inny dla kazdej klasy. Jest tez surjekcja,
bo w = f(|N],;) oraz n = f([On(n)],) dla n € N (na przyklad 0 = f([@],)). Zbior ilorazowy jest wiec
mocy N, bo jest rownoliczny ze zbiorem N U {w}.
Poniewaz A C Al dla dowolnego A, wiec jedynym zbiorem o wlasnosci A] = Oy(0) = & jest
zbior pusty. Klasa [&], ma wiec jeden element.

Jesli A # & jest ograniczony z gory, to ma najwiekszy element m. Wtedy Al = {m}] = On(m+1).
Do klasy abstrakcji [A], = [{m}], naleza wszystkie zbiory zawarte w On(m + 1), ktorych najwiek-
szym elementem jest m. Jest ich tyle ile réznych podzbiorow m-elementowego zbioru Oyn(m) czyli
doktadnie 2™.

A jedli zbior A nie jest ograniczony z gory, to A| = N. Zatem klasa abstrakeji [A], = [N],- to zbior U
wszystkich nieograniczonych podzbioréw zbioru N. Pokazemy, ze U = €.
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Oczywiscie U < €, bo U C P(N). Z drugiej strony rozpatrzmy funkcje h : P(N) — U okreslona
tak: h(B) = {2k | k € B} U{2k +1 | k € N}. Ta funkcja jest dobrze okreslona, bo do kazdego
zbioru postaci h(B) naleza wszystkie liczby nieparzyste; zbior ten jest wiec na pewno nieograniczony.
Ponadto funkcja h jest réznowartosciowa, bo jesli np. k € By — Ba, to 2k € h(B1) — h(B3). A zatem

¢ = P(N) < U i ostatecznie wnioskujemy, ze U = €.
Relacja r jest relacja rownowaznosci, bo jest jadrem operacji |} : P(N) — P(N), ktora kazdemu
zbiorowi X C N przypisuje zbior wszystkich jego ograniczen dolnych X} = {z e N | Vy € X.z < y}.
388bf Jesli A # @, to Al = {min A} = {n € N | n < min A}. Natomiast & = N, bo kazda liczba
jest ograniczeniem dolnym zbioru pustego. Okreslimy taka funkcje f : P(N)/, - NU {w}:

f(A];) =if Al = {n}{ then n else w.
Funkcja f jest dobrze okreslona, bo Bl = Al} dla wszystkich B € [A],.. Jest to funkcja roznowartos-
ciowa, bo zbior Al jest inny dla kazdej klasy. Jest tez surjekcja, bo w = f([&],) oraz n = f([{n}].)
dla n € N. Zbior ilorazowy jest wiec mocy Rg, bo jest rownoliczny ze zbiorem N U {w}.

Jedynym zbiorem A o wtasnosci A} = N jest zbiér pusty; istotnie, gdyby a € A, to n < a dla
wszystkich n € N. Klasa [@], ma wiec jeden element.

Jesli A # @, toniech n = min Ainiech g : P({k € N| k > n}) — [A]. bedzie taka, ze g(B) = BU{n}.
Ta funkcja jest dobrze okreslona, bo jesli B € Dom(g), to min(g(B)) = min(B U {n}) = n, wiec
g(B)l = {n}} = Al. Funkcja g jest réoznowartosciowa, bo jesli B, B’ € Dom(g) i na przyklad
k € B— B, to k > n, wiec nadal k € g(B) — g(B’). Ponadto jesli A'r A, to A’} = Al = {n},
w szczegblnodcei min A’ = n, skad A’ = g(A’ — {n}). A wiec nasza funkcja jest bijekcja. Zatem moc
zbioru [A], jest rowna mocy zbioru P({k € N | k > n}), ktora jest taka jak moc zbioru P(N), czyli €.
Zwrotnos¢ i symetria sa oczywiste. Dla dowodu przechodnioéci zalézmy, ze f ~ g oraz g ~ h,
tj. istnieja takie liczby My 1 Ma, ze Vn|f(n) — g(n)| < My i Vn|g(n) — h(n)| < Ms. Poniewaz dla
dowolnego n mamy |f(n) — h(n)| < |f(n) — g(n)| + |g(n) — h(n)| < My + Ms, wiec f ~ h.

389b: Zbior ilorazowy N/ _ jest mocy continuum. Nieréwnosé NN/ < € wynika stad, ze przeksztal-

cenie kanoniczne A f. [f]~ : NN — NN/ _ jest ,na”. Nieréwnos$é w przeciwng strone mozna wywnioskowacé

z tego, ze kazda z funkcji f,.(n) = |[rn|, gdzie r jest dodatnig liczbg rzeczywista, jest w innej klasie

abstrakcji. Faktycznie, dla r; > ro, dowolnego M i dostatecznie duzego n mamy |rin| — |ran] > M,

a wiec roznica |f1 — f2| nie jest ograniczona. A zatem funkcja Ar.[f]. jest dobrze okreslona injekcja

z Ry wNV/_ skad € <NV/_.

Wszystkie klasy abstrakeji tej relacji sa mocy continuum. Ograniczenie z gory jest oczywiste, bo

wszystkich ciagdéw liczb naturalnych jest continuum. Szacowanie z dotu uzyskamy definiujac funkcje

F {0, 1} = [f]~ w ten sposob: dla a : N — {0,1} niech F(a)(n) = f(n) + a(n). Wtedy

F(a) € [f]~, bo Vn.|F(a)(n) — f(n)| <1, a wiec F jest dobrze okreslona. Jest tez roznowartosciowa:

jesli a, B : N — {0,1} oraz o # B, to a(n) # f(n) dla pewnego n. Wowczas F(a)(n) # F(8)(n), wiec

F(a) # F(8).

Relacja ~ jest jadrem operacji ® : (N — N) — P(N), ktora kazdej funkcji f: N — N przy-

porzadkowuje zbior jej wszystkich punktow statych ®(f) = {zr € N | f(x) = z}.

Zbior ilorazowy jadra jest rownoliczny ze zbiorem wartosci funkcji, wystarczy wiec okresli¢

moc Rg(®). Ale Rg(®) = P(N), bo kazdy zbior A C N ma postaé ®(f) dla pewnej funkeji f.

W rzeczy samej: A = ®(An.if n € A then n else n + 1). A zatem moc naszego zbioru jest taka jak

moc P(N) czyli €.

Dlan € ®(f) mamy f(n) = n, zatem funkcje z klasy [f]. moga sie rozni¢ tylko dla argumentow

ze zbioru Z = N — ®(f). Niech F={f:Z >N |Vze Z f(z) # z}. Jesli g € [f]~ 1 B(g) = glz, to

funkcja S(g) nalezy do zbioru F. Tak okreslone przeksztalcenie 5 : [f]~ — F jest bijekcja, bo:

— Jesli g, h € [f]~ sa rozne, to musza sie r6zni¢ na jakim$ argumencie ze zbioru Z.

— Kazde a € F jest postaci 8(¢a), gdzie go = Mn.if n € Z then a(n) else n.

To znaczy, ze klasa [f]. jest rownoliczna z F' i pozostaje zbada¢ moc zbioru F' w zaleznosci od Z.
Jesli Z = @, to F = &, a klasa [f]~ ma jeden element idy. Jesli Z jest skoniczony i niepusty, to F'

ma moc Yo, bo Z — &(f) C FF C Z — N. Pierwsza inkluzja daje nam Xy < F', bo zbior ®(f) jest
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wtedy mocy Rg, wiec funkeji typu Z — ®(f) jest tez Xg. Druga inkluzja daje F' < Xg, bo zbiér Z — N
jest przeliczalny z powodu skoriczonosci Z.

Jesli Z jest zbiorem nieskoriczonym, to zbior F' i klasa [f]~ sa mocy continuum. W istocie moc
continuum ma wtedy nawet podzbior Fo = {f : Z — Z |Vz € Z. f(z) # =} zawarty w F. Poniewaz Z
jest rownoliczny z N, wiec wystarczy pokazaé, ze zbiér H tych funkcji z N do N, ktore nie maja punktow
stalych, ma moc €. Ograniczenie z gory jest oczywiste, bo taka jest moc zbioru wszystkich funkcji

z N do N. Ograniczenie z dotu da nam funkcja T' : (N — {1,2}) =1 H okreglona takim sposobem:
L(p)(n) = n+p(n).

Relacja ~ to jadro funkcji @ : (N — N) — (N — P(N)) okreslonej tak: ®(f) = An.f({0,...,n}).
Zauwazmy, ze g({0}) = {0}, ¢({0,1}) = {0,1} oraz ¢({0,1,2}) = {0,1,2}. Nastepnie
9({0,1,2,3}) = g({0,1,2}) = {0,1, 2}, a potem ¢({0,...,n}) = {0,1,2,4,...,n}, dla n > 3. Przy-
pusémy, 7 1 € [g]... Skoro £({0}) = g({0}) = {0}, to £(0) = 0. Dalej £({0, 1}) = g({0,1}) = {0, 1} =
{f(0),1}, skad wynika, ze f(1) = 1. Uogo6lnijmy te obserwacje: poniewaz dla n # 2 zachodzi rownosé
FH0,...;n,n+1}) = f{0,...,n})U{n+1} orazn+1 & f({0,...,n}), wiec f(n+1) =n+1. Zatem
f(k) = g(k) dla k # 3, a ponadto f(3) € f({0,1,2,3}) = {0,1,2}. Sa wiec dokladnie trzy funkcje w
tej klasie: f; = An.if n =3 then i else n, dlai=20,1,2.

Ta klasa abstrakcji ma moc continuum. Aby skorzystaé¢ z tw. Cantora-Bernsteina, wystarczy
wskazaé ograniczenie dolne, gdyz ograniczenie gorne jest oczywiste. Zdefiniujmy funkcje réznowartos-
ciowa ¥ : {0,1} — [h]~ przez ¥(b) = Mn.if n < 2 then n else b(n — 2). Funkcja ¥ jest dobrze
okreslona, bo dla kazdego b mamy ¥(b)({0}) = {0}, ¥(b)({0,1}) = {0,1} i dla kazdego n > 2 roéwniez
mamy ¥(b)({0,...,n}) = {0, 1}, a zatem zbiory te sa te same, co dla funkcji h. Roznowartosciowosé ¥
jest oczywista.

391d; Zbior wszystkich klas abstrakeji jest co najwyzej takiej mocy jak N — N, czyli continuum.
Pokazemy, ze jest tez mocy co najmniej continuum i uzyjemy twierdzenia Cantora-Bernsteina. W tym
celu zauwazmy, ze jesli f ~ g, to Rg(f) = Rg(g). (Istotnie, k& € Rg(f) oznacza k = f(n) a wiec
k€ f({0,...,n}) dla pewnego n. Jesli wiec f ~ g, to k € g({0,...,n}) C Rg(g).) A zatem mozemy
okresli¢ funkcje © : (N — N)/ — P(N) — {@}, przyjmujac O([f]~) = Rg(f), a ta funkcja jest
oczywiscie ,,na’”.
Sa to wszystkie liczby naturalne rézne od zera i moc continuum. Uogdlniajac zadanie
zobaczymy, ze klasa wyznaczona przez funkcje gr = An.if n = k then 1 else n, gdzie £ > 0, ma
dokladnie k elementéow. (Nieco szczegdlnym ale tatwym przypadkiem jest g1 = idy.) W czesci
mamy przyklad klasy mocy €, pozostaje wiec pokazaé, ze nie ma innych mozliwosci.

Wezmy wiec jakas funkcje f : N — N i zauwazmy, ze ciag zbiorow A, = f({0,...,n}) jest wstepu-
jacy: ApC A3 C A C--- NiechC={n>0|A,=4,-1}.
Przypadek 1: zbior C jest skoriczony. Rozumujemy podobnie jak w czesci Jedlig~ fingC,
0 g({0,...,n}) = Ay = Au_y U{f(n)} oraz g(n) & An_1, wicc g(n) — f(n). Poniewaz g(0) = £(0),
wiec jesli g(n) # f(n), to n € C. Zatem funkcja g moze roznié¢ sie od f tylko na skoriczenie wielu
argumentach n € C, co wiecej wtedy g(n) € A,_1, a zbior A,_1 jest skoriczony. Jest wiec tylko
skoniczenie wiele takich funkcji.
Przypadek 2: C = N—{0}. Wtedy funkcja f jest stata, bo f(n) = f(n—1) dla kazdego n > 0. Zatem
klasa [f]~ jest jednoelementowa, bo jesli g ~ f, to tez g(n) € A, = {f(0)} dla kazdego n.
Przypadek 3: zbior C jest nieskoniczony, ale C' # N —{0}. Niech d bedzie najmniejsza liczba dodatnia,
ktora nie nalezy do C, czyli f(d) € {f(0),...,f(d — 1)}. Wtedy na pewno f(d)# f(0). Zbior
C'={n € C | n>d} jest nadal nieskoriczony a jego zbior potegowy P(C’) ma moc €. Okreslimy
roznowartosciowe przeksztalcenie = : P(C) = [f]~. Zrobimy to tak: dla .S C C":

E(S) = An.if n € C’ then (if n € S then f(0) else f(d)) else f(n).

Najpierw sprawdzmy, czy = jest dobrze okreslona, tj. czy zawsze Z(S) ~ f. Trzeba sprawdzi¢, ze
rownos¢ A, = Z(5)({0,...,n}) = {E(5)(0),...,2(S)(n)} zachodzi dla dowolnego n, i zrobimy to
przez indukcje. Poniewaz 0 ¢ C’, wiec Ag = {f(0)} = {E(5)(0)} i mamy zrobiony krok bazowy. Teraz
zalozmy, ze A,—1 = Z(5)({0,...,n—1}). Jeslin & C’, to Z(S)(n) = f(n), wiec 4,, = Z(S)({0,...,n}).
Jesli zas n € C', to 0,d < n, wiec f(0), f(d) € A,—1 = A, i tez dobrze.



11 listopada 2023, godzina 13:37 strona 121

Sprawdzmy réznowartosciowosé funkeji . Jesli podzbiory S i S zbioru C’ sg rézne, np. a € S1—955,
to wtedy Z(51)(a) = f(0) # f(d) = E(52)(a), a wice (S1) # E(S2).

Pokazalismy, ze klasa [f]~. jest co najmniej mocy €, a skoro jest podzbiorem zbioru N — N, to na
mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina jest dokladnie mocy €.
Udowodnimy teze przez indukcje ze wzgledu na m. Inaczej méwiac udowodnimy, ze kazde
m € N ma wlasnos¢ Vk,:N.m + (k+1) = (m+ k) + L.

Po pierwsze, 0+ (k+1) = (k+1) = (0 + k) +, po drugie z warunku m + (k +1) = (m + k) +1
wynika s(m) + (k+1) =s(m+ (k+1)) =s((m+k)+1)=s(m+k)+1=(s(m)+ k) + 1.
Indukcja ze wzgledu na m. Po pierwsze 0+ k = k, a wiec warunek 0+ k = 0 oznacza, ze k = 0.
Po drugie rownosé s(m) + k = s(m) implikuje s(m + k) = s(m) (bo s(m) + k = s(m + k)). Zatem
m + k =m, a wiec k = 0 z zalozenia indukcyjnego.
Gdyby k+1 =01k # 0, to k = s(k’), dla pewnego k’. Zatem 0 = k+1 = s(k")+1 = s(k'+1) # 0,
sprzecznos¢.
Indukcja ze wzgledu na m. Po pierwsze 0 + 0 = 0 wynika wprost z definicji, po drugie
s(m) 4+ 0= s(m + 0) = s(m), z zalozenia indukcyjnego.
Indukcja ze wzgledu na m. Po pierwsze s(0) + k = s(0 + k) = s(k) = 0+ s(k). Po drugie,
z rownosci s(m) + k = m + s(k) wynika s(s(m)) + k = s(s(m) + k) = s(m + s(k)) = s(m) + s(k).
Indukcja ze wzgledu na m. Dla m = 0 wynika natychmiast z czesci (d). Krok indukcyjny
wynika z czesci (e): s(m)+k =s(m+k)=s(k+m)=s(k)+m=k+ s(m).
Elementem najmniejszym (a wiec jedynym minimalnym) jest An.d, a najwiekszym (a wiec
jedynym maksymalnym) jest An.N.
411b; Porzadek ten nie jest liniowy. Na przyktad nieporownywalne sa funkcje An.{0} i An.{1}.
Porzadek ten jest krata zupelna. Kresem gérnym dowolnego zbioru X C P(N)N jest funkcja
ox = An. J{f(n) | f € X}. Istotnie, jesli f € X, to f(n) CU{f(n) | f € X}, dla dowolnego n € N,
skad ¢ x jest ograniczeniem gérnym zbioru X.

A jesli jakas funkcja 1 jest ograniczeniem géornym zbioru X, to f(n) C 1(n) dla wszystkich f € X
i wszystkich n € N. Stad od razu wynika, ze px < 1.
Tak. Poniewaz x jest ograniczeniem gornym zbioru X, wiec zbior X U {z} jest lancuchem.
Poniewaz X C X U {z}, a X jest tancuchem maksymalnym, wigc X = X U {z}, skad z € X.
412b; Tak. Jesli z < y, to y jest tez ograniczeniem gérnym zbioru X, wiec y € X na mocy zada-
nia [A12a] A zatem y < z, wigc z = y.
Nie. Niech na przykltad A = {0,1} bedzie uporzadkowane tak, ze 0 i 1 sa nieporéwnywalne.
Wtedy X = {0} jest taricuchem maksymalnym, ale jego ograniczenie gorne x = 0 nie jest elementem
najwiekszym w A.
Tak, bo jest ograniczeniem gérnym X i nalezy do X.
Nie ma elementu najmniejszego, bo wszystkie podzbiory zbioru Np (i tylko one) sg elementami
minimalnymi. Dualnie, zbior A jest elementem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy Pr C A. Jest
takich nieprzeliczalnie wiele, nie ma wiec elementu najwiekszego. Elementy maksymalne (i tak samo
minimalne) tworza nieprzeliczalny antytancuch.
418b: Nie, bo sa skonczone rodziny, ktore nie maja ograniczenia gérnego, na przyktad {&, Np}.
Tak. Niech R C P(N) bedzie rodzina zbioréw ograniczong z gory przez jaki§ zbior B. Niech
BNNp = X. Wtedy dla kazdego A € R mamy A NNp = X. Sprawdzimy, ze kresem gornym
rodziny R jest jej suma | JR. Najpierw zauwazmy, ze | JR " Np = X (tu korzystamy z niepustosci).
Zatem jesli A € R, to A C |UR, wiec suma jest ograniczeniem gornym. A jesli jaki§ zbior C' jest tez
ograniczeniem gérnym, to znowu musi by¢ porownywalny z elementami rodziny R, wiec CNNp = X.
Ponadto CNPr D YR N Pr, wiec C JYR.

418dE Tak. Niech ¢ : {a,b}* =} Pr bedzie dowolna bijekcja i niech Z(w) ={¢(v) | v Cw} dla
na
w € {a,b}*. Zauwazmy, ze Z(w)NNp = @ dla kazdego stowa w, a zatem Z(w) C Z(v) <> Z(w) C Z(v).
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Wreszcie niech V = Rg(Z) = {Z(w) | w € {a,b}*}. Funkcja Z jest izomorfizmem z {a,b}* na V, bo
zachodzi rownowazno$é v C w +» Z(v) C Z(w). (Wynika z niej tez roznowartosciowosé.) Sprawdzamy:
jesli v C w, oraz n € Z(v), to n = {(u), gdzie u C v C w, wiec takze n = ((u) € Z(w). Na odwrot,
jesli Z(v) C Z(w), to w szczegdlnosci ((v) € Z(w), bo ((v) € Z(v). Ale wtedy wilasnie v C w.

W porzadku N zero i wszystkie liczby, ktére maja co najmniej dwa roézne czynniki pierwsze
sg zaréwno elementami maksymalnymi jak minimalnymi. Elementem minimalnym jest jeszcze je-
dynka. Elementu najmniejszego ani najwiekszego nie ma, bo jest wiele elementéw minimalnych i wiele
maksymalnych. Stowo puste jest elementem najmniejszym w porzadku W, ale zadne stowo w nie jest
maksymalne, bo w & wa.

Tak, na przyktad V = {a"b | n € C}U{bPa* | p € P Ak > 0}, gdzie C jest zbiorem wszystkich
elementéw minimalnych w A, Izomorfizm ¢ : N — V mozna okresli¢, przyjmujac

b, jeslin =1;
(n) = bPak, jeslin = pF, gdzie p € P ik > 0;
win) = ab, jeslin = 0;

a"b, jesline C —{0,1}.
Nie. Gdyby (M, <) byt izomorficzny z W, to kazdy element zbioru M miatby dwa nieporowny-
walne nastepniki w M. Tymczasem dla kazdego n # 1 zbior {k € N | n < k} jest uporzadkowany
liniowo, nie ma wiec nieporéwnywalnych nastepnikéow n.

Porzadki A i W sa dobrze ufundowane, bo W jest drzewem, a N jest sumg roztacznych drzew.
Porzadki odwrotne nie sg dobrze ufundowane, bo w A/ i W istniejg nieskoriczone zbiory bez elementow
maksymalnych, na przyktad M ={2" | n e N} CNiV = {a" | n € N} C {a,b}*.

Tak. Jesli A C B lub B C A, to kresem gornym rodziny {A, B} jest, odpowiednio, B lub A.
Zatozmy wiec, ze A i B sa nieporownywalne ze wzgledu na relacje C. Wtedy kresem gérnym jest
jednoelementowy zbior {m}, gdzie liczba m jest najmniejsza wspolna wielokrotnoscia wszystkich ele-
mentow sumy A U B. Liczba ta istnieje, bo AU B jest zbiorem skoriczonym.

Poniewaz kazdy element A i kazdy element B jest dzielnikiem m, wiec A, B C {m}, czyli {m}
jest ograniczeniem gornym rodziny {A, B}. Sprawdzimy, czy jest to najmniejsze ograniczenie gorne.
Zalozmy, ze jakis zbior C tez jest ograniczeniem gornym {A, B}. Poniewaz A i B sa nieporéwnywalne,
wiec C # A, B. Zatem kazdy element sumy A U B (a w takim razie takze ich najmniejsza wspdlna
wielokrotnos$¢ m) jest dzielnikiem kazdego elementu C'. Wynika stad od razu, ze {m} C C.

Tak. Zauwazmy najpierw, ze rodzina R ma dwa elementy minimalne, {4,16} i {8,32},
w szczegbdlnoscei nie ma elementu najmniejszego. Jesli wiec jakis zbior C' jest ograniczeniem dolnym
rodziny R, to C ¢ R. Elementami C' moga by¢ wiec tylko takie liczby, ktore dziela wszystkie potegi
postaci 2™ dla n > 2, czyli liczby 1, 2 1 4. Wszystkie te liczby sa dzielnikami liczby 4, wiec jesli C
jest ograniczeniem dolnym rodziny R, to C' C {4}. A zatem supR = {4}, bo przeciez {4} tez jest
ograniczeniem dolnym.

Tak. Jesli rodzina R ma element najmniejszy, to jest on oczywiscie kresem dolnym. W prze-
ciwnym razie niech R # & iniech A = {n € N | Va(zr € R — n|z)}. Zbiér A jest niepusty,
bo 1|z dla dowolnego x. Zauwazmy, ze jest on tez skoriczony. Istotnie, kazdy element zbioru A
musi by¢ dzielnikiem liczby min|JR. Oczywiscie wszystkie podzbiory zbioru A sa wprost z definicji
ograniczeniami dolnymi dla R. I na odwrdét: jesli C' jest ograniczeniem dolnym rodziny R, to C' C A.
No bo wtedy C ¢ R (dlaczego?), wiec jesli ¢ € C, to ¢ jest dzielnikiem kazdego elementu kazdego
elementu rodziny R. Niech liczba m bedzie najmniejsza wspolng wielokrotnoscia wszystkich elemen-
tow zbioru A. Poniewaz m € A, wiec singleton {m} jest najwickszym elementem P(A), ze wzgledu na
porzadek C. A zatem inf R = {m}.

Nie. Nie istnieje element najwiekszy (czyli kres dolny pustej rodziny) bo kazdy jego element
musiatby by¢ wielokrotnoscia kazdej liczby naturalnej.

Nie. Rodzina {{2,3},{2,5}} nie jest ograniczona z dotu, nie ma wiec kresu dolnego. Istotnie,
gdyby C C {2,3} i C C {2,5}, to mielibysmy C C {2,3} i C C {2,5}, a zatem C = {2}, bo C # &.
Ale {2} Z {2,3}, gdyz nie istnieje takie z € {2}, ze | 3.

Nie. Rodzina {{2, 3}, {2,5}} nie jest ograniczona z gory, nie ma wiec kresu gornego. Do kazdego
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zbioru D ograniczajacego z gory rodzine {{2,3},{2,5}} nalezy liczba 5. W takim razie {2,3} £ D,
gdyz nie istnieje takie x € {2,3}, ze x| 5.

Tak. Pokazemy, ze jesli L jest niepustym tancuchem, to | J L = sup L. Najpierw sprawdzmy, czy
suma jest ograniczeniem goérnym dla L. Niech wiec A € L. Wtedy oczywiscie A C |J L, rozpatrzmy
wiec jakies y € | L i poszukajmy takiego « € A, ze x |y. Skoroy € |JL, to y € B dla pewnego B € L.
Zbiory A i B naleza do tancucha, wiec albo A C B albo B C A. Jesli A C B, to poszukiwane z istnieje
wprost z definicji . W drugim przypadku y € A oraz y |y, wiec wystarczy po prostu x = y.

Niech teraz jaki§ zbior C bedzie ograniczeniem gornym lancucha L. Pokazemy, ze |JL T C.

Poniewaz A C C dla wszystkich A € L, wiec oczywiscie |JL C C. Dalej, niech y € C. Poniewaz
L # @, wiec L ma jaki$ element, powiedzmy B. Wtedy B C C, skad istnieje takie z € B, ze x| y.
Poniewaz x € B, wiec tym bardziej z € | L.
Zbior liczb pierwszych nie ma kresu gornego w (N4, |), bo nie ma zadnych ograniczeni gornych.
Nie ma bowiem liczby podzielnej przez wszystkie liczby pierwsze. Z podobnego powodu zbiér pusty
nie ma kresu dolnego: taki kres bylby elementem najwickszym w (N, |}, czyli bytby podzielny przez
wszystkie liczby naturalne dodatnie.

Niech B bedzie n-elementowym podzbiorem czesciowego porzadku (Z,<). Przez indukcje ze
wzgledu na n dowodzimy, ze jesli n > 0, to B ma kres gorny. Dla n = 0 implikacja jest trywialna, dla
n = 1 mamy zbiér jednoelementowy, ktorego kresem jest jego jedyny element. Dla n = 2 teza wynika
wprost z zatozenia. Rozpatrzmy wiec przypadek n > 3 i zal6zmy, ze wszystkie niepuste zbiory mniej
niz n-elementowe maja kresy gorne. Zbior B mozemy przedstawié¢ jako sume B = AU{a}, gdziea ¢ A
i A man —1 elementéw, a zatem ma kres gorny a = sup A. Dwuelelementowe zbiory tez majg kresy
gorne, niech wiec 8 = sup{«, a}. Pokazemy, ze 5 = sup B.

Najpierw zauwazmy, ze [ ogranicza B z gory. Jesli bowiem =z € B, to albo £ = a albo x € A
i wtedy z < a. W obu przypadkach a < sup{«,a} = . Teraz przypusémy, ze jaki$ element d € Z
jest ograniczeniem gornym B. Wtedy d > A, skad d > « (bo o = sup A) oraz d > a. Ale to znaczy,
ze d > {a,a}, a wiec d > sup{a, a} = 5.
Zauwazmy, ze (R, <x) jest porzadkiem czesciowym wtedy i tylko wtedy, gdy:

o 0€ X,
e Vz:R(zeXAN—zeX —ax=0);
eV, y:R(zeXANyeX —sax+yeX).

Istotnie, pierwszy warunek jest rownowazny zwrotnosci, drugi antysymetrii, a trzeci przechodnio$ci.
Zatem nie sa porzadne zbiory z punktow (b), (d) i (f), ze wzgledu na brak odpowiednio zwrotnosci,
antysymetrii i przechodniosci. Pozostale zbiory spelniaja wszystkie warunki, wiec sa porzadne.

Tak. Zalozmy, ze x jest elementem najwiekszym w (R, <x). Wowczas x — 1 <x x, wiec 1 € X,
a w konsekwencji x <x x + 1, co jest sprzeczne z naszym zatozeniem.

427bt Nie. W porzadku (R, =0y) wszystkie elementy s minimalne.

Tak. Zauwazmy, ze dla dowolnych x,y € R zachodzi réwnosé (y+1)—(z+1) = y—z. Oznacza to,
ze © <x y wtedy i tylko wtedy, gdy x+1 <x y+1. Zatem c jest ograniczeniem gérnym zbioru B wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢+ 1 jest ograniczeniem gérnym zbioru B’ = {b+ 1| b € B}. W szczegdlnosci, jesli
a = sup B, to a + 1 jest ograniczeniem gornym B’. Jest to najmniejsze ograniczenie, bo jesli B’ <x ¢,
to B=<xc—1,skad a <x ¢— 11 wreszcie a+ 1 <x ¢. A wiec a+ 1 = sup B’. Podobnie dowodzimy
implikacji odwrotne;j.

Nie. W porzadku (R, <x) dla zbioru X z zadania zbior {1, —m,1 — 7} jest skierowany
(bol<Xx1—mi—m=<x 1—m), ale nie jest laficuchem (bo 1 i —7 sg nieporé6wnywalne).

Tak. Implikacja w prawa strone jest oczywista. Zeby pokaza¢ implikacje w lews strone, zatozmy,
ze w pewnym porzadku (R, <x) przedzial (a, b) jest taricuchem, i rozpatrzmy dowolne =,y € R. Niech n
bedzie dostatecznie duza liczba naturalna, zeby |“-*| < b —a. Woéwczas dla pewnych o',V € (a,b)

y—x

zachodzi 0’ — a’ = =%, co oznacza, ze *-* € X lub =¥ € X. Przypusémy, ze ** € X. Wiemy juz,

ze suma liczb ze zbioru X musi naleze¢ do X, skad przez tatwa indukcje wynika y —z =n- % € X,
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A wiec v <x y. W drugim przypadku analogicznie otrzymujemy y <x z. Poniewaz liczby z i y byly
wybrane dowolnie, porzadek (R, <x) jest liniowy.

Dla A € C, niech h(A) bedzie maksymalng dtugoscia stowa w A. Funkcja h : C — N jest dobrze
zdefiniowana, bo kazdy zbior A € C jest skonczony. Pokazemy najpierw, ze dla A, B € C, jesli A < B
(tzn. A < B oraz A # B), to h(A) < h(B). Przypusémy wiec, ze A,B € C oraz A < B. Wtedy
istnieje takie w € N*, ze A = {u € N* | wu € B}. Je§iw =¢,to A = {u € N* | u € B} = B,
sprzecznos$é. Zatem |w| > 0. Niech u € A bedzie stowem o maksymalnej dtugosci w A. Wtedy wu € B
oraz |wu| > |ul.

Tak. Niech A € C. Poniewaz u = eu dla dowolnego v € N*, to A = {u € N* | eu € A}.
Stad A = A. Zatem = jest zwrotna. Niech A,B,C € C, A < B oraz B < (. Wtedy istnieja
takie wy,wy € N*, 26 A = {u € N* | wyu € B} oraz B = {u € N* | wou € C}. Pokazemy, ze
A ={u € N* | wowiu € C}. Jesli u € A to wiu € B, skad wawiu € C. Jedli u € N* jest takie, ze
wowiu € C, to wiu € B, skad u € A. Zatem A < C. UdowodniliSmy wiec, ze = jest przechodnia.
Niech A,B € C, A < Boraz B = A. Jesli A # B, to h(A) < h(B) < h(A). Sprzecznosé¢. Zatem
A = B. Dowodzi to antysymetrycznosci <.

429bf Ten porzadek ma nieskonczony antylaricuch, a zatem nie jest liniowy. Niech A, = {e,n} €
P(N*) dla n € N. Latwo sprawdzi¢, ze A, € C dla n € N. Przypusémy, ze A4, < A,, dla pewnych
n,m € N. Wtedy istnieje takie w € N*, ze A, = {u € N* | wu € A,,}. W szczegdlnosci wn € A, skad
wynika wn = m, co jest mozliwe tylko gdy w = € i n = m. Zatem {A,, | n € N} jest nieskoniczonym
antytancuchem.

Elementem najmniejszym jest M = {e}. Istotnie, niech A € C i niech w € A bedzie stowem
o maksymalnej dtugosci. Zatem {u € N* | wu € A} = {e¢} = M. Wynika stad M < A. Oczywiscie M
jest tez elementem minimalnym.

431t (a=b) Oczywiscie f(a) < f(a), wiec z warunku (a) wynika a < g(f(a)). Podobnie z g(b) < g(b)
otrzymamy f(g(b)) <b.

(b=-a) Przypusémy, ze a < g(b). Z monotonicznosci mamy f(a) < f(g(b)), a z warunku (b) takze
f(g(d)) <b. Stad f(a) < b. Implikacja odwrotna ma analogiczne uzasadnienie.

Latwo widzie¢, ze funkcja g : Ax A — A x A z zadania|433|jest bijekcja. Rozpatrzmy obraz g(<)
relacji <. Z monotonicznosci funkeji f wynika (por. zad. [433a)), ze g(<) jest podzbiorem <. Obciecie
funkcji g do relacji < jest wiec réznowartosciowym przeksztatceniem skoriczonego zbioru < w siebie,
a jako takie musi by¢ takze na zbior <. Inaczej mowiac, obraz g(<) jest rowny relacji <.

Aby udowodni¢, ze f jest izomorfizmem, wystarczy wiec skorzystaé z zadania

Niech X i Y beda zbiorami wspotkonicowymi. Pokazemy, ze X UY tez jest wspotkoncowy.
Wezmy dowolne a € A. Poniewaz X jest wspotkonicowy, wiec istnieje takie x € X, ze a < z. A zatem
a < x, dla pewnego r € X UY.

Niekoniecznie. Zbiory liczb parzystych Pr i nieparzystych Np sg wspotkoricowe w N ze zwyklym
porzadkiem. Istotnie, dla kazdego n € N istnieje zaréwno liczba parzysta, jak i nieparzysta wieksza
od n. Jednoczesnie Np N Pr = @, a zbidér pusty nie jest wspotkoricowy.

Niech L C A bedzie wspotkonicowym taicuchem ograniczonym z gory i niech n bedzie tym
ograniczeniem. Pokazemy, ze n jest elementem najwiekszym w A. Rozpatrzmy dowolny a € A.
Poniewaz L jest wspotkoricowy, wiec istnieje takie z € L, ze a < x, askoro L < n,toa <z < n.
438d} Nie. W zbiorze {0, 1} z porzadkiem dyskretnym (tzn. x < y wtedy i tylko wtedy, gdy = = y) nie
istnieje zaden laricuch wspotkoncowy, a zatem kazdy tancuch wspotkoiicowy jest ograniczony z gory.
Jednoczesnie nie istnieje w tym porzadku element najwiekszy.

: Nie. Rozpatrzmy zbior A = N & N, tak uporzadkowany relacja <, ze nieréwnosé (n); < (my);
zachodzi (dla n,m € N oraz i,j € {1,2}) wtedy i tylko wtedy, gdy n < m oraz i < j. Zbior A jest
skierowany, bo dowolne dwa elementy (n); i (m); sa ograniczone z gory przez (max{n,m})max{i,j}-
Jego podzbior Ny = {(n); | n € N} jest laricuchem, ktory nie ma ograniczenia gornego. Ale nie jest
wspotkoncowy, bo nie istnieje taki element x € Ny, ze (0)2 < x.

Nie. Niech na przyktad A = N i niech < bedzie zwyklym porzadkiem w N. Rozpatrzmy taricuch
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zbiorow R = {X; | i € N}, gdzie X; = {n e N | n >i}. Wtedy (R = &, a wiec rowniez ([|R)} = &.
Jednoczesnie dla kazdego i € N mamy X;] =N, a wiec (({X;l | i € N} =N.

Niech S C (X UY)]. Przypusémy, ze S € X, 1S € Y. A zatem istnieja takie x,y € S, ze
reX]|-Y]liyeY]—X]|. Ale poniewaz S jest skierowany, wiec z,y < z dla pewnego z € S. Skoro
S C(XUY)|, tojest takiece X UY,ze 2z <ec. JesSlice X, toy € X, boy <z <e¢, wprzeciwnym
razie analogicznie x € Y|. Tak czy owak, dostajemy sprzecznosé.

Nie. Niech na przyktad A = N i niech < bedzie relacja podzielnosci, tj. m < n wtedy i tylko
wtedy, gdy m jest dzielnikiem n. Przyjmijmy X = {24} i Y = {60}. Zbior S = {3,4,12} jest
skierowany i zawarty w iloczynie X | NY|, ale nie jest zawarty w pustym zbiorze (X NY)J.
Elementem najmniejszym (a wiec jedynym minimalnym) jest An. —1. Elementéw maksymal-
nych (a wiec i najwickszego) nie ma. Istotnie, dla dowolnego f € MY istnieje takie g, ze f < g, na
przyktad g(n) =if f(n) € N then f(n) + 1 else 0.

441b; Nie. Na przyktad nieporéwnywalne sa funkcje An.if 2|n then 0 else 1 i An.if 2|n then 1 else 0.

Niech X C NN i niech X # @. Kresem dolnym X jest funkcja fx = An. min{f(n) | f € X}.
Funkcja ta jest dobrze okreslona, poniewaz dla kazdego n € N zbior T,, = {f(n) | f € X} jest
niepustym podzbiorem N. Oczywiscie fx < f dla dowolnego f € X. Ponadto fx jest najmniejszym
ograniczeniem dolnym X, gdyz kazda funkcja g, ktora jest ograniczeniem dolnym X, musi dla kazdego n
spelia¢ warunek g(n) < min T, co jest rownowazne z g < fx.

Nie kazdy podzbior NN ma kres gorny, np. sam zbior NY nie jest w ogole ograniczony w M™Y.
Zauwazmy najpierw, ze porzadek w L jest izomorficzny z porzadkiem na liczbach naturalnych,
wiec kazdy niepusty podzbior L ma element najmniejszy. Niech X C LN bedzie niepuste. Dla dowol-
nego n € N okreslamy zbior T,, = {f(n) | f € X}. Oczywiscie T, jest niepusty, a wiec ma element
najmniejszy.

Kresem dolnym X jest funkcja fx = An. minT,,. Oczywiscie fx < f dla dowolnego f € X. Po-
nadto fx jest najwiekszym ograniczeniem dolnym X, gdyz kazda funkcja g, ktéra jest ograniczeniem
dolnym X, musi dla kazdego n spelnia¢ warunek g(n) < minT,, co jest rownowazne z g < fx.

Kres gorny dowolnego niepustego X C LN réwniez istnieje. Niech T,, = {f(n) | f € X} i niech

maxT,, jesli maxT, jest okreslony;

gx(n) = { 0, w przeciwnym przypadku.

Oczywiscie gx jest ograniczeniem gérnym zbioru X. Aby wykazaé, ze jest najmniejszym ograniczeniem
gornym, zatoézmy, ze pewne g € MY jest ograniczeniem gérnym X. Dla kazdego n € N, liczba g(n)
jest wtedy ograniczeniem goérnym zbioru T,,. Jesli istnieje max T}, to od razu mamy gx(n) < g(n).
Jedli nie, to zbior T;, nie jest ograniczony z gory przez zadng liczbe ujemna, wiec g(n) > 0 = gx (n).
Nie, np. funkcje g; = An.if n <1 then 0 else 1 tworza nieskoriczony ciag malejacy.
Tak. Nieskoriczony tanicuch tworza np. funkcje state An.c dla ¢ € N.

Tak. Nieskoriczony antylaricuch tworza np. funkcje f; = An.if n =i then 1 else 0 dla 7 € N.
Istotnie, dla i # j funkcje f; i f; sa nieporéwnywalne, bo f;(i) £ f;(¢) 1 fi(j) 2 f;(4).

Nie, np. czescia wspolng zbiorow X = {1,2,3,12} i Y = {1,3,4,12} uporzadkowanych przez
podzielnosé jest liniowy porzadek Z = {1, 3,12}.

442b; Nie, np. przecieciem liniowych porzadkéow (N, <) i (N, >) jest relacja réwnosci na N, a wiec
porzadek czesciowy, ktory nie jest liniowy.

Nie, np. w zbiorach X = {2,3,60,90} oraz Y = {3,5,60,90}, uporzadkowanych przez podziel-
nos$¢, nie istnieja kresy dolne zbioru A = {60,90}. Kres ten istnieje w zbiorze Z = {3,60,90} i jest
rowny 3.

442d;: Nie, np. dla X = {2,3,5,7,35,30030} i Y = {5,7,11,13,35,30030} uporzadkowanych przez
podzielnos$¢, mamy 30030 = supy{2,3,5,7} = supy{5,7,11,13}, alew Z = X NY = {5,7,35,30030}
mamy supy AN B =sup,{5,7} = 35.

Zwrotno$c¢ i przechodnio$é sg oczywistymi konsekwencjami zwrotnosci i przechodniosci zwyktej
relacji <. Aby wykaza¢ antysymetrie zalozmy, ze (f1, fa) =< (91, 92) oraz (g1, ¢92) = (f1, f2). Wtedy dla
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kazdego n zachodzi rownosé 2/1(n) . 3f2(n) = 991(n) . 392(n) ~ Ale kazda liczba ma tylko jeden rozklad na
czynniki pierwsze, wiec f1(n) = g1(n) i fa(n) = ga(n). Tak jest dla kazdego n, wiec f1 = g1 1 fo = go.
W porzadku < nie ma elementéw maksymalnych (a zatem i elementu najwickszego). Is-
totnie, dla dowolnej pary funkcji (fi, fo) zachodzi (f1, fo) < (Az.fi(z) + 1, f2), a zatem (f1, f2)
nie jest elementem maksymalnym. Z kolei elementem najmniejszym w tym porzadku (a wiec je-

dynym minimalnym) jest para (Az.0, Az.0), gdyz dla dowolnej pary (f1, f2) i dowolnego n zachodzi
2030 = 1 < 2i(M3f2(n),

Rozpatrzmy zbior dwuelementowy {(f1, f2), (91, 92)}. Jego kresem gornym jest para (hi, ha)
okreslona tak: jesli 2/1(?) . 3/2(n) < 291(n) . 392(") to hy(n) = g1(n) i ha(n) = ga(n), a w przeciwnym
razie hi(n) = fi(n) i ha(n) = fa2(n). Analogicznie definiujemy kres dolny.

443d;: Takim tanicuchem jest na przyktad zbior wszystkich par postaci (Az.n,idy), dla n € N.

Niech fr = Az.if © < k then 0 else kz. Wtedy pary postaci {\z.0, fi), dla k > 0, tworza
nieskoniczony antylancuch (zauwazmy, ze idy = f1). Istotnie, niech k # ¢, na przyklad k < £. Wtedy
fr(k) = k2 > fo(k) = 0 oraz fi(£) = kl < fu(£) = (2, Poniewaz 203% > 2030 i 203k < 2037 wiec
pary (Az.0, fr) 1 (Az.0, f¢) sa nieporéwnywalne.

Zwrotnos¢ wynika wprost z definicji. Przechodniosé: jesli z <4 y <4 2z, to w jedynym nieoczy-
wistym przypadku F(z) <p F(y) <p F(z) korzystamy z przechodniosci relacji <p. Antysymetria:
przypadek F(z) <p F(y) <p F(z) jest niemozliwy, bo wtedy F(z) <p F(y) <p F(z), a wiec
F(z) = F(y) z antysymetrii relacji <p, skad dostajemy sprzecznosé. W pozostatych przypadkach
zachodzi rownosé = = y.

Zalozmy, ze porzadek <, jest liniowy. Aby sprawdzi¢, ze wtedy <p jest tez liniowy, wezmy
dowolne elementy u,v € B. Jesli u = v, to u i v sa oczywiscie porownywalne, wiec zakladamy, ze
u # v. Poniewaz F jest surjekcja, wiec sa takie z,y € A, ze F(z) = uw i F(y) = v. Z liniowosci
relacji <4 wynika, ze x i y sa porownywalne, np. z <4 y. Wtedy albo z = y (a to jest niemozliwe, bo
F(z)=u#v=F(y)) albo u= F(z) <p F(y) = v, w szczegblnosci u i v sa poréwnywalne.

Funkcja F musi by¢ réznowartosciowa, bo jesli x,y sa poréwnywalne i © # y, to albo F(z) <p F(y)
albo F(y) <p F(x), w szczegdlnosci F(y) # F(x).

Dla dowodu implikacji odwrotnej rozpatrzmy dowolne z,y € A. Przypadek x = y jest trywialny,
wiec niech z # y. Wtedy F(z) # F(y), bo F' jest roznowartosciowa, a wigc albo F(x) <p F(y) albo
F(y) <p F(z), bo porzadek <p jest liniowy. No to z <4 y albo y <4 z.

Nie zawsze. Na przyktad niech B = {1,2,3} i jako relacje <p wybierzmy 15 U {(1, 3), (2, 3)}.
Mamy wtedy 3 = sup{1,2}. Teraz niech A = {10,20,30,31} oraz F(10) = 1, F(20) = 21 F(30) =
F(31) = 3. Zbior {10,20} = F~'({1,2}) ma dwa nieporéwnywalne ograniczenia gérne 30 i 31, a wigc
nie ma kresu gérnego.

Tak. Przypusémy, ze w zbiorze A istnieje kres x = sup F'~1(X). Pokazemy, ze zbior X ma kres
gorny w zbiorze B. Jesli X ma element najwickszy, to element ten jest takze kresem gérnym.

Jesli natomiast w zbiorze X nie ma elementu najwiekszego, to pokazemy, ze F'(z) = sup X. Za-
czniemy od tego, ze dla dowolnego u € X istnieje takie y € A, ze F(y) = u. Wtedy y € F~1(X), wiec
y <4 x, co oznacza albo y = z albo F(y) <p F(x). W kazdym razie u <p F(z). Pokazaliémy w ten
sposob, ze F(x) jest ograniczeniem gornym dla X.

Aby pokazaé, ze to ograniczenie jest najmniejsze, rozpatrzmy jakiekolwiek ograniczenie gorne v.
Funkcja F jest surjekcja, wiec v = F'(z) dla pewnego z € A. Udowodnimy, ze z musi by¢ ograniczeniem
gérnym zbioru F~1(X). W tym celu rozpatrzmy dowolne y € F~1(X). Wtedy F(y) € X, wiec
F(y) <p v = F(z). Rownos¢ F(y) = F(z) oznaczalaby, ze v = F(z) € X, a zatem v bylby elementem
najwiekszym zbioru X. Pozostaje wiec przypadek F(y) <p F(z), a wtedy y <4 2. A zatem z jest
ograniczeniem gérnym zbioru F~1(X), skad <4 2, wiec wprost z definicji F(x) <p F(2) = v.
Uwaga: Jesli zbior X ma element najwickszy, to nie zawsze jest tak, ze F(sup F~1(X)) = sup X.
Na przyklad niech B = {1,2} bedzie tak uporzadkowany, ze 1 <p 2. Wezmy A = {10,11,20} i taka
funkcje F, ze F(10) = F(11) = 1 oraz F(20) = 2. Dla X = {1} mamy F~}(X) = {10,11} i mamy
sup{10,11} = 20 w zbiorze A. Tymczasem kresem gérnym podzbioru X w zbiorze B jest 1, a nie 2.
Ten porzadek nie jest liniowy, bo np. zbiory {0,1} i {0,2} nie sa poréwnywalne. Nie jest tez
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dobrze ufundowany, bo zbiory 4, = N—{i : N | 0 < ¢ < n} tworza nieskoriczony ciag malejacy.
Elementem najmniejszym (a wiec jedynym minimalnym) jest {0}, natomiast elementéw maksymalnych
(tym bardziej najwiekszych) nie ma. Jesli bowiem min A = n, to w naszym porzadku A < {n + 1}.
Brak elementu najwickszego implikuje, ze nasz zbior nie jest krata zupeina.
Niech podstawa B bedzie minimalna i niech z,y € B. Jesli x < y to B — {y} jest podstawa
— sprzeczno$é. Zatem minimalna podstawa jest antylaricuchem. Na odwrét, jesli podstawa B jest
antytaricuchem, to jest minimalna. Istotnie, jesli C & B, np. b € B — C, to C nie jest podstawa, bo
nie istnieje takie ¢ € C, ze ¢ < b. Oczywiscie nie kazdy antylancuch jest podstawa, np. zbior pusty nie
jest podstawg, zbioru N.
Nie, na przyktad zbioér liczb catkowitych Z nie ma minimalnej podstawy. Kazdy antytancuch
w Z jest jednoelementowy, a jesli podstawa jest jednoelementowa to ten element jest minimalny.
Nie. Niech na przyklad S = {{0,1},{0,2}}. Wtedy {0,1} <s {0,2} i {0,2} <s {0,1}, wicc
relacja nie jest antysymetryczna.
Tak. Przypusémy, ze <s jest czesciowym porzadkiem i niech f : S — (NU{Ng}) x N bedzie
taka, ze f(A) = (A, min A). Zauwazmy, ze f(A) = f(B) implikuje A <s Bi B <s A, a wiec A = B
z antysymetrii. Funkcja f jest wiec roznowartosciowa. Poniewaz zbior (NU{Rg}) x N jest przeliczalny,
wiec i S jest przeliczalny.
Tak. Zwrotnosé i przechodnio$é relacji <s jest oczywista. Udowodnimy antysymetrie. Jesli dla
A, B € S zachodzi A <s Bi B <s A, to Ai B maja ten sam element najmniejszy, a wiec AN B # &.
Poniewaz rodzina S jest podziatem, wiec z AN B # & wynika A = B.
Tak. Relacja <s zawsze jest spojna, wiec jesli jest cze$ciowym porzadkiem, to jest to porzadek
liniowy. Niech V C S bedzie niepusty i niech « € NU {Xg} bedzie najmniejsza taka liczba, ze o = A
dla pewnego A € V. Dalej, niech m = min{min A | A € V A A = a}. Najmniejszym elementem ) jest
taki zbior A€V, ze A= imin A =m.
Tak. Zwrotno§¢ wynika wprost z definicji podniesienia (warunek f = g). Zeby wykazac
antysymetrie, zalozmy, ze réwnoczesnie zachodza warunki f <% gig <5 f. Jesli f # g, to z pierwszego
warunku wynika, ze dla pewnego by € B zachodzi f(by) <a g(bo) A VY <p bg.f(b') = g(b'). W takim
razie nieréwnosé g(by) <a f(b1) moze zachodzi¢ tylko dla by >p by, co wyklucza zachodzenie warunku
Vb <p b1.g(b') = f(b'), a w konsekwencji takze drugiego z zalozonych warunkow. Zatem f = g.

Zeby wykaza¢ przechodniosé, zalozmy, ze f <B g <Bh Jesli f=glubg=nh,tof <5 h
z oczywistych wzgledow. W przeciwnym razie dla pewnych by, b; € B zachodza warunki

f(bo) <a g(by) ANVY <p bg.f(b) =g(V) oraz g(b1) <a h(b1) AVY <p b1.g(b') = h(V).

Niech b bedzie mniejszym z elementéw by, by w porzadku <p. Wowczas dla kazdego b’ <p b mamy
F(')=g() =h(), a ponadto:

o f(b) <a g(b) <a h(b), gdy bo <3 b1,

e f(b) <ag(b) <a h(b), gdy bo = b1,

o f(b) <a g(b) <a h(b), gdy bo >p b1
W kazdym z powyzszych przypadkéw f(b) <4 h(b), wigc ostatecznie f <5 h.
Nie. Niech <4 bedzie zwyklym porzadkiem na zbiorze A = {0,1}, natomiast <p zwyklym
porzadkiem na zbiorze B = Z — N. Woéwczas, pomimo liniowosci <4, funkcje An.0 oraz An.l sa
nieporéwnywalne w porzadku <5.
Oznaczmy <-podniesienie porzadku C przez <. Relacja < jest porzadkiem czesciowym na
mocy zadania Elementem najmniejszym (a wiec jedynym minimalnym) jest f = An.2. Istotnie,
wezmy dowolng funkcje g # f. Niech n bedzie najmniejsza liczba, dla ktorej f(n) # g(n). Wowcezas
f(n) =@ < g(n), natomiast f(n') = @ = g(n') dla kazdego n' < n, wiec f < g.

Elementami maksymalnymi sa funkcje f, dla ktorych @ ¢ Rg(f). Jesli bowiem f < g, to dla
pewnego k € N musi zachodzi¢ warunek f(k) & g(k), a wowczas f(k) = @. Jesli natomiast f(k) = @
dla pewnego k € N, to f < g dla funkcji g zdefiniowanej nastepujaco:



11 listopada 2023, godzina 13:37 strona 128

n)=
g f(n) w przeciwnym przypadku.
Poniewaz jest wiele elementow maksymalnych (np. An.{0} i An.{1}), nie ma elementu najwiekszego.

Dla k € N definiujemy fi € {@, {0}, {1}} w nastepujacy sposob:
fulmy = L0 ey n =k
& w przeciwnym przypadku.
Jesli k < I, to fi(k) = @ & {0} = fr(k) oraz fi(k') = @ = fi(k') dla kazdego k' < k, wiec fi < fi.
Zatem {fi. € {2, {0}, {1}}'|k € N} jest nieskoriczonym laiicuchem.
Zbiér wszystkich elementéw maksymalnych jest antytancuchem. Jest on nieskoriczony, gdyz na
mocy zadania [448c| naleza do niego m.in. wszystkie funkcje fi, dla k € N, gdzie:

fk(n) _ {1} gdy n = k;

B {0} w przeciwnym przypadku,
Oczywiscie A = AU, dla dowolnego A, wiec relacja jest zwrotna. Jesli B= AUSiC = BUT,
gdzie S i T sg skoriczone, to C = AU (S UT), mamy wiec tez przechodnio$é. A antysymetria wynika
stad, ze relacja C jest zawarta w relacji inkluzji.
Gdyby A byt elementem najmniejszym, to takze @ = AUS dla pewnego skoniczonego S. Zatem
A = @, ale wtedy niemozliwe jest A C N. Podobnie jesli A jest najwiekszy, to z N E A wynika A = N,
a wtedy @ £ A.

Nie, bo zbiory A, = N —{0,...,n} tworza ciag malejacy.

449d} Jesli C jest ograniczeniem dolnym zbioru {A, B}, to C C AiC C B, wiec AUB =AUCU
(B—C)=AU(B—C). Zbiér B — C jest skonczony, wiec AC AU B i podobnie B C AU B. Zatem
suma A U B ogranicza {A, B} z gory. Jesli teraz A, BC D, to A,B C D, wiec AU B C D. Ponadto
D—-(AUB)C(D—-A)U(D— B), wicc AUBC D. Oznacza to, ze AU B = sup{A4, B}.

Nie. Na przyktad rodzina wszystkich zbioréw jednoelementowych ma ograniczenie dolne (zbioér
pusty), ale nie ma kresu gornego, ani w ogole zadnego ograniczenia gornego. Takie ograniczenie
musialoby zawiera¢ sume wszystkich singletonow, czyli N, a przeciez {13} IZ N.

Relacja < jest zwrotna, bo f = f dla kazdej funkcji f. Udowodnimy przechodnioéé. Niech
f = g X hizalozmy, ze funkcje f, g, h sa rozne (inaczej oczywiscie f < h). Mamy wiec takie ng, n,
ze f(ng) < g(ng) oraz Vn > ng (f(n) = g(n)), a takze g(n1) < h(ny) i Vn > nq(g(n) = h(n)).
Przypusémy, ze ng < n1. Wtedy f(n1) = g(n1) < h(ni) oraz f(n) = g(n) = h(n) dla n > n;.
Zatem f =< h. Podobnie jest, gdy ng > ni: wtedy f(no) < g(no) < h(ng). Aby wykazaé antysymetrie,
zalozmy, ze f < g < f, oraz f # g. Jest takie ng, ze f(ng) < g(ng) oraz Vn > ng (f(n) = g(n)). I jest
takie ny, ze g(n1) < f(n1) iVn > ny (g(n) = f(n)). Ale jesli ng < ny, to f(n1) = g(n1) i jednoczesnie
g(n1) < f(n1). Podobnie, gdy ng > nyi: wtedy f(no) < g(no) i jednoczesnie g(ng) < f(no).

Nie. Na przyktad zbior G = {g, | n € N}, gdzie g, = Av.if * < n then 1 else 0, jest
taricuchem, ale nie ma kresu, a nawet ograniczenia goérnego. Zbioér G jest tancuchem, bo g, < gm
dla dowolnych n < m. Istotnie, g,(m) = 0 < 1 = gy (m) oraz g,(k) = 0 = gn(k), dla & > m.
Zalozmy, ze h jest ograniczeniem gornym zbioru G. Poniewaz h > gg, wiec istnieje takie ng, ze
Vn > ng (h(n) = go(n) = 0). Ale wtedy gno+1 = h, bo gngt1(no +1) =1 > 0 = h(no + 1) oraz dla
n > ng + 1 mamy gn,+1(n) = h(n) = 0. A wiec h nie jest ograniczeniem gérnym G.

Nie, bo istnieje nieskoriczony ciag malejacy zlozony z funkcji f, = Az.if £ < n then 0 else 1.
Dla n < m mamy bowiem f,(m) =1> 0= f,,(m) oraz f,(k) = fm(k) gdy k > m. A wiec f,, = fim.
Tak, na przyktad zbiér wszystkich funkcji h, = Az.if x mod n = 0 then 1 else 0, dla n > 1.
Istotnie, jedli ¢ # j, to h; i h; nie sa poréwnywalne, gdyz istnieja dowolnie duze liczby podzielne przez ¢,
a niepodzielne przez j, lub na odwrét. A zatem nie istnieje takie ng, ze Yn > ng (h;(n) = h;(n)), i nie
jest mozliwe ani h; < h; ani h; = hj;.

Niech G bedzie taricuchem i niech f € G. Z definicji < wynika, ze jesli h € G, to funkcje fih sa
prawie wszedzie rowne. Inaczej, G C {h € {0,1}" | 3ngVn > ng (f(n) = h(n))}. Ten ostatni zbior, to
Unoen Hno» gdzie Hy, = {h € {0,1}" | ¥n > ng (f(n) = h(n))}. Poniewaz kazdy ze zbiorow H,, jest
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skoniczony, wiec G jest zawarty w przeliczalnej sumie zbioréw przeliczalnych, a zatem jest przeliczalny.
Poniewaz istniejg taricuchy nieskoiiczone, wiec najwieksza moc tanicucha to Ng.

Kresem gornym tego zbioru jest funkcja f = Az.if £ = 1 then 1 else 0. Dla dowolnego n
zachodzi g, =< f, bo g,(1) =0 < 1 = f(1) oraz g,(k) = f(k) = 0 dla wszystkich k > 1. A zatem f
jest ograniczeniem gérnym zbioru X.

Przypusémy, ze funkcja h jest tez ograniczeniem gérnym zbioru X, tj. h > g,, dla wszystkich n,
oraz ze h # f. Wtedy dla kazdego n istnieje takie t,, ze h(tn) > gn(tn), oraz h(k) = 0 dla k > t,.
Niemozliwe, aby wszystkie liczby t,, byly zerami, bo wtedy h(0) > n, dla kazdego n. Jest wiec takie n,
ze t, > 1. Wowczas h(ty) > gn(tn) =0 czyli h(ty,) > 1 > f(t,) oraz h(k) =0 = f(k) dla k > t,. Jesli
h(ty) > 1, to mamy h > f, pozostaje wiec przypadek 1 = h(t,) = f(t,), co jest mozliwe tylko wtedy,
gdy t, = 1. A skoro h # f, to h(0) > 0 i takze h > f.

451b; Nie, bo istnieje taricuch bez kresu gornego (por. zadanie[450c)). A kazdy taricuch jest skierowany.

Tak. Zwrotno$é¢ wynika ze zwrotnosci relacji <, symetria wprost z definicji. Udowodnimy
przechodnio$é. Niech fsg oraz gsh. W kazdym przypadku istnieja takie m,n, ze dla kazdego k > m
zachodzi f(k) = g(k) i dla kazdego k > n zachodzi g(k) = h(k). To znaczy, ze dla k > max{m,n}
mamy f(k) = h(k). Ale wtedy funkcje f i h sa poréwnywalne. Istotnie, albo f = h albo istnieje
najwieksza taka liczba u, ze f(u) # h(u). Jesli f(u) < h(u), to f < h, w przeciwnym razie h < f.

Uwaga: z powyzszego wynika, ze dwie funkcje f i g sa porownywalne wtedy i tylko wtedy, gdy sa
prawie wszedzie rowne, tj. gdy istnieje takie d, ze dla wszystkich k > d zachodzi f(k) = g(k).
451d} Zbior wszystkich funkcji statych jest nieskoriczonym (przeliczalnym) antylaricuchem. Istnieja
tez antylanicuchy mocy continuum. Skonstruujemy przyklad takiego antytaiicucha. Bedzie to zbior
Y=A{foa] aeN={0,1}}, gdzie f, jest taka funkcja, ze fo(2P(2¢ +1) — 1) = a(q) dla p,q € N.
Zauwazmy, ze kazda liczba naturalna ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci 2P(2q + 1) — 1,
a wiec nasza definicja jest poprawna. Pokazemy, ze jesli o # (3, to funkcje f, i fg sa nieporéwnywalne
ze wzgledu na <. Przypusémy, ze sa porownywalne. Wtedy istnieje taka liczba d, ze fo (k) = fs(k) dla
wszystkich k > d. Wezmy takie p, ze 22 > d + 1. Wtedy dla dowolnego ¢ zachodzi 2P (2¢+ 1) — 1 > d,
wige afq) = fa(2P(2¢+1) — 1) = f3(2P(2¢ + 1) — 1) = B(¢) i mamy a = §, sprzecznos¢.

Inny przyktad antytaiicucha mocy € jest widoczny na rysunku [7| (por. zad. .

Oczywiscie kazdy antylancuch jest podzbiorem zbioru N — N, a wiec ma co najwyzej moc conti-
nuum. Zatem najwieksza moc antytancucha to €.
Niech G bedzie laricuchem i niech f € G. Z definicji < wynika, ze jesli h € G, to funkcje f i h
sa prawie wszedzie rowne. Inaczej, G C {h: N — N | 3mVn > m (f(n) = h(n))}. Ten ostatni zbior,
to suma (J,,cn Hm, gdzie Hy, = {h : N = N | Vn > m(f(n) = h(n))}. Kazdy ze zbioréw H,, jest
przeliczalny, wiec G jest zawarty w przeliczalnej sumie zbioréw przeliczalnych, a zatem jest przeliczalny.
Poniewaz istnieja taiicuchy nieskoriczone (np. X' w Zadaniu, wiec najwieksza moc taricucha to Rg.

452} Przeksztalcenie o @ (N — {2,3}) — P(N) dane wzorem «(f) = f~1({2}) jest izomorfizmem
porzadkow (N — {2,3}, <) i (P(N), C). Istotnie, f < g zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a(f) C a(g).
Dlatego wszystkie wlasnosci tych porzadkow sg takie same. A wiec:

(a) nie jest to porzadek liniowy (np. funkcje Ax.2+(x mod 2) i Az.3— (2 mod 2) sa nieporéwnywalne);

(b) ani dobrze ufundowany (rozpatrzmy np. ciag funkcji f, = Az.if > n then 2 else 3);

(c) elementem najmniejszym (a wiec takze jedynym minimalnym) jest funkcja Az.3, a elementem
najwiekszym (i jedynym maksymalnym) Az.2;

(d) jest to krata zupelna.

Sa to wszystkie liczby naturalne wigksze od zera oraz continuum.

Jesli f(n) # 0 tylko dla skonczenie wielu n, to Dy jest skoniczony. Niech x1, o, ..., z) to wszystkie
argumenty, dla ktérych f przyjmuje niezerowa wartosé. Liczba elementéw zbioru Dy wynosi w tym
przypadku (f(z1) +1)-(f(z2) +1)-...-(f(zg) + 1). Kazda niezerowa moc skoniczong mozna uzyskac:
jesli f,(0)=n—11i f,(z) =0dlaz >0, to Dy, =n.

Jesli f(n) # 0 dla nieskoriczenie wielu n, to Dy ma moc continuum. OczywiScie Dy ma moc co
najwyzej continuum, bo Dy C NN, Niech X; = {a:l ‘ i€ N} bedzie zbiorem wszystkich argumentow,
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dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci niezerowe i niech z; < x;41 dla kazdego i € N. Niech
F:{0,1} — Dy bedzie taka, ze F(h)(z;) = h(i) dla i € N oraz F(h)(x) = 0 dla # ¢ X;. Funkcja
F jest roznowartosciowa, gdyz jesli h # h/, to h(i) # h'(i) dla pewnego i € N, a wtedy mamy
F(h)(x;) # F(h)(x;), czyli F(h) # F(R'). Zatem moc Dy jest co najmniej continuum.
Z zadania[A53a] wynika, ze Dy jest nieskoniczony wtedy i tylko wtedy, gdy f przyjmuje niezerowa
warto$¢ dla nieskoricznie wielu argumentow. Takich funkcji jest oczywiscie co najwyzej continuum.
Jest ich réwniez co najmniej continnum, bo wszystkie funkcje (N — {0})Y maja te wlasnosé, a ich jest
continuum.
Oczywiscie B < B dla dowolnego B € A, bo jesli b € B, to b < b. Zatem relacja < jest zwrotna.
Pokazemy, ze =< jest antysymetryczna. Zalozmy, ze B,C € A, B < CiC < B. Wezmy dowolne b € B.
Poniewaz B =< C, wiec istnieje takie ¢ € C, ze b < c¢. Poniewaz C =< B, wiec istnieje takie b’ € B, ze
¢ < V. Z przechodniosci relacji < wynika, ze b < V. Stad b = b/, bo B jest antylancuchem. Zatem
b=c="V imamy b € C. To pokazuje, ze B C C. Podobnie, C C B. Zatem B = C.

Pokazemy, ze < jest przechodnia. Zaloézmy, ze B,C,D € A, B < C i C < D. Wezmy dowolne
b € B. Poniewaz B < C, wiec istnieje takie ¢ € C, ze b < ¢. Poniewaz C' =< D, wiec istnieje takie
d € D, ze ¢ < d. Z przechodnio$ci relacji < wynika, ze b < d. Z dowolnosci b wynika B < D.

Nie. Niech A = NU {a} i niech dla z,y € A:

r<y & (r,yeNAz<yy)Vax=y=a,
gdzie <y jest zwyktla relacja nier6wnosci w zbiorze N. Wtedy a jest elementem maksymalnym w (A, <),
ale (A, <) nie ma elementu maksymalnego (mamy A = {{a}} U {{n} | n € N}U{{a,n} | n € N}).
Jesli A = @, to A = {@} i & jest elementem maksymalnym porzadku (A, <), ale (4, <) nie
ma elementu maksymalnego. W przypadku A # @ implikacja jest prawdziwa. Zaldézmy przeciwnie,
ze porzadek (A, <) ma element maksymalny B, ale (4, <) nie ma elementéw maksymalnych. Zbior
B jest niepusty, bo & < {a} dla dowolnego a € A, wiec & nie jest elementem maksymalnym. Zatem
B ma jakis element b. Wezmy dowolne ¢ € A, takie ze b < ¢, i niech C = {z € B | =(z < ¢)} U{c}.
Zauwazmy, ze C' jest antylancuchem, bo gdyby istnialo takie x € B, ze ¢ < x, to b < x i B nie
bylby antytaricuchem. Ponadto B < C, co jest sprzeczne z tym, ze B jest elementem maksymalnym
czesciowego porzadku (A, X).
Mozna latwo zauwazyé, ze relacja < jest zwrotna i przechodnia. Jest tez antysymetryczna:
zatozmy, ze f,g € A, f < gig =< f. Dla kazdego a € A mamy f~!(a) < g7 !(a) < f~(a). Stad
=g wiec tez f = g. Istotnie, jesli f(a) = b, to a = f~1(b) = g~ 1(b), skad g(a) = b.
Inny sposéb: Relacja < jest izomorficzna z uporzadkowaniem zbioru F ,po wspotrzednych”.
Ta obserwacja moze tez poméc w rozwiazaniu zadania
Rozwazmy dowolne g € F. Niech f = Az.g(x +1) i h = Az.g(x — 1). Zauwazmy, ze f,h € F
(czyli sa bijekcjami). Niech a € Z i niech z = g~(a). Mamy f(x — 1) = h(z + 1) = g(z) = a. Stad
wynika f~1(a) < g71(a) < h~!(a). Zatem f < g < h. Tak pokazali$my, ze:

e (F,=) nie ma elementéw maksymalnych, minimalnych, najwiekszego ani najmniejszego;
e (F,=) ma nieskoriczone laricuchy.

Dla ¢ € N, niech f; : Z — Z bedzie taka bijekcja, ze f;(0) = 4, fi(i) = 0 oraz f;(k) = k dla
k € N—{0,i}. Niech G = {f; | i > 0}. Rozwazmy dowolne liczby i,j € N takie, ze 0 < i < j.
Mamy fi_l(i) =0<i= fj_l(i) oraz fi_l(j) =j>0= fj_l(j). Stad wynika nieporéwnywalnosé f; i f;.
A wiec zbidr G jest nieskoniczonym antylaricuchem w (F, <).

456F (=) Zaldzmy, ze f jest monotoniczna i niech rodzina R C P(N) bedzie zamknieta w gore. Aby
wykazaé, ze przeciwobraz f~1(R) jest zamkniety w gore, przypusémy, ze A € f~1(R), oraz A C B.
Wtedy f(A) € R, a poniewaz funkcja f jest monotoniczna, wiec f(A) C f(B). Stad od razu f(B) € R,
czyli B € f~1(R).

(<) Teraz zalozmy, ze przeciwobrazy rodzin zamknietych w gore sa zamkniete w gore. Niech A C B.
Rozpatrzmy rodzing D = {C € P(N) | f(A) C C}. Jest ona oczywiscie zamknieta w gore, zatem
jej przeciwobraz f~1(D) tez jest zamkniety w gore. Poniewaz f(A) € D, wigc A € f~1(D), a skoro
A C B. to takze B € f~}(D). Stad f(B) € D i ostatecznie f(A) C f(B).
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457k (=) Zalézmy, ze f jest monotoniczna i niech X C A bedzie zamkniety w dot. Aby wykazaé, ze
przeciwobraz f~1(X) jest zamkniety w dol, przypusémy, ze x € f~1(X), oraz x > y. Wtedy f(z) € X
a poniewaz funkcja f jest monotoniczna, wiec f(x) > f(y). Stad od razu f(y) € X, czyli y € f~1(X).
(«) Teraz zalozmy, ze przeciwobrazy zbiorow zamknietych w dol sa zamkniete w dot. Niech = > y.
Rozpatrzmy zbior C = {z € A | f(x) > z}. Jest to oczywiscie zbior zamkniety w dol, zatem jego
przeciwobraz f~1(C) tez jest zamkniety w dot. Poniewaz f(z) € C, wiec x € f~1(C), a skoro x > v,
to takze y € f~1(C). Stad f(y) € C i ostatecznie f(z) > f(y).
Zwrotnos¢é i przechodnio$é sa oczywiste (dla zwrotnosci korzystamy z funkcji identycznosciowej,
dla przechodniosci stosujemy sktadanie funkcji). Mniej oczywista jest antysymetria. Jesli A < B < A,
to mamy takie funkcje f: A = Bi g:B LA zen < f(x) < g(f(z)) dla kazdego = € A. Zlozenie
g o f jest roznowartosciowe, a skoro A jest zbiorem skonczonym, to g o f jest tez na A. Mamy wiec
bijekcje go f : A =1 B o wlasnogci Vo € A.z < (go f)(z). Wtedy g o f = ida, inaczej bowiem
na
element a = min{z € A | x < (go f)(z)} nie jest wartoscia funkcji go f. A zatem dla x € A mamy
x < f(z) < g(f(z)) = z, skad f(x) = z. Funkcja f: A — B jest wiec identycznosciowa, co oznacza,
ze A C B. Podobnie pokazemy B C A i w konsekwencji A = B.
458bt Tak. Dlas € Nis < 2014 niech A; = {n € N|n < s}U{4028—s}. Kazdy zbior As ma doktadnie
s+ 1 elementow, wiec jesli ¢t < s, to nie istnieje funkcja réznowartosciowa z Ag do A;. Stad wynika,
7e Ay £ Ay, Aletakie A, £ Ay, bojesli f: A, 23 Ay, to f(max A;) = f(4028—t) < max A, = 4028—s.
Niemozliwe jest wiec, aby max A; < f(max Ay).
Pokazemy, ze dla dowolnego ciagu {4, }nen podzbioréw N istnieja takie i,j € N, ze i < j
oraz A; < Aj. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na liczbe k = Ag. Jesli k jest zerem, to Ag = @ < Aj.
Dla k > 0 rozpatrzymy dwa przypadki. Pierwszy przypadek zachodzi wtedy, kiedy wszystkie zbiory A;
sa ograniczone z gory przez pewna stata M. To znaczy, ze zbiory A; sa podzbiorami zbioru {0, 1,..., M},
a takich podzbioréw jest skoniczenie wiele. Zatem A; = A;, dla pewnych i < j, w szczegblnosci A; < A;.
Rozpatrzmy wiec drugi przypadek, kiedy takie ograniczenie nie istnieje. Niech a,, = max A,, dla
n € N. Okreslimy przez indukcje ciag liczb {n;};en, zaczynajac od ng = 0. Dalej okreslamy n;; jako
najmniejsza liczbe m > n; o tej wlasnosci, ze zbiér A,, ma element wiekszy od a,,. (Wtedy oczywiscie
takze a,,,, > ap,.) Taka liczba istnieje, bo inaczej mieliby$my przypadek pierwszy dla M = a,, .
Niech teraz B; = A, — {an,}. Poniewaz By ma k — 1 elementow, wiec mozemy do ciagu {B;}ien
zastosowaé zatozenie indukcyjne. Mamy wiec liczby i < j i funkcje f : B; =1 B; spelniajaca warunek
Vn(n € B; = n < f(n)). Funkcje f tatwo mozna rozszerzy¢ do funkeji f': Ay, =1 Ay, przyjmujac,
ze f'(max Ap,) = max A, .
458d: Nie. Mamy na przykltad N < N — {0} <N, a wiec relacja < nie jest antysymetryczna.

Nie, np. funkcje f = An.if n = 0 then 2 else 01 g = An.if n = 0 then 0 else 2 sg nieporéwnywalne,
gdyz nieporéwnywalne sa zbiory f=1({2}) = {0} i g7 1({2}) = N — {0}.

Elementem najwiekszym, a wiec jedynym maksymalnym, jest funkcja An.2, natomiast naj-
mniejszym, a wiec jedynym minimalnym, jest funkcja An.0.

Nie. Wystarczy wskaza¢ malejacy ciag f,, = Ak.if & < n then 0 else 2. Faktycznie, dla n < m
mamy f,1({2}) ={keN|n<k} 2{keN|m<k}=f1({2}), azatem f, = f..

Mozna przyja¢ np. fn, = Mk.if k < n then 2 else if k =n + 1 then 0 else 1. Wtedy f, < fm, dla
n<m,ale fp(m+1)=1>0= f,(m+1).

Niech Z bedzie dowolnym podzbiorem N — {0,1,2} i niech D = J{f~'({2}) | f € Z}. Dalej
niecch W = {f € Z | f71({2}) = D} i niech J = J{f~*({1}) | f € W}. Zauwazmy, ze zbiory
D i J sa roztaczne, bo jesli k € J, to f(k) = 1 dla pewnego f € W. Z tego ostatniego wynika, ze
k¢ D= f~1({2}). Rozpatrzmy funkcje ¢ = An.if n € D then 2 else if n € J then 1 else 0. Pokazemy, ze
¢ = sup Z. Najpierw sprawdzmy, ze ( jest ograniczeniem gérnym zbioru Z. Niech wiec f € Z. Mamy
F71{2}) € D = ¢ 1({2}). Jesli powyzsze zawieranie jest wlasciwe, to juz f < (. W przeciwnym
razie f € W i wtedy f~1({1}) € J = ("1 ({1}). Jedli zawieranie jest wlasciwe, to f < (, a jedli nie, to
f=¢
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Niech teraz jaka$ funkcja h bedzie ograniczeniem géornym Z. Wtedy f~1({2}) € h=1({2}) dla
f € Z. 7 tego wynika, ze h(k) = 2 dla k € D, czyli D = (~*({2}) € h=1({2}). Jesli h=1({2}) # D,
to juz h = ¢, przypusémy wiec, ze h~1({2}) = D. Pokazemy, ze wtedy J = ¢~1({1}) € =1 ({1}),
a wiec ¢ =< h. Niech wiec k € J; wtedy f(k) = 1 dla pewnego f € W. Poniewaz f < h oraz
f71({2}) = D= h71({2}), wiee f1({1}) € h7H({1}), a zatem h(k) = L.
Nie. Kontrprzyklad jest taki sam jak w zadaniu (bo f1{k}) =g *({k}) = o dlak > 2).
461b} Funkcja z = An. 0 jest elementem minimalnym. Istotnie, jesli f < z, to albo f = z (i dobrze),
albo istnieje takie n, ze f~1({k}) = 271 ({k}), dla k > n, oraz f~1({n}) & 27 *({n}). Wtedy n = 0,
bo dla n > 0 zbior z71({n}) jest pusty. Z tego tez wynika, ze dla k # 0 takze f~({k}) jest pusty,
czyli funkcja f nie przyjmuje innych wartosci niz zero. A wiec f~1({0}) = N = 271({0}), sprzecznosé.

Innych elementéw minimalnych nie ma. Przypusémy bowiem, ze f # z czyli f(m) =n > 0, dla
pewnych m,n. Wtedy g < f, gdzie g = Ax.if z = m then n—1 else f(z). Istotnie: funkcje f i g roznia
sie tylko dla argumentu m, wiec wartosci wieksze od f(m) przyjmuja w tych samych miejscach. Czyli
jesli k > f(m) =mn, to g~ ' ({k}) = f~({k}). Ponadto g~*({n}) = f~*({n}) — {m} & f~*({n}).

Jedyny element minimalny z nie jest najmniejszy, bo na przyktad z £ idy. Gdyby z < idy, to dla
nieskoriczenie wielu k > 0 mielibysmy rownos¢ @ = 2~ '({k}) = idy'({k}) = {k}. Zatem elementu
najmniejszego nie ma.

Nie ma zadnych elementéw maksymalnych: jesli f : N — N jest dowolna funkcjg, to f < h, gdzie
h = Xz.if z =0 then f(0)+ 1 else f(z). Dlan = f(0) + 1 mamy h='({n}) = f~1({n}) U {0}, wicc
F1{n}) € h=t({n}). Tymczasem h=1({k}) = f~1({k}) dla wszystkich liczb k > n.
Nie. Kontrprzyktad jest taki sam, jak w Zadaniu bo dla k > 2 zbiory f, 1({k}) sa puste.

Nie. Rozpatrzmy zbior L wszystkich funkcji statych. Jest to taricuch (a zatem zbior skie-
rowany), bo Az.n < Az.m, gdy n < m. Istotnie, dla k¥ > m przeciwobrazy zbiorow {k} sa w obu
przypadkach puste, natomiast (Az.n)~1({m}) = @ ¢ N= (Az.m)~1({m}).

Zbior L nie ma kresu goérnego, bo nie jest ograniczony z gory. Gdyby jakas funkcja h byta takim
ograniczeniem, to Az.0 < Ar.1 < h, wiec Az.0 < h. Zatem istnieje takie n, ze h=1({k}) = @ dla
wszystkich £ > n. Wtedy jednak h < Az.n + 1 € L, sprzecznosé.

Tak. Niech L # @ bedzie taiicuchem ograniczonym z gory przez funkcje a. Bez straty ogolnosci
zalozmy, ze L nie ma elementu najwiekszego, w szczegolnosci a ¢ L. Napis f <, g bedzie oznaczal, ze
F1({n}) € g7*({n}) oraz f~1({k}) = g~ ({k}) dla k > n. Niech L, = {f € L | f <, a}. Oczywiscie
L = J,,en Ln- Druga obserwacja jest taka: jeslin < m oraz f € L, i g € Ly, to g <,, f. Niech n
bedzie najmniejsza taka liczba, ze L, # @. Zauwazmy, ze n # 0, bo jesli f <¢ a, to istnieje takie x,
ze a(z) =0 ale f(z) > 0. Wtedy @ € 71 ({f(2)}) = a™'({f(2)}), skad a(x) = f(z), sprzecznosc.

Dla 0 < p < n definiujemy przez indukcje zbiory F}, C L,, oraz Z, C N:
—Ln = Ln;
~FEy={fe€F| f'{p+1})=Zpu1},dla0<p<mn;
2, = U e | f € R}, 0<p<n.
Zauwazmy, ze ciagg zbioréw Fj, jest zstepujacy, przy tym moze si¢ zdarzy¢, ze ktoére§ F), jest puste.
Wtedy takze Z, = @. Dalej jesli f € F,, to f~1({p}) C Z, oraz f~'({q}) = Z, dlap < ¢ < n.

Zbiory Z, sa natomiast parami roztgczne. Przypusémy bowiem, ze x € Z,NZ,, gdzie p < q. Wtedy
f(z) = p dla pewnego f € F,. Poniewaz F, C F,_1, wiec f € F,_1, czyli f~'({q}) = Z,. Skoro
x € Zy, to f(x) = g, sprzecznosé. Ponadto dla x € Z, mamy a(z) < n (dlaczego?).

Poszukiwanym kresem tancucha L jest funkcja h:

m, jesli a(z) =m > n;
h(z) =14 p, jeslixe Z,, gdzie 0 <p <mn;
0, w przeciwnym przypadku.

Funkcja h jest dobrze okreslona, bo zbiory Z, sa rozlaczne. Zauwazmy, ze h=!(p) = Z,, dla0 < p < n.

Udowodnimy teraz, ze h jest ograniczeniem goérnym L; oczywiscie wystarczy sprawdzié, ze f < h
dla f € L,. Niech wiec f € L, = F, i niech p bedzie najmniejsza takg liczba, ze f € F,. To
znaczy, ze takze f € F, dla wszystkich p < ¢ < n, skad f~'({¢}) = Z, = h™'({q}). Ponadto
F*{p}) € Z, = h=1({p}) i jesli inkluzja jest ostra, to mamy f < h. Jedli zas f~*({p}) = Z,,
to z minimalnoéci liczby p wynika, ze p = 1; inaczej bowiem f € F,_;. Wtedy jednak wszystkie
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przeciwobrazy niezerowych singletonéw sa takie same przy f i przy h, co wymusza takze réwnosé
F71{0}) = h=1({0}), czyli réwnos¢ f = h.

Zalozmy teraz, ze g jest ograniczeniem géornym L O L, # &. Istnieje jakies f € L,. Skoro f < g,
to istnieje takie ng, ze g~ ({k}) = f~*({k}) = a1 ({k}) gdy k > ng,n. Niech m bedzie najmniejsza
taka liczba, ze g~ 1({k}) = a=*({k}) dla wszystkich k > m. Jesli m = 0, to g = a = h (dlaczego?).
Niech wiec m > 0. Wtedy g~ 1({m}) # a=*({m}). Jedli m > n, to w istocie g~ ({m}) 2 a=*({m}),
bo wtedy zbior a=t({m}) jest taki sam jak f~*({m}), a przeciez g = f. Stad wynika, ze g = a = h.

Niech wigc m < n. Wtedy wszystkie przeciwobrazy ¢~'({k}) dla k > n sa takie same jak a=!({k}).
Niech p bedzie najwigksza taka liczba, ze h=1({p}) # g~ 1({p}). (Jesli takiej nie ma, to h = g i dobrze.)
Wtedy dla p < ¢ < n zachodzi rownosé g~ ({q}) = Z, dla p < ¢ < n.

Rozpatrzmy dowolna funkcje f € F,. Wtedy g~ ({q}) = Z, = f~*({q}) dla p < ¢ < n, a poniewaz
f = g, wiec musi zachodzié¢ (wtasciwa lub nie) inkluzja f=1({p}) € g~ ({p}). Z dowolnosci f wynika
B ({0 = Z, = UL (Uph) | £ € By} C g~ ({p}). Ale skoro h=i({p}) # g ({p}), to h < g.

462; Zbiory stow spelniajace warunek (*) z tresci zadania to antylaiicuchy ze wzgledu na dobrze
ufundowany porzadek prefiksowy. Kazdy przekroj jest wiec antylancuchem i to niepustym, bo musi
mie¢ np. element poréwnywalny ze stowem pustym e.

Zbior B jest mocy continuum. Poniewaz B C P({a,b}*), wiec moc zbioru B jest co najwyzej

continuum. Dla oszacowania z dotu zdefiniujemy funkcje F': P(N) = B, przyjmujac, dla X C N:
FX)={a"b|neX}U{a"bx | n¢& X Az € {a,b}}.

Trzeba sprawdzi¢, czy funkcja F jest dobrze okreslona, tj. czy F'(X) jest zawsze przekrojem. Elementy
F(X) sa oczywiscie nieporéwnywalne ze wzgledu na C. Niech wiec w € {a,b}* i niech w = a*v, gdzie
k jest najwieksze o tej wlasnosci (mozliwe, ze k = 0 lub v = ¢). Dla k € X slowo w jest poréwnywalne
z a*b € F(X), ajedli k ¢ X, to w jest porownywalne z a*ba lub a*bb. Pozostaje zauwazy¢, ze F jest
funkcja roznowartosciowa, bo jeslin € X =Y, to a™b € F(X) = F(Y).
Zwrotnos$é i przechodniosé sa zgola oczywiste. Sprawdzamy antysymetrie: niech AC BC A
iniech a € A. Jest takie b € B, ze a C b i jest takie a’ € A, ze b C a’. Wtedy a C o/, a poniewaz A
jest antylaricuchem, wiec to znaczy, ze a = b = a’, w szczegdlnosci a € B. W ten sposob pokazalismy
A C Bipodobnie B C A, skad A= B.
Elementem najmniejszym (a wiec jedynym minimalnym) jest {e}, bo stowo puste jest prefiksem
kazdego stowa, a przekroje sa niepuste. Elementow maksymalnych (a wiec takze najwickszego) nie
ma: jesli A € B, to A # &; niech w € A. Wtedy AT A" = (A — {w}) U{wa,wb} € Boraz A # A’
Tak. Niech @ # A C B i niech:

C ={we|JA | w jest minimalne w J.A ze wzgledu na porzadek prefiksowy}.
Latwo widzie¢, ze C jest antylaricuchem. Aby pokazaé, ze jest przekrojem, rozpatrzmy dowolne
stowo w. Skoro A # @, to zbior {v € |JA | v poréwnywalne z w} jest niepusty. Wybierzmy z niego
element minimalny v. Poniewaz kazdy prefiks v jest poréwnywalny z w, wiec v musi by¢ minimalny
w calym zbiorze | J A, a zatem v € C.

Zbior C jest ograniczeniem dolnym rodziny A. Niech bowiem A € A. Aby pokazaé, ze C C A,
rozpatrzmy jakie§ stowo w € C. Poniewaz A jest przekrojem, wiec w jest poréwnywalne z jakims
stowem v € A, a z minimalnosci wynika, ze w C v.

Przypusémy teraz, ze D € B jest ograniczeniem dolnym rodziny A. Dowodzimy, ze D C C, niech
wiec w € D i niech stowo v € C' bedzie poréwnywalne z w. Jesli w C v, to dobrze, w przeciwnym razie
v G w. Jest takie A € A, ze v € A. Poniewaz D C A, wiec v & w C v/, dla pewnego v’ € A i zbior A
nie jest antytancuchem.

Nie, istnieje bowiem ciagg malejacy, na przyktad zlozony z takich zbioréw A,,, gdzie n € N:

A, ={d" | k<n}u{afbz | k > nAx € {a,b}}.
Latwo sprawdzi¢, ze zbiory te sg przekrojami, i ze sa parami rézne. Ponadto A,, J A, 11, dla kazdego n.
bo jesli w € A, 41, to albo w € A, albo w = a™b C a™ba € A,.
To twierdzenie oczywiscie nie zachodzi. Niech na przyktad A = {0,1} ze zwyklym porzadkiem,
oraz B = {0,1} z porzadkiem dyskretnym, w ktorym zero i jedynka sa niepor6wnywalne. Jako f
wezmy funkcje stale rownag 0.
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To tez oczywista nieprawda. Jako kontrprzyktad wystarczy identycznosciowe wtozenie f = An.n
ze zbioru A = N do B = Z ze zwyklym uporzadkowaniem.
464 To twierdzenie zachodzi. Przypusémy, ze mamy ciag malejacy ag >4 a1 >4 a3 >4 -
w zbiorze A. Wtedy w B jest ciag antymonotoniczny f(ag) >p f(a1) >p f(az) >p - -, niekoniecznie
ostro malejacy, bo moze tak byé, ze a; > a;y1, ale f(a;) = f(a;4+1). Jednak przeciwobraz kazdego
singletona {f(a;)} jest skonczony, wiec zawsze istnieje takie k > i, ze f(ar) # f(a;), czyli w istocie
flax) < f(a;). Zatem mozemy okresli¢ przez indukcje nieskoniczony ciag indeksow (k;,)nen, biorac
ko = 0 oraz kypi1 = min{k | f(ar) < f(ag,)}. Wtedy ciag (f(ak,))nen jest juz ostro malejacy, a to
niemozliwe.
To tez zachodzi. Przypusémy bowiem, ze f(x) = f(y) = b dla pewnych z,y. Zwykly porzadek
w zbiorze Q jest liniowy, mamy wiec na przyktad z < y. Wtedy dla dowolnego z, takiego ze x < z < y,
mamy tez f(z) < f(z) < f(y), skad f(2) = b. Zatem przeciwobraz f~1({b}) zawiera przedzial
wymierny (z,y) N Q, ktory przeciez jest nieskoriczony.
Rozpatrywany porzqdelﬂ jest liniowy, gdyz relacja < jest porzadkiem liniowym. Niech teraz
wi(x) = 1722 + 422 — k, dla k € N. Funkcje wy tworza ciag malejacy, wiec nasz porzadek nie jest
dobrze ufundowany. Nie jest on tez krata zupelna, bo nie istnieje element najmniejszy ani nawet
minimalny: wielomian w —1 jest zawsze mniejszy od w. Analogicznie, w+ 1 jest zawsze wieksze od w,
wiec nie ma tez elementéw najwiekszych ani maksymalnych.

Gdyby w definicji zbioru X zastapié¢ funkcje kwadratowe dowolnymi wielomianami, to relacja prze-
staje by¢ antysymetryczna i pytania tracg sens. Zbidér X jest mocy Ny, wiec gesty porzadek w X
mozna okresli¢, przyjmujac x1 < xo & f(x1) < f(x2), gdzie f: X 1n—_a1> Q.

Tak. Niech C C P. Jesli C = @, to kresem gornym C' jest najmniejszy element zbioru P,
czyli para (g,0). Mozna wiec zaktada¢, ze C # @. Niech (v,y) bedzie jakim§ ograniczeniem goérnym
zbioru C. Wtedy kazdy element C' ma posta¢ (u,z), gdzie u C v. Wszystkie elementy niepustego
zbioru C; = {w | Jz. (w, z) € C} (czyli rzutu C na pierwsza wspoélrzedna) sa wiec prefiksami stowa u
i jeden z nich, powiedzmy wy, jest najdtuzszy. Rozpatrzmy teraz zbior Z = {z € R | (ug,z) € C}.
To jest podzbior przedziatu [0, 1], ograniczony z gory przez 1, zatem istnieje sup Z. Poszukiwanym
kresem gornym zbioru C jest para (ug,sup Z). OczywiScie jest to ograniczenie gorne. Aby pokazac,
ze to kres, przypusémy, ze (w, ) tez jest ograniczeniem gornym zbioru C. Wtedy w ogranicza z gory
zbior Cy wiec w D ug.Zatem (w,z) = (ug,sup Z), bo albo w D ug, albo w = wup 1 x ogranicza z gory
zbiér Z, wiec x > sup Z.

Tak. Niech D C P i niech (wp,x9) € D. Rozpatrzmy rzut D na pierwsza wspo6lrzedna,
czyli zbior D1 = {w | Jz.(w,z) € D} C {a,b}*. Pokazemy najpierw, ze D; ma kres dolny ze
wzgledu na porzadek C. Oczywiscie D; jest ograniczony z dotu przez €. Teraz zauwazmy, ze wszystkie
ograniczenia dolne zbioru Dy sa w szczegolnosci prefiksami stowa wg € D;. Jedno z nich jest najdtuzsze
i to wlasnie jest kres dolny D;. Oznaczmy ten kres przez vg.

Przypadek 1: vy € Dy, czyli zbior X = {z | (vg,x) € D} C [0,1] C R jest niepusty. Z ciagtosci zbioru
[0,1] wynika, ze istnieje inf X. Wtedy para (vg,inf X) jest kresem dolnym zbioru D. Sprawdzamy,
ze to istotnie kres: dla (w,z) € D mamy w € Dy wiec vg C w. Przy tym jesli vg = w, to inf X < z,
wiec w kazdym razie (vg,inf X) < (w, z). Zatem para (vp,inf X) jest ograniczeniem dolnym zbioru D.
Jesli jakas para (v,y) tez jest ograniczeniem dolnym zbioru D, to wtedy v jest ograniczeniem dolnym
zbioru Dy, wiec v C vg. A jeSli v = v, to y < X, wiec y < inf X. Stad (v,y) =< (vg,inf X) i to
faktycznie kres.

Przypadek 2: vy € D;. Wtedy kresem dolnym zbioru D jest para (vg,1). Istotnie, dla dowolnego
(w,z) € D mamy wtedy vg & w, wiec (vg, 1) ogranicza D z dotu. Teraz jesli jakas para (v, y) tez jest
ograniczeniem dolnym zbioru D, to v jest ograniczeniem dolnym zbioru D;, a wiec v C vy. No to
oczywiscie (v,y) = (v, 1).

Nie istnieje taki podzbior. Przypusémy przeciwnie, ze ( : R x N — G C P jest izomorfizmem
porzadkow (R x N, x) i (G, <).

ZRelacja < jest czesciowym porzadkiem. Zwrotnosé i przechodnio$é sa oczywiste. Antysymetria wynika
stad, ze wartosci tréjmianu kwadratowego w trzech réznych punktach wyznaczaja go jednoznacznie.
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Dla ¢(r,n) = (w, z) napiszemy (1 (r,n) = w i (2(r,n) = . Funkcja A\r.(1(r,0) : R — {a, b}* nie moze
by¢ réznowartosciowa, bo zbior R jest nieprzeliczalny, a zbior {a,b}* jest przeliczalny. Zatem istnieje
takie w € {a,b}*, i takie rozne liczby rzeczywiste 11,72, ze (1(r1,0) = (1(r2,0) = w. Powiedzmy,
ze 1 < ro; wtedy dla kazdego rzeczywistego r z przedziatu (r1,72) i kazdego n € N tez zachodzi
¢1(r,n) = w. Skoro pierwsze wspohrzedne par ((r,n) sa takie same, to drugie wspolrzedne musza
by¢ rozne. W szczegdlnosdcei przedzialy postaci (Ca(r, 0), (2(r, 1)) sa rozlaczne, a jest ich az continuum.
Pozostaje zauwazy¢, ze w kazdym jest inna liczba wymierna, a tych jest przeliczalnie wiele.

Nie. Zbior (0,1] x {a,b}* nie ma kresu dolnego, choé jest ograniczony z dotu przez wszystkie
pary postaci (0, w). Ale wéréd tych par nie ma najwiekszej.

Niestety tez nie. Zbior {1} x {a,b}* jest ograniczony z géry przez wszystkie pary (z,v), gdzie
x > 5. Ale wérod tych par nie ma najmniejszej.

Poniewaz dowolny przedziat otwarty jest izomorficzny z R, podzbiorem izomorficznym z N x R
jest np. suma (J{(an, ant1) X {e} | n € N}, gdzie liczby a,, tworza ciag rosnacy, np. a, = 1 — n%rl
Podzbiorem izomorficznym z R x N moze by¢ (0,1) x {a" | n € N}.

Zbioér @ nie jest dobrze uporzadkowany, z tego prostego powodu, zZe nie jest taricuchem: na
przyktad elementy (x1,aaa) i (x1,abb) nie sa poré6wnywalne.

Pokazemy, ze zbior @ jest dobrze ufundowany, bo kazdy jego niepusty podzbiér ma element mi-
nimalny. Wezmy jakis niepusty podzbiér Y C @ i niech ny bedzie najmniejszym elementem zbioru
L={n| Jw. (x,,w) € Y}. Dalej niech D = {w | (xn,,w) € Y}. Zbior D jest niepustym podzbiorem
dobrze ufundowanego drzewa wszystkich stéw, ma wiec element minimalny wg. Pozostaje sprawdzic,
ze para (Tn,,wp) jest elementem minimalnym zbioru Y. Przypusémy wiec, ze (z,,w) € Y oraz
(Tny W) = (Tpg,wo). Wtedy z, < 2y, skad n < ng, a poniewaz ng byt elementem minimalnym L,
wiec n = ng. A zatem w € D jest prefiksem wg. Ale wy jest minimalne w D, wiec w = wy.

Niech A bedzie zbiorem skierowanym. Jesli A = @, to jego kresem gérnym jest najmniejszy
element zbioru N — Bool |, czyli funkcja stale rowna L. Zalézmy wiec, ze A nie jest pusty i niech
Ap, = {7 € Bool, | 3a € A.a(n) = 7}. Poniewaz A jest zbiorem skierowanym, wigc nie moze by¢
tak, ze 0,1 € A,,. Mielibysmy wtedy w zbiorze A dwa ciagi nie majace wspolnego ograniczenia w A.
Zatem A, ma element najwickszy d(n). Zauwazmy, ze:

a) Dla kazdego « € A i kazdego n € N zachodzi a(n) < §(n).

b) Dla kazdego n € N istnieje takie o € A, ze a(n) = §(n).
Ciag § = An.d(n) jest kresem gornym zbioru A. Istotnie, dla a € A nieré6wnosé¢ o 4§ wynika od razu
z wlasnodci (a). Zatem ¢ jest ograniczeniem gornym dla A. Jesli zas jakis ciag p jest tez ograniczeniem
gornym dla A, to 6(n) < p(n) wynika z whasnosci (b), bo przeciez a(n) < §(n).
Niech A bedzie zbiorem skierowanym. Jesli A = &, to jego kresem goérnym jest najmniejszy
element zbioru N — Bool , czyli funkcja stale rowna 1. Zalézmy wiec, ze A # @. Okreslimy przez
indukgcje ciag § : N — Bool | , ktory bedzie kresem gornym zbioru A. Zalozmy, ze §(k) jest juz okreslone
dla wszystkich liczb k < n, i to w ten sposob, ze spelnione sa warunki:

a) Dla kazdego « € A i kazdego k < n zachodzi a(k) < 6(k);

b) Zbior A, ={a € A | Vk(k <n — a(k) = 0(k)) jest niepusty.
Oczywiscie Ag = A i oba powyzsze warunki sg dla n = 0 spelnione. Rozpatrzmy teraz zbior
D, = {7 €Bool, | 3a € A, (a(n) = 7)}. Zbidr A jest skierowany, wiec nie moze by¢ tak, ze 0,1 € D,,.
Mieliby$my wtedy w zbiorze A dwa ciagi nie majace wspolnego ograniczenia w A. Zatem D,, ma ele-
ment najwiekszy, ktory wybieramy jako 0(n).

Z warunku (a) wynika, ze o < § dla kazdego o € A, czyli, Ze 0 jest ograniczeniem gérnym dla A.

Jesli ciag p jest tez ograniczeniem gornym dla A, to §(n) < p(n) wynika z warunku (b) zalozenia
indukcyjnego.
Niech X bedzie skierowanym podzbiorem zbioru P(N x N). Poniewaz w P(N x N) kresem gornym
dowolnej rodziny zbioréw jest jej suma, wiec nalezy udowodni¢ rownosé | J{s-s|se X} =X -UX.
Aby wykazaé inkluzje z lewej do prawej, przypusémy, ze (a,b) € (J{s-s | s € X}. Wtedy istnieje
takie s € X, i takie ¢ € N, ze (a,c), (¢, b) € s. Poniewaz s C |J X, wiec (a,b) e X -UX.

Zalozmy teraz, ze {(a,b) € JX -|JX. Istnieje takie ¢ € N, ze (a,c), {c,b) € JX. A wiec (a,c) € s
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oraz {(c,b) € ¢, dla pewnych relacji s,s’ € X. Poniewaz zbior X jest skierowany, wiec istnieje relacja
s € X zawierajaca zarowno s jak s'. Zatem (a,c), (c,b) € s” czyli {(a,b) € (s” -s"). Stad mamy
(a,by € J{(s-s) | s € X}, co konczy dowod inkluzji z prawej do lewej.

Niech (A, <) bedzie przeliczalnym zbiorem czesciowo uporzadkowanym, w ktorym kazdy tanicuch
ma kres gorny i niech S bedzie jego skierowanym podzbiorem. Jesli S = @, to S jest lancuchem
i ma kres gorny, zal6zmy wiec, ze S # @. Skoro S jest przeliczalny, wiec mozemy ponumerowaé jego
elementy, przyjmujac S = {s,, | n € N}. Definiujemy przez indukcje ciag b, elementéw zbioru S w ten
sposob, ze kazdy ,prefiks” postaci {bg,...,b,} jest lancuchem. Zaczynamy od by = sg, a nastepnie
(zakladajac, ze by, ...,b, sa juz okreslone i tworza laricuch) definiujemy b, 1 w zaleznosci od s,1.
Jesli s,41 jest poréwnywalne ze wszystkimi elementami by,...,b, to przyjmujemy b,4+1 = Spt1-
W przeciwnym razie wybieramy element s € S, ktory ogranicza z gory zbior {b1,...,bn, Sp+1} 1 defi-
niujemy b, 41 = s.

Zbior B = {b, | n € N}, skonstruowany w ten sposob, jest oczywiscie lancuchem, z zalozenia
ma wiec kres gorny b. Pokazemy, ze jest to takze kres gorny dla S. Poniewaz dla dowolnego s € S
istnieje takie n, ze s < b, < b, wiec b ogranicza z z gory caly zbiér S. Ponadto jesli jakies d jest
ograniczeniem gornym S, to tym bardziej jest ograniczeniem géornym B wiec d > b.

Inkluzja | f(S) C f(US) wynika wprost z monotonicznosci, bo dla B € S mamy B C |JS.
Niech wiec z € f(|US). Z zalozenia istnieje skoniczony zbior B = {b1,...bx} C |J S, taki ze z € f(B).
Skoro B C |JS, to kazdy z elementow by nalezy do pewnego sktadnika Dy € S. Ale poniewaz S
jest skierowany, to w S musi istnie¢ zbior E zawierajacy wszystkie Di. Wtedy takze B C E, skad
e f(B) C f(E) CULS).

Kazdy zbiér jest suma rodziny swoich skoriczonych podzbioréw i na dodatek ta rodzina jest
skierowana i niepusta. Zatem natychmiast z ciaglosci wynika warunek

f(a) =U{f(e) | e skoriczony oraz e C a}.

Dla dowodu implikacji odwrotnej zat6zmy, ze S jest skierowanym podzbiorem P(N). Kresem gornym
w P(N) jest oczywiscie suma, wiec rownosé sup f(S) = f(sup S) sprowadza sie do rownosci

U{f(s) | s €S} =U{f(e) | e skoniczony oraz e C | J S}.

Oznaczmy lews i prawg strone tej rownosci przez LS i PS. Przypusémy, ze z € LS. Wtedy = € f(s)
dla pewnego s € S, ale f(s) = [J{f(e) | e skoniczony oraz e C s}, wiec x € f(e), gdzie e jest skonczony
ieCs ClUS. Zatem x € PS. Na odwrét, jesli z € PS, to x € f(e), gdzie e = {y1,...,yx}
jest skonczonym podzbiorem JS. Istnieja takie si,...,sp € S, Zze y1 € $1,...,yx € Sk. Zbior S
jest skierowany, wiec istnieje tez takie s € S, ze s1,...,8x € s. Mamy wiec e C s. Poniewaz
f(s) =U{f(e) | e skoniczony oraz e C s}, wiec f(e) C f(s) i ostatecznie x € f(s).

486F Poniewaz zbior pusty jest taricuchem, wiec istnieje inf &, czyli najwiekszy element zbioru A.
Oznaczmy go przez T. Dalej zauwazmy, ze funkcja f jest monotoniczna. Jesli bowiem a < b to
zbior {a, b} tworzy lancuch o kresie dolnym a. Zatem f(a) jest kresem dolnym dla {f(a), f(b)}, czyli
fla) < f(b).

Niech ay = f*(T). Z monotonicznoéci funkcji f wynika, ze ciag ay, jest zstepujacy: ag > a; > as ...
Zbior {ay | k € N} jest wiec taricuchem i ma kres dolny a,. Z zalozenia o f mamy teraz f(a,) =
inf{f**1(T) | k € N} = inf{f*(ax) | k € N} = a,,. A wigc a,, jest punktem stalym f. Jesli b jest innym
punktem statym, to oczywiscie b < T. Przez indukcje tatwo udowodnié, ze b = f¥(b) < f*(T) = ap
skad b jest ograniczeniem dolnym zbioru {a | k¥ € N}. A zatem b < q,,, bo a,, jest kresem dolnym
tego zbioru.

Nie. Niech np. f(2k) =2k + 11 f(2k 4+ 1) = 2k dla wszystkich k. Poniewaz porzadek C ma
by¢ liniowy, to albo 0 C 1 albo 1 £ 0. W pierwszym przypadku otrzymamy wtedy 1 C 0, w drugim
przypadku 0 C 1. Tak, czy owak, 0 C 1 C 0, skad wynika sprzecznosé: 0 = 1.

Nie. Wezmy np. f(2k) =01 f(2k + 1) = 1, dla wszystkich k. Wtedy 0 < 1 < 2 implikuje
0C1C01iznowu mamy 0 = 1.

Tak. Przyjmijmy, ze m C n wtedy i tylko wtedy, gdy (f(m) < f(n))V (f(m) = f(n) Am <mn).
Nie, np. dla X =Z_U (0,1) i Y = (0,1) UN ze zwyklym porzadkiem, porzadek w zbiorze
Z = (0,1) jest gesty.
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488bf Nie, np. dla X = Q1Y = (R — Q) UN, ze zwyklym porzadkiem, mamy Z = N, gdzie zwykly
porzadek nie jest gesty.
Nie, np. dla X = (0,1) U (1,2) U [3,4) i Y = (0,1) U (2, 3] ze zwyklym porzadkiem, mamy
Z = (0,1) U {3}. Kresem goérnym zbioru (0,1) w Z jest 3, natomiast sup(0, 1) nie istnieje ani w X,
ani w Y.
488d} Nie, np. dla X =Z_U(0,1) i Y = (0,1) UN ze zwyklym porzadkiem, mamy Z = (0,1) i kres
dolny zbioru (0, 1) nie istnieje w Z, natomiast infx (0,1) = —1 i infy (0,1) = 0.
Wprost z definicji wynika, ze ciagi k,, i ¢, sa réznowartosciowe. Ponadto, kazda liczba natu-
ralna k jest postaci k., gdzie m < 2k (latwa indukcja). W ciagu ¢, tez wystepuja wszystkie liczby
naturalne. Dlatego funkcja h jest dobrze okreslona.

Takze wprost z definicji wynika réownowaznosé¢ (f(k;) < f(km) < g(4) < g(¢)) dla dowolnych
liczb i, m, a wiec nasza bijekcja h jest izomorfizmem.
494t  Zbior Ku jest mocy R, jest gesty i nie ma elementu pierwszego ani ostatniego, a wiec (por. za-
danie 493)) jest izomorficzny ze zbiorem liczb wymiernych Q (uporzadkowanym tak jak zwykle). Niech

f:Ku o bedzie izomorfizmem. Dla er € Er przez er] oznaczymy zbior {ku € Ku | ku < er}.
na

Rozpatrzmy przeksztatcenie F : Er — R, dane wzorem F'(er) = sup f(erl). Przeksztalcenie to
jest réznowartosciowe, bo jesli z < y to x < ku; < kug < y dla pewnych kuq, kus € Ku. Wtedy dla
dowolnego d € z| mamy f(d) < f(ku1), skad F(z) < f(kuy) < f(kuz) < F(y).

Analogicznie, jesli G(r) =supf~1({g € Q| g <r}) dlar e R, to G : R =4 Er. Dowod jest
w zasadzie taki sam. A wiec pokazalismy, ze Er < R oraz R < Er. Zatem Er = €.

Zalozmy, ze B nie jest dobrze ufundowany, czyli ze istnieje nieskoriczony taiicuch malejacy
A ={a; € B|ie€ N}, gdzie a;+1 < a; dla kazdego i € N. Element ag jest na pewno wiekszy od zera,
bo jest tylko pig¢ elementow B mniejszych od zera (sa to 1 —m, 2—7m, 15, 3—7i1—%). Rozpatrzmy
przedzialy postaci [k,k + 1) dla k € N, k < ag. Jest ich skoniczenie wiele, a wiec musi istnie¢ takie
n € N, ze zbiér AN [n,n + 1) jest nieskoniczony. Niech ay bedzie elementem o najmniejszym indeksie
wérod wszystkich elementéow zbioru A w przedziale [n,n + 1). Wtedy AN [n,n+ 1) C [n,ax], ale
w przedziale [n, ag] jest tylko skoriczenie Wielﬁ elementéw B, a wiec tym bardziej skoriczenie wiele
elementoéw A. Sprzecznosc.

Nie, zbior {n — 7 | n € N—{0}} nie ma zadnego ograniczenia gornego, a wiec nie ma tez kresu.
Tak, niech P C Bi P # @. Jesli P ma element najwiekszy, to jest to oczywiscie jego kres gorny.
W przeciwnym przypadku P musi byé nieskoriczony. Poniewaz P jest ograniczony z gory, to istnieje
najwieksze takie n, ze iloczyn P N [n,n + 1) jest niepusty. W istocie ten iloczyn jest nieskoriczony, bo
inaczej zbiér P mialby element najwiekszy. Pokazemy, ze wtedy najmniejszym ograniczeniem gérnym
zbioru P jest b = n + 2 — 7, czyli najmniejszy element B wigkszy lub rowny n + 1. Oczywiscie b jest
ograniczeniem gornym P. A jeSlie € Bie <btoe <n+1, wiec albo e < n, albo w przedziale [n, ¢
jest tylko skoriczenie wiele elementow B (a wiec rowniez skoriczenie wiele elementow P). Takie e nie
moze by¢ ograniczeniem gérnym P, a wiec sup P = b.

Nie, bo porzadek (Q, <) nie ma elementu najmniejszego, a B ma: 1 — 7.

Niech L bedzie tanicuchem zbioréw rzadkich. Aby pokazaé, ze suma | J L jest rzadka, przypus$émy,
zex,y € | JL. Wtedy x € A€ Lorazy € B € L, dla pewnych A i B, a poniewaz L jest tanicuchem, to
albo A C B albo B C A. Wtedy albo z,y € A albo z,y € B i w obu przypadkach mamy p(z,y) > 1.
Rozpatrzmy rodzine Z wszystkich rzadkich podzbioréw R™ uporzadkowana przez inkluzje. Skoro suma
dowolnego laiicucha L w (Z, C) nalezy do Z, oraz kazdy zbior A € L jest zawarty w |J L, wiec | L
jest ograniczeniem géornym L w zbiorze Z. PokazaliSmy w ten sposob, ze zbior uporzadkowany (Z, C)
spelnia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna, ma wiec element maksymalny. Jest to zbiér rzadki
a jednoczes$nie wszedobylski.

**W kazdym przedziale [n, n + 1) sa tylko trzy elementy zbioru B nie bedace postaci n+1— F. Sa to liczby
n+2-%,n+2—-%,in+4—7 Wynika stad, ze w kazdym przedziale [n,e], gdzie n € N, e € R, oraz

n <e<n+1, jest tylko skoriczenie wiele elementow B.
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Powyzsze rozwiazanie dziala dla dowolnego n. Uwaga: dla n > 3 zbior punktéw o wspotrzednych
caltkowitych nie jest wszedobylski.

Rozpatrzmy rodzine S wszystkich skierowanych podzbioréw zbioru czesciowo uporzadkowanego
(A, <). Mamy udowodnié, ze zbior S (uporzadkowany przez inkluzje) ma element maksymalny. Nalezy
w tym celu pokazaé, ze suma kazdego lancucha L zbioréw skierowanych jest zbiorem skierowanym.
Wowczas bowiem suma tanicucha L jest jego ograniczeniem géornym w S i mozna zastosowaé lemat
Kuratowskiego-Zorna.

Przypusémy wiec, ze a,b € [JL. Wtedy a € A, b € B, dla pewnych A, B € L. Jeden z tych zbioréow
jest zawarty w drugim, bo L jest tancuchem. Jesli na przyktad A C B to a,b € B i musi istnieé¢ takie
¢ € B, ze a,b < ¢. Oczywiscie ¢ € |J L, wiec pokazalismy, ze a i b maja wspdlne ograniczenie w | J L.
A wiec |J L faktycznie jest zbiorem skierowanym.

509 Tak. Niech Z2 = {A C R | A= No}. Gdyby suma kazdego laricucha zbioréw przeliczalnych
bylaby przeliczalna, to kazdy tanicuch w Z mialby ograniczenie gorne, wiec z Lematu Kuratowskiego-
Zorna w Z istnialby element maksymalny. Inaczej: istnialby maksymalny przeliczalny podzbior A
zbioru R. A to jest niemozliwe: jesli A= No, to R — A # @ i dla dowolnej liczby = ¢ A mamy
AC AU{z} i AU{z} = Ro. Zatem istnieje taki taiicuch zbioréw przeliczalnych, ktérego suma nie
jest przeliczalna.

Jest to np. zbidér wszystkich prostych réwnoleglych do osi pionowej.

519t Takim podzbiorem jest selektor rodziny przeciwobrazéow {f~1({z}) | * € B}. Tu tez lemat
Kuratowskiego-Zorna jest niepotrzebny.

Nalezy udowodnié, ze rodzina Z = {B C A | zadne trzy punkty w B nie sa wspoétliniowe} ma
element maksymalny. W tym celu rozpatrzmy dowolny taiicuch £ w Z. Suma tego tancucha nalezy
do Z. Jedli bowiem a,b,c € |JZ to kazdy z tych punktow nalezy do pewnego zbioru z laricucha £.
Jeden z tych trzech zbiorow zawiera pozostate (bo przeciez £ jest taricuchem) wiec punkty a,b, ¢ nie
moga by¢ wspotliniowe.

Skoro |J£ € Z to |J £ jest ograniczeniem gornym lancucha £. A wiec pokazaliémy, ze dowolny
taricuch w Z ma ograniczenie gorne. Z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika istnienie elementu maksy-
malnego. Jest to zbidér spelniajacy warunki zadania.

Zbiér jest jednoczesnie D-tatwy i D-trudny, wtedy i tylko wtedy, gdy jest maksymalnym zbiorem
D-tatwym (tj. elementem maksymalnym rodziny wszystkich zbioréw D-latwych, uporzadkowanej przez
inkluzje). Rodzina ta spelnia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna, jesli bowiem L jest tancuchem
zbiorow D-tatwych, to |JL tez jest zbiorem D-tatwym, (a jako taki, stanowi ograniczenie gorne
taiicucha). Istotnie, jesli z,y € |JL, to istnieja takie V1,Vo € L, ze x € Vi iy € V,. Poniewaz
L jest tancuchem, wiec Vo_; C V; dlai = 1 1lub ¢ = 2. Wtedy z,y € V;, skad wynika pozadana
wlasnosé (x + y)® — 2y € D.

7 powyzszego wynika, ze dla kazdego D, do rodziny wszystkich zbioréw D-tatwych stosuje sie lemat
Kuratowskiego-Zorna, a wiec maksymalny zbiér D-latwy istnieje zawsze.

Tak. Sa to selektory zbioru klas abstrakeji relacji wspotmiernosci.

Rozpatrzmy rodzine T zlozong ze wszystkich takich podzbiorow T zbioru B, ze

=yl > 3(Je — Al + |y — A),
dla dowolnych roznych x,y € T. Rodzina T, uporzadkowana przez inkluzje, jest niepusta (bo kazdy
jednoelementowy podzbiér B nalezy do T) i spelnia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna. Niech
bowiem L bedzie taricuchem w 7 i niech U = |J L. Jedli z,y € U, to istnieja takie T, 7" € T,ze x € T
iy € T'. Skoro L jest taricuchem, to albo T'C T” albo 7" C T. W obu przypadkach liczby z, y naleza
do tego samego zbioru z rodziny 7T, wiec ich réznica spelnia warunek powyze;j.

Pokazalismy wiec, ze suma dowolnego taricucha w 7 nalezy do 7. A zatem kazdy tancuch w T jest
ograniczony z gory. Z lematu Kuratowskiego-Zorna wnioskujemy, ze istnieje maksymalny element T’
rodziny 7. Zbiér T spelnia pierwszy warunek wymieniony w zadaniu, bo nalezy do 7. Spetnia tez
drugi warunek, bo jest maksymalny: jesli x € B — T, to zbior T'U {x} nie nalezy juz do T.

525t Udowodnimy, ze szukana rodzina R jest elementem maksymalnym w pewnym czeSciowym
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porzadku. Rozwazmy rodzing A = {S C P(NV) | (K C S)AVA,B € S(AN B # @)}. Pokazemy,
ze (A, C) spelnia zalozenie lematu Kuratowskiego-Zorna:

Kazdy taricuch w (A, C) ma ograniczenie gdrne.
Wezmy dowolny taricuch £ w (A4, C). Jesli £ jest pusty, to jego ograniczeniem jest dowolny element

rodziny A. Wystarczy wiec zauwazy¢, ze A jest niepusty, bo rodzina wszystkich zbioré6w koskonczonych
jest elementem A. Jezeli £ jest niepusty, to jego ograniczeniem gornym w (A, C) jest | J£:

e Jesli S € £, to oczywiscie S C | J£.

e Pokazemy, ze |J£ € A. Lancuch £ jest niepusty, wiec istnieje S € £. Do zbioru S naleza
wszystkie zbiory koskoriczone, zatem naleza takze do zbioru | J£. Aby pokaza¢ drugi warunek,
wezmy dowolne zbiory A, B € |J£. Wowczas istnieja takie S1,S2 € £, ze A € S11 B € Ss.
Jednak £ jest tanicuchem, wiec S C Sy lub Se C Sy. Zalézmy, ze S; C Sy (w drugim przypadku
dowod jest analogiczny). Wtedy A, B € So. Jednak Sy € A, zatem A i B sa styczne. Zbior (J£
spelia oba warunki wymienione w definicji A, czyli J £ € A.

Na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna w (A, C) istnieje element maksymalny R. Pokazemy, ze R
spelnia warunki zadania. Wiemy, ze R € A, zatem do R naleza wszystkie zbiory koskoriczone oraz
kazde dwa zbiory nalezace do R sa styczne. Pokazemy nie wprost, ze R spelnia takze trzeci warunek.
Jesli tak nie jest, to znaczy, ze istnieje zbior A ¢ R taki, ze dla kazdego B € R zbiory A i B sa
styczne. Wowczas jednak RU{A} € A oraz R C RU {A}, czyli R nie jest elementem maksymalnym.
Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze kazdy element maksymalny w (A, C) spelnia warunki zadania.

Wezmy dowolny taicuch (ze wzgledu na inkluzje) zbior6w parami spelialnych zawierajacych A.
Pokazemy, ze suma tego lancucha jest zbiorem parami spelnialnym. W tym celu rozpatrzmy dwie
formuly o i 8 nalezace do tej sumy. Wowczas musza istnie¢ takie zbiory X i Y, nalezace do tancucha,
zea € X i €Y. Ale poniewaz to jest laricuch, to mamy X C Y lub Y C X, zatem «, 5 € X lub
a, f €Y. Poniewaz zaré6wno X jak Y sg parami spelnialne, wiec o i § musza by¢ wspolspetnialne.

Pokazali$my, ze suma kazdego tanicucha zbioréw parami spetnialnych jest parami spetnialna. Suma
zawiera wszystkie elementy tancucha, jest wiec jego ograniczeniem gérnym w rodzinie wszystkich
zbioréw parami spetnialnych. A wiec kazdy taincuch w tej rodzinie ma ograniczenie gorne. Z lematu
Kuratowskiego-Zorna, zbior wszystkich zbioréw parami spelnialnych zawierajacych A ma zatem ele-
ment maksymalny Z. Niech teraz o € Z. Jedli kazda koniunkcja a A 8, dla f € Z jest spetnialna, to
zbior Z U {a} jest parami spelnialny. Jest to sprzeczne z maksymalnoscig zbioru Z.

Poniewaz sup X jest ograniczeniem géornym zbioru X, wiec X C C(X).

Zauwazmy, ze sup X jest ograniczeniem gornym zbioru C(X), a wiecjest wieksze lub réwne od
jego kresu. Zatem dla dowolnego a € C(C(X)) mamy a < supC(X) < sup X, czyli a € C(X). Tak
wykazalismy, ze C'(C(X)) C C(X), skad na mocy zad. wynika, ze C'(C(X)) = C(X).

Zalozmy, ze X C Y. Niech a € C(X), zatem a < supX. Skoro X C Y, to supY jest
ograniczeniem gornym zbioru X i tym samym sup X < supY, a wiec a < supY, skad a € C(Y).
Wobec tego C(X) C C(Y).

To jest nieco mniej rutynowy przyklad zastosowania lematu Kuratowskiego-Zorna. Wezmy
taiicuch dwutancuchow £ i niech X = (| J{B | 3C.(B,C) € L} oraz Y = |J{C | 3B.(B,C) € L}.
Sprawdzimy, ze para (X,Y) jest dwulaicuchem w A.

Nieporownywalnosé: Jesli z € X oraz y € Y, to sa takie (By,C1),(B2,C2) € L, ze x € By iy € Cs.
Poniewaz L jest laincuchem, wiec pary (B, Ci),(Ba,C3) sa porownywalne i mamy np. By C Bs.
Wtedy x € By skad wynika, ze x i y sa nieporéwnywalne.

Poréwnywalnosé: Jesli z,y € X, to sa takie (B1,C4),(B2,C3) € L, ze x € By 1y € By. Wtedy albo
x,y € By albo z,y € By, wiec x i y sa porownywalne. Zatem X jest laricuchem i podobnie dla Y.

Para (X,Y) jest wiec dwulancuchem, ktory ogranicza z gory tancuch dwularicuchow L. Czyli
zalozenie lematu Kuratowskiego-Zorna jest spetnione.

528bt Rozwazamy rodzine wszystkich dwutaricuchéw (B, C) speliajacych warunki b € Bic € C
i tam szukamy maksymalnego elementu tak samo jak w zadaniu

529 Niech A = m i niech F bedzie zbiorem wszystkich bijekcji f : B 1B @ B, gdzie B C A. Ponie-
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waz elementy zbioru F sg funkcjami czesciowymi z A do A® A, wiec F jest zbiorem czesciowo uporzad-
kowanym przez zawieranie funkcji. Pokazemy, ze zbiér ten spelnia zatozenia lematu Kuratowskiego-
Zorna. Rozpatrzmy tancuch £ w zbiorze F. Taki tancuch jest zgodna rodzing funkcji, wiec jego suma
jest funkcja czesciowa z A do A ® A. Dziedzina tej funkeji jest zbior D = |J{Dom(f) | f € L},
podobnie Rg(l)L = U{Rg(f) | f € £} = U{Dom(f) @ Dom(f) | f € L} = D® D. A wiec
UL:D 2% D@ D. Nalezy jeszcze udowodnié, ze | J £ jest funkcja roznowartosciows. Niech b,d € D
i niech (U L)(b) = (UL)(d). Istnieja takie funkcje f,g € L, ze b € Dom(f) i d € Dom(g). Poniewaz
L jest taiicuchem, wigc np. f C g. Wtedy ¢g(b) = (UL)(b) = (UL)(d) = g(d), skad b = d, bo g jest
funkcja réoznowartosciowa.

W ten sposob udowodnilismy, ze |J £ jest bijekcja z D do D @ D, zatem nalezy do rodziny F.
Oczywiscie | £ ogranicza z gory tancuch £. Mozemy wiec uzyé lematu Kuratowskiego-Zorna i wy-

wnioskowaé, ze w F istnieje maksymalna funkcja F' : FE Y E® E. Zbior E nie musi by¢ calym
na

zbiorem A, wystarczy jednak jesli bedzie z nim rownoliczny. Wtedy bowiem m = E=F0E=m+m.
Przypusémy, ze E o4 A. Wtedy roznica A— E jest zbiorem nieskoniczonym, zawiera wiec podzbioér NV,
ktory jest mocy Ny. Poniewaz Ny+ Ry = Ng, wiec istnieje bijekcja f : NV I NenN. Funkcja G = FUf
na
jest wowczas bijekcja ze zbioru EUN do sumy prostej (EUN) @ (EUN), a wiecelementem rodziny F,
ktory jest wiekszy od F, co przeczy maksymalnoéci funkcji F.

- Nlech A = m. Podobnie jak w zadaniu dowodzimy, ze istnieje maksymalna bijekcja postaci
F:FE —> E x E, gdzie E C A jest zbiorem nleskonczonym (Dlaczego?) Niech E = n. Mamy wiec

n-n= n Jesli n = m, to juz dobrze, w przeciwnym razie z zadania [530| wynika, ze moc zbioru A — E
jest wieksza od n. Niech D C A — E bedzie zbiorem mocy n. Skoro n-n = noraz n+n+n = n, to D jest
rownoliczne z sumg S = (D x E)U(E x D)U(D x D). Poiewaz (EUD) x (EUD) = (E x E)US, wiec
jesli G : D = S,to FUG: EFUD = (FUD) x (EUD) imamy sprzeczno$¢ z maksymalnoscia F'.
na na

Gdy wszystkie elementy A sa nieporownywalne.
536} Przypusémy, ze zbiory X, C A tworza nieskoriczony ciag malejacy. Poniewaz X,, J X, oraz
Xn # Xnt1, wiec wszystkie zbiory X, sa niepuste. Niech z,, bedzie dowolnym elementem minimalnym
zbioru X,,. Oczywiscie x,, > x,,41, a poniewaz A jest dobrze ufundowany, wiec ciag {z, }nen musi by¢
od pewnego miejsca staly: dla pewnego k mamy xy = Tp+1 = T2 = - - -

Poniewaz xj nalezy do Xy, wiec Xgy1 < x. Ale xp = 241 jest elementem minimalnym w X1,
wiec Xp4+1 = {z}. Tosamo rozumowanie stosuje sie do X2, skad Xyyo = {xr} = Xg11, sprzecznosé.
-: Niech Z oznacza zbiér wszystkich dobrze ufundowanych cz¢sciowych porzadkow w N. Oczyw1sc1e

Z < €,bo Z CP(N x N). Aby udowodnié¢ nieréwnosé € < Z okreslimy funkcje F : P(N — {0}) =z
Dla dowolnego A C N — {0} przyjmiemy F(A) = {(a,0) | a € A}U{(n,n) | n € N}. Relacja F(A) jest
dobrym ufundowaniem zbioru N (lancuchy sa co najwyzej dwuelementowe). Ponadto jesli A # B, np.
jeslia € A— B, to (a,0) € F(A) — F(B), wigc funkcja faktycznie jest réznowartosciowa. Z nieréwnosci
Z < €i¢ < 7Ziztwierdzenia Cantora-Bernsteina wynika réwnosé.

Tak. Jest to zbior elementéw minimalnych w A, ktory oczywiscie jest antytaricuchem. Pozostaje
pokazaé, ze jest on tez podstawa. Element x € A nazwiemy brzydkim, gdy nie istnieje element
minimalny mniejszy lub réwny z. Element brzydki x sam nie moze byé minimalny, wiec istnieje
mniejszy od niego ' € A; co wiecej kazde ' < x musi byé brzydkie. A zatem jesli istnieje jeden
brzydki element, to istnieje nieskoriczony cigg malejacy brzydkich elementéow, skad A nie moze byé
dobrze ufundowane.

544bt Nie, na przyklad przedzial domkniety [0, 1] ma minimalng baze {0}.

Przypusémy przeciwnie i niech (B, C') bedzie maksymalnym dwulanicuchem, jak w zadaniu
Mozna zakladaé¢, ze zbiory B,C sa niepuste, bo istnieja elementy nieporéwnywalne. Wtedy zbiory
Bl={acA|3FeB.a<b}iCl={acA|3ceC.a<c} saoczywiicie odcinkami poczatkowymi
w zbiorze A. Pokazemy, ze sa to odcinki wlasciwe, §cislej, ze B{NC = @ = C| N B, a zbiory Bi C sa
niepuste. Gdybysmy bowiem mieli element ¢ € Bl NC, to wtedy ¢ < b, dla pewnego b € B, a przeciez
elementy zbiorow B i C' musza, by¢ nieporéwnywalne.
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Z zalozenia o zbiorze A wynika, ze Bl = O(z) oraz C| = O(y), dla pewnych z,y € A. Niech
B; = BU{z}; zmierzamy do sprzecznosci poprzez wykazanie, ze (By,C) jest dwulancuchem.

Nieporownywalnosé: jesli x < ¢ € C, to ¢ bytoby porownywalne z elementami taricucha B. A jesli
x>ceC,tox € O(x) =B. Poroéwnywalnosé: skoro B = O(x), to oczywiscie = jest porownywalne
z elementami B, czyli By jest tancuchem. No to mamy dwa rozlaczne tancuchy, ktoérych elementy
sg nieporownywalne, czyli dwulancuch. A ten dwularicuch jest istotnym rozszerzeniem dwularicucha
maksymalnego.

Wskazowka: rozwigzaé zadanie [543

Zatozmy, ze dla dowolnych i < j zachodzi a; £ aj. Oznacza to, ze albo a; > a; albo a;,a; sa
nieporéwnywalne. Wtedy istnieje taki wyraz ciagu an,, ktory jest nieporéwnywalny ze wszystkimi a,
dla m > n. Istotnie, w przeciwnym razie mieliby$Smy ciag malejacy ax, > ax, > ag, -... Stosujac to
samo rozumowanie do ciagu (G )m>n, OtrZzymamy wyraz d,,, nieporéwnywalny z a, i ze wszystkimi
dalszymi wyrazami. W ten sposéb skonstruujemy nieskoiiczony antytaicuch.

554 Powiemy, ze clement a; w ciagu jest koricowy, gdy Vj(j > i = a; Z a;). Jesli takich elementow
jest nieskonczenie wiele, to one tworza nieskoiiczony ciag b;, w ktorym ¢ < j implikuje b; £ b,
a wiec nie spelniajacy warunku bardzo dobrego ufundowania. Jest wiec ostatni element koricowy a,.
Poczynajac od a,41 mozna teraz zbudowaé nieskoriczony ciag wstepujacy.

Czesciowy porzadek =<y jest dobrze ufundowany dla wszystkich & € N. Przypu$émy przeciwnie,
ze dla pewnego k istnieje nieskoniczony tancuch malejacy

fou f1 =k for ...
Wowcezas fo(k) > f1(k) > fa(k) > ... jest nieskoriczonym tancuchem malejacym w N. Sprzecznosé.
Nie. Wystarczy zdefiniowaé¢ nastepujacy ciag funkcji

fr(n) = max(0,n — k).
Latwo widzie¢, ze dla kazdego k zachodzi fr »r+1 frt1, gdyz dla ¢ = 0...k zachodza réwnosci
fe(@) =0= fry1(é),adlai > k+1mamy fr(i) =i—k>i— (k+1) = fr+1(?). A zatem funkcje te
tworza nieskonczony ciag malejacy fo = f1 > fo >~ ...
559 Przypusémy, ze ciag {an nen jest malejacy ze wzgledu na porzadek <= (<3 U <3). Rozpatrzmy
zbior F' = {n | Ym(m > n — amnm £1 an)}, tj. zbior wszystkich elementow , koricowych ze wzgledu
na relacje <;” Jedli F jest nieskoiiczony, to jego elementy tworza ciag malejacy ze wzgledu na <s.
(Dlaczego?) W przeciwnym razie skonstruujemy przez indukcje ciag malejacy an; ze wzgledu na <.
Na poczatek niech ny bedzie dowolna liczba wieksza od wszystkich elementéow zbioru F. Przypusémy,
ze mamy juz takie ng < ny < ... <nj, ze ap; <1 ... <1 Gp, <1 An,. Oczywiscie n; ¢ F, wiec istnieje
takie k > nj, ze ar <1 an;. Mozna wigc przyjac¢ nji1 = k.
Relacja <; jest czesciowym porzadkiem, poniewaz jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia.
Te trzy wtasnosci udowodnimy korzystajac wytacznie z tego, ze relacja < jest liniowym porzadkiem
w zbiorze liczb naturalnych (*). Zwrotno$¢ wynika wprost z definicji.

Antysymetria: niech X <; Y iV <; X. Jesli X #Y, to wtedy max(X = Y) € X i jednoczesnie
max(X —Y) €Y, a te dwa warunki sie wykluczaja.

Przechodnioéé@ niech X <3 YiY <3 Z Jedli X =Y lub Y = Z, to oczywiscie X <; Z. Niech
wieca =max(X - Y) €Y ib=max(Y = Z) € Z. Pokazemy, ze max{a,b} € Z — X. Stad od razu
wyniknie, ze max(X — Z) = max{a,b} € Z, a wiec X <; Z, bo zbiory X, Y i Z maja takie same
elementy ,powyzej” a ib, (tj. jesli n > a,b, to n nalezy do obu tych zbioréw lub nie nalezy do zadnego).

Przypu$émy najpierw, ze a > b. Wtedy a € Z, bo inaczej a € Y — Z, skad a < b. Wtedy jednak
a=0b¢€ Z Wiemy tez, ze a ¢ X. Niech teraz a < b. Wtedy b ¢ X, inaczej bowiem b € X =Y
ib>max(X —~Y). Wiadomo, ze b € Z, wiec b € Z — X.

Teraz pokazemy, ze relacja <; jest tez dobrze ufundowana. Zauwazmy najpierw, ze jesli X <3 Y,
to albo X = &, albo max X < maxY. Istotnie, mamy albo maxY € Y — X albo maxY € X NY.
W pierwszym przypadku max X < max(X —Y) = max Y, w drugim max(X — Y) < max X = maxY.
Zatem dla dowolnego skoriczonego Y C N kazdy zbior X <; Y to podzbior zbioru {0,...,maxY}.

PUwaga: Nie zawsze max(X — Z) = max{max(X — Y), max(Y - Z)}. Dlaczego?



11 listopada 2023, godzina 13:37 strona 142

Poniewaz istnieje tylko skoiiczenie wiele takich podzbioréw, nie moze istnie¢ nieskonczony ltaricuch
malejacy zaczynajacy sie w Y. Poniewaz zbiér Y jest dowolny, relacja <; jest dobrze ufundowana.
Relacja > jest liniowym uporzadkowaniem zbioru N, a relacja >4 jest otrzymana z porzadku >
tak samo, jak <; otrzymano z porzadku <. Zatem > tez jest czeSciowym porzadkiem, (zob. (*)
wyzej) 1 to samo dotyczy relacji odwrotnej <s.

Relacja <5 nie jest dobrze ufundowana. Niech X, oznacza zbior {0,...,i}. Wowczas dla kazdego ¢
mamy X, 1 <o X;, poniewaz X;11 ~ X; = {i + 1}, a wiec min(X;1 = X;) € X;41. Zatem zbiory
Xo,- .., X5, ... tworza nieskoniczony ciag malejacy ze wzgledu na relacje <.

Inkluzja tMin(A) C A wynika wprost z definicji. Pozostaje udowodnié¢, ze A C tMin(A).
Niech = € A; udowodnimy, ze x € tMin(A), tj. ze istnieje taki element y € Min(A), ze > y. Niech
B, ={z € A| x > z}. Zbior B jest niepusty, bo x € B i ma element minimalny y, bo < jest
dobrym ufundowaniem. Oczywiscie z > y, pozostaje wiec stwierdzié, ze y jest minimalny w zbiorze A.
Przypusémy wiec, ze a« € Aia <y. Wtedy takze a < z, wiec a € B,. Poniewaz y jest minimalny
w B, oraz a <y, wiec a = y. Zatem znalezliSmy taki y € Min(A), ze > y, a wiec x € TMin(A).
561bt Nie. Przyjmijmy X = N iniech < bedzie zwyklym porzadkiem. Zbiory A, = {m € N|m > n}
naleza do PT(N) i tworza ciag malejacy.

Tez nie, np. dla X = N i trywialnego porzadku <= 1y.

562bt Nie. Na przyktad w dobrze ufundowanym zbiorze {a,b,c,d}, uporzadkowanym jak na
rysunku, podzbior {c,d} ma dwa ograniczenia gorne, ale nie ma kresu gornego. Natomiast podzbior
{a,b} ma dwa ograniczenia dolne, ale nie ma kresu dolnego.

a b

c d

W przypadku dobrych porzadkéw odpowiedzi na oba pytania sa pozytywne. Kazdy niepusty
podzbiér dobrego porzadku ma element najmniejszy, ktory oczywiscie jest jego kresem dolnym.

Jesli zas podzbior B dobrego porzadku A jest ograniczony z gory, to zbidr jego ograniczen gérnych
jest niepusty i ma element najmniejszy, czyli kres gérny zbioru B.
Pokazemy, ze dla zbioréow zamknietych w gore warunek B < C' zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy C' C B. Istotnie, zal6zmy, ze B < C i niech ¢ € C. Jest takie b € B, ze b < ¢, a poniewaz B
jest zamkniety w gore, wiec ¢ € B. Na odwrét, jesli C C B oraz ¢ € C' to takze ¢ € B i mamy ¢ < c.
Stad B < C. A wiec relacja < to nic innego niz odwrocona inkluzja, tyle ze ograniczona do zbioréow
zamknietych w gore. A skoro inkluzja jest czesciowym porzadkiem, to i < jest.
Nie. Na przyktad zbior A = N jest dobrze ufundowany przez relacje identycznosciowa, ale ciag
zbioréw m = {m € N | m < n}, dla n # 0, tworzy malejacy taricuch: 1T =2 >3 > ---
Tak. Zauwazmy, ze jesli zbior A jest liniowo uporzadkowany, oraz B < C, to kazdy element
roznicy B — C jest ostro mniejszy od wszystkich elementéw zbioru C. Istotnie, niech z € B —C
oraz y € C. Gdyby y < =z, to z € C, sprzeczno$é. Jesli wiec istnieje ostro malejacy taincuch
By > By = By >~ --- ze wzgledu na =, to istnieje malejacy tancuch by > by > by > --- w zbio-
rze A. Definiujemy go tak: bierzemy jakikolwiek element zbioru By jako by, a dalej wybieramy jakies
bn+1 S Bn+1 — B,.
Nie, na przyktad F(1ly) = F(<) = <.
Nie, na przyktad jednoelementowa relacja {(0,1)} nie jest postaci F(r). Jesli bowiem (0,1) €
F(r), to 0 rx < 1 dla pewnego x € N. Ale skoro x < 1, to takze x < 2, wiec do relacji F(r) musi
nalezeé¢ para (0, 2).
Zbior F71({<}) = {r | r- < = <} jest mocy €. Jest podzbiorem P(N x N), wiec ma moc co
najwyzej €. Dla oszacowania z dolu rozpatrzmy zbior D = {r | 1y Cr C <}. Zbiér D jest zawarty
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“1({<}), bojeslire D,to< = (Iy- <) C (r-<) C (£-<) =<, wige F(r) = (r- <) = <.
Poniewaz D = {1yUs | s C<}, wiec D > P(<) = €, a zatem F'~ ({S}) tez jest mocy co najmniej €.
564d; (=) Zalozmy, ze F(r) = r i rozpatrzmy dowolny zbiér A C N. Aby pokazaé, ze r(A) jest
zamkniety w gore, przypusémy, ze x € r(A) oraz z < y. Wtedy urx dla pewnego u € A, skad
(u,yy €r- < =F(r)=r. A zatem y € r(A).

(<) Zakladamy, ze wszystkie zbiory postaci r(A) sa zamkniete w gore, dowodzimy, ze r = F(r) czyli
r=r-<. Oczywiscie r C r -1y C r- <. Niech wiec (z,y) € r- <. Jest takie u, ze zru < y. Wtedy
u € r({x}) a skoro zbior r({z}) jest zamkniety w gore, to takze y € r({z}), skad z ry i dobrze.

Nie, na przyklad F(<) = < = F(r), gdzie r = < — {(1,3)}. Istotnie, r* C <, bor C <.
Z drugiej strony (1,2),(2,3) € r wigc (1,3) € 7+, a to wystarczy, zeby < C r+.

565bk Tak, bo jedli relacja s jest przechodnia, to F(s) = s = s.

Poniewaz wszystkie relacje rownowaznosci sa przechodnie, to F(s) = s = sdlas € R. A zatem
F(R) =R i zbior ten ma moc continuum.

Zbior X jest mocy continuum. Oszacowanie z goéry wynika stad, Ze jest on zawarty w zbiorze
P(N x N), ktéory ma moc continuum. Pozostaje wykazaé¢, ze X > €. W tym celu rozpatrzmy relacje
ro = (N x {0}) U ({0} x N) i zauwazmy, ze r{ = N x N. Jegli bowiem m,n € N, to (m,0),(0,n) € ro,
skad (m,n) € 7“3 . To znaczy, ze N x N C rar , a inkluzja w przeciwna strone jest oczywista.

Dalej zauwazmy, ze jesli 1o € s € N x N, to takze s™ = N x N (czyli s € X). W rzeczy samej,
relacja sT zawiera rg i jest przechodnia, mamy wiec 7’(')" C sT. Teraz mozemy zdefiniowaé¢ np. funkcje
H : P(N—{0}) =4 X, przyjmujac H(A) = 1o U (A x A). Ta funkcja jest dobrze okreslona, bo
ro C H(A), wiec H(A)T € X, dla kazdego A. Ponadto H jest réznowartosciowa: jesli A, B C N— {0}
inp.a€ A— B, to (a,a) € H(A) — H(B), bo a # 0.

Funkcja ® nie jest roznowartosciowa, np. ®(An.n) = N = &(An.0).

566b Funkcja @ jest surjekcja. Dla A € P(N) zdefiniujemy fa(n) = if n € A then n else n + 1.
Zauwazmy, ze dla kazdego n > 0 zachodzi fa({0...n —1}) C {0...n}. Jesli n € A, to ponadto
fa(n) =n € {0...n}, azatem fa({0...n}) C {0...n}. W przeciwnym przypadku mamy fa(n) =
n+1¢{0...n}, azatem fo({0...n}) £ {0...n}. Czyli (fa)=A4

Zbior ®~1({N}) ma moc €. Ograniczenie z géry wynika z faktu, ze zbior wszystkich funkcji
z N w N ma moc €. Aby pokazaé, ze € ogranicza moc zbioru ®~1({N}) réwniez z dotu, zdefiniujmy
injekcje F : {0, 1} = ¢~ ({N}) dana wzorem F(b) = An.if n = 0 then 0 else b(n — 1). Funkcja F'
jest dobrze okreslona, tj. dla kazdego ciagu b mamy ®(F (b)) = N. Istotnie, F'(b)(0) = 0, dla dowolnego
ciagu b, a dla n > 0 zachodzi F(b)(n) < 1, a wigc zawsze F'(b)({0...n}) C {0...n}. Funkcja jest
roznowartosciowa, bo jesli b(i) # b/(i) dla pewnego i € N, to F(b)(i + 1) # F(V')(i + 1). A zatem,
z twierdzenia Cantora-Bernsteina, zbior ®~!({N}) ma moc €.
566d; Niech ¢, = An.k, dla k € N. Zatem ®(St) = {®(ci) | k € N}, gdzie:
D(cx) ={neN|c({0...n}) C{0...n}}={neN|ke{0...n}}={neN|n>k}
Wszystkie zbiory ®(cy) sa rozne, a wiec ®(St) ma moc Ng.
Funkcja F' nie jest roznowartosciowa. Na przyklad F(idy) = 0 = F(An0). Ale jest na N, bo
jesli k € N, to na przyktad F(Ank) = k.
Obraz zbioru Sur to
F(Sur) ={F(f) | f € Sur} = {min(Rg(f)) | f € Sur} = {minN | f € Sur} = {min N} = {0}.
Natomiast F'(Okr) = N, bo dla kazdego k € N istnieje taka funkcja okresowa f, ze min(Rg(f)) = &,
na przyktad f = An.k + (n mod 3).
Przeciwobraz zbioru liczb pierwszych, to zbior wszystkich tych funkcji, ktérych najmniejsza
wartoscia jest liczba pierwsza: F~!(Pierwsze) = {f : N — N | min(Rg(F)) € Pierwsze}.
Oczywiscie F~1(Pierwsze) < €, bo caly zbiéor N — N jest mocy €. Ale takze € < F~1(Pierwsze), bo
mozna okresli¢ injekcje ¢ : P(N) = F~1(Pierwsze) na przyklad tak:
C(A) = An.if n =0 then 3 else if n — 1 € A then 4 else 5
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Oczywiscie ((A) € F~!(Pierwsze), bo min(Rg(¢(A))) = 3, wiec funkcja ¢ jest dobrze okreslona.
No i jest tez roznowartosciowa, bo dla n € A~ B zachodzi ((A)(n + 1) # {(B)(n + 1).

Obraz zbioru wszystkich funkcji roznowartosciowych F(Inj) to N. Inkluzja F(Inj) C N wynika
wprost z definicji, a inkluzja odwrotna N C F(Inj) wynika z tego, ze dla dowolnego k¥ € N mamy
k= F(An.n + k). Kazda funkcja postaci An.n + k jest bowiem oczywiscie roznowartosciowa.

568b: Jesli Y = @, to F~1(Y) = @. Pokazemy, ze w przeciwnym przypadku F~1(Y) = €. Oczywiicie
F-1(Y) < €, bo caly zbiér N — N jest mocy €. Aby udowodni¢ nieréwnos¢ F~1(Y) > €, ustalmy
m €Y i skonstruujmy injekcje ¢ : P(N) = F~1(Y), na przyklad tak:

C(A) = An.if n =0 then m else if n —1 € A then m + 1 else m + 2
Oczywiscie ((A) € F71(Y), bo min(Rg(¢(b))) = m, wiec funkcja ¢ jest dobrze okreslona. No i jest
tez roznowartosciowa, bo jesli n € A= B, to ((A)(n + 1) # ¢(B)(n+1). A zatem mozliwe moce
przeciwobrazéw podzbioréw N, to 01 €.

Bo to jadro operacji Af : N—N. f~1(Pierwsze).
569b} Zbior ilorazowy jest mocy €, bo jest rownoliczny ze zbiorem P(N) (czyli zbiorem wartosci ope-

racji z czesci [569al). Istotnie, AA [An.4 + xa(n)]~ : P(N) 1;1> (N = N)/~, gdzie x4 oznacza funkcje

charakterystyczna zbioru A.

Wszystkie klasy abstrakcji sa mocy €. Rozpatrzmy bowiem dowolna takg klase [f]~ i niech
A = f~}(Pierwsze) i B = N — A. Jeden ze zbioréw A i B musi byé nieskoniczony, mocy Xy, a zatem
jeden ze zbiorow A — Pierwsze i B — Niepierwsze jest tej samej mocy co zbior N — N czyli mocy €.
Do tego mamy surjekcje a : [fls —» (A — Pierwsze) i 8 : [f]l~ —» (B — Niepierwsze), gdzie
a(h) = hiy 1 B(h) = hlg, dla h € [f]~. Stad wynika, ze w kazdym przypadku klasa [f]~ jest co
najmniej mocy continuum. Nieréwno$é w przeciwna strone jest oczywista, bo klasa [f]~ jest zawarta
w zbiorze N — N.

Tak, bo to jadro przeksztalcenia ¥ : (N — N) — (Pierwsze — P(N)), okreslonego tak:
U(f) = A\p: Pierwsze. f 1 ({p}).

570bt Zbior ten jest mocy €. Po pierwsze, przeksztalcenie kanoniczne & : (N — N) =% (N — N)/~
jest surjekcja, wiec moc ilorazu jest ograniczona z goéry przez N — N = €. Po drugie, istnieje injekcja
® : P(N) = (N - N)/~. Dla A C N niech ®(A4) = [pa]~, gdzie funkcja w4 jest okreslona tak:
@A = An.if n € A then 2 else 6. Wtedy A # B implikuje pa % ¢p, bo ¢*({2}) # ¢35 ({2}).
A zatem funkcja ® jest roznowartosciowa, skad moc ilorazu jest co najmniej € i z twierdzenia Cantora-
Bernsteina wynika, ze jest rowna €.

Zauwazmy, ze jesli f(n) jest liczba pierwsza p, oraz g ~ f, ton € f~({p}) = ¢ *({p}),
skad f(n) = g(n). A zatem moc zbioru [f]~ zalezy od mocy zbioru Z = f~!(Niepierwsze). Jesli

bowiem zdefiniujemy Z(g) = gl,, dla g € [f]~, to 2 : [f]~ 1;1> (Z — Niepierwsze). Funkcja E jest
roznowartosciowa, bo jesli g, h € [f]~ sa rézne, to musza sie rézni¢ na jakims argumencie nalezacym
do zbioru Z. A jest to takze funkcja ,na”, bo kazde o« € Z — Niepierwsze jest postaci Z(g, ), gdzie
Jo = Anif n € Z then a(n) else f(n).

Zbior Z — Niepierwsze ma jeden element gdy Z = &, jest mocy Ng, gdy Z jest skoniczony, i mocy €,
gdy Z jest nieskoriczony. A wiec poszukiwane liczby to 1, Rg i €.
571ak Zbior ilorazowy P(P(N))/~ jest mocy €, bo funkcja F = AX.[{X}~ : P(N) 23 P(P(N))/~

na

jest bijekcja. Po pierwsze, jedli | JR = X, to R ~ {X}, wiec kazda klasa [R]~ jest postaci F(UR).
Po drugie, jesli X 2Y, to [ J{X} =X £Y =J{V}, skad F(X) = [{X}~ #[{YV}]~ = F(Y).
571bt Do tej klasy naleza wszystkie rodziny o sumie {0}. Ma ona 2 elementy: {{0}} i {{0}, @}.
Nie. Jesli UR = @, to [R]~ = {@,{@}}. Jesli UR = X # &, to klasa [R]~ ma co najmniej
dwa elementy: {X} 1 {2, X}.
571dt Nie. Niech R C P(N) bedzie rodzina zbioréw, ktorej suma | JR = X jest zbiorem nieskori-
czonym. Pokazemy, ze wtedy klasa abstrakcji [R]~ jest nieprzeliczalna. W tym celu zdefiniujemy
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injekcje F : P(X) = [R]~, przyjmujac F(Y) = {X,Y} dla dowolnego ¥ C X Aby sprawdzi¢, ze
to faktycznie funkcja réznowartosciowa, przypusémy, ze Y; # Yo, na przyklad Y; — Y # &. Wtedy
takze Yo #£ X, wiec Yo € F(Y7) = {X,Y1}. Stad F(Y1) # F(Y3).

Przypusémy, ze suma JR = X jest skoniczona. Kazda rodzina S, taka ze S = R, sklada sie
z podzbioréw zbioru X. Jest tylko skonczenie wiele takich rodzin, wiec klasa [R]~ jest skonczona.

Elementem najwiekszym (a wiec jedynym elementem maksymalnym) jest zero, bo dzielnikiem
zera przy nasze] definicji jest kazda liczba pierwsza (a liczby rozne od zera maja tylko skoriczenie wiele
dzielnikow). Elementem najmniejszym (a wiec jedynym elementem minimalnym) jest jeden, bo to
jedyna liczba, ktora nie ma zadnych dzielnikéw pierwszych.

Zbior D ma dwa elementy: D = {0,1}. Zero jest elementem zbioru D, bo jest kresem dolnym
zbioru pustego. Jedynka jest kresem dolnym zbioru wszystkich liczb pierwszych, bo jest jedynym jego
ograniczeniem dolnym. Jesli bowiem II(r) ¢ II(p) dla wszystkich p € Pierwsze, to II(r) = &, a tylko
liczba 1 ma te wlasnosé. Sprawdzmy, czy istnieja inne elementy zbioru D. Niech k = inf A, ale k ¢ A.
(To oznacza, ze A nie ma najmniejszego elementu.) Poniewaz I1(k?) = II(k), wiec liczba k? tez jest
ograniczeniem dolnym zbioru A. Stad k? < k, co jest prawda tylko dla k = 1 (w przeciwnym razie
liczby k2 i k sa nieporéwnywalne w porzadku <).

Tak. Jesli ag > a1 > az > --- jest ciagiem malejacym, to I(ag) 2 II(a1) 2 (az) 2 - jest
malejacym ciagiem zbiorow, w ktorym prawie wszystkie wyrazy (z co najwyzej jednym wyjatkiem) sa
zbiorami skonczonymi.

Zbior A wszystkich nieskoniczonych antylaricuchow jest oczywiscie co najwyzej mocy continuum,
bo to przeciez podzbior P(N). Aby pokaza¢, ze A jest mocy co najmniej continuum, wystarczy
wskazac. .. jeden antylancuch nieskonczony, bo kazdy jego nieskoriczony podzbior tez nalezy do A,
a takich podzbioréw jest continuum (tyle samo, co nieskonczonych podzbioréw N). Jako przyktad
wybierzmy zbior {2¥ | k € N — {0}}. Poniewaz I1(2¥) = {2}, dla wszystkich k # 0, wiec liczby 2* sa
nieporéwnywalne ze wzgledu na porzadek <.

Dwa, bo M = {Ro,€}. Jesli A jest zbiorem skoniczonym, to P.(A) = Pgn(N) jest zbiorem
wszystkich skoriczonych podzbioréw N, ktory ma moc Ry. Istotnie, jesli X € A, to X C (X —A)U A
jest zbiorem skoriczonym. I na odwrdét, jesli X jest skoniczony, to X — A tez jest skonczony. A jesli
zbior A jest nieskoriczony, to P (A) jest mocy continuum, bo oczywiscie P(4) C P (A) C P(N).
Tak. Niech X € P_((F). To znaczy, ze zbior X —(F = J{X —A | A € F} jest skoriczony.
Ale kazdy skladnik skoniczonej sumy musi by¢ skoriczony, wiec X € P (A), dla kazdego A € F.

Nie. Niech 1 = {N—{n} | n € N}. Wtedy N € N—{n}, dla kazdego n, ale N & (| F; = &.
Bo jest to jadro operacji jadra, tj. r = ker(Af. ker f). Aby to udowodnié¢, pokazemy najpierw,
ze jesli frg, to ker f = ker g. Niech wiec (x,y) € ker f, tj. f(x) = f(y). Wtedy:

9 {g@)h) =1 {f@)D) =W =9 {aw)b).
Poniewaz g(z) = g(z), wiec @ € g7 ' ({g(x)}) = 97 ({g(y)}), ale to znaczy, ze g(z) € {g(y)}, czyli
g(z) = g(y). Zatem {(x,y) € ker g. Inkluzje ker g C ker f otrzymamy podobuie.

Teraz zalézmy, ze ker f = ker g i sprawdzmy, ze f~1({f(z)}) = g7 ({g(x)}). Jeslia € f~1({f(x)}),
to f(a) € {f(x)}, czyli f(a) = f(x), inaczej {a,z) € ker f = kerg. Stad g(a) = g(z) 1 wreszcie
a € g '({g(x)}). Analogicznie sprawdzimy, ze g~ ({g(z)}) C f~1({f(z)}).

Tak. Klasa [idy], sktada sie z tych funkcji g, ktorych jadrem jest relacja identycznosciowa. Sa
to doktadnie funkcje réznowartosciowe.

Sa to liczby Ng i €. Pierwszy przypadek zachodzi wtedy, gdy relacja ker f ma skoriczenie wiele
klas abstrakcji, powiedzmy K1, ..., K,,. Wtedy elementami klasy [f], sa funkcje postaci
An.if n € K7 then aq else if n € K5 then ag else ...if n € K,,_1 then a,,_1 else a,,
gdzie aq, ..., a,, sa parami réozne. Takich funkcji jest nieskoiiczenie wiele, ale nie wiecej niz wszystkich
krotek ze zbioru N, czyli jest ich N.
Drugi przypadek zachodzi wtedy, gdy zbiér wartosci funkcji f jest nieskoriczony. Relacja ker f dzieli

wtedy zbiér N na nieskonczenie wiele sktadowych K;, gdzie ¢ € N. Niech ® : Inj = [f]- bedzie taka,

?Dla Y = X, rodzina F(Y) bedzie jednoelementowa, ale to nic nie szkodzi.
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ze ®(a)(n) = a(i) dlan € K;. Jasne, ze ®(«) € [f], dla dowolnej injekcji . Przy tym jesli o # 3,
na przyklad a(j) # B(j), to ®(a)(n) # ®(8)(n) dla wszystkich elementéw niepustego zbioru Kj,
a wiec @ jest faktycznie operacja roznowartosciowa. Stad klasa [f], jest co najmniej mocy continuum,
a ze nier6wnos$é¢ odwrotna jest oczywista, to mamy réwnosé.

Zbior klas abstrakcji jadra operacji jest réwnoliczny ze zbiorem wartosci tej operacji, w naszym
przypadku ze zbiorem wszystkich mozliwych jader funkcji typu N — N. Wystarczy wiec udowodnié,
ze kazda relacja rownowaznosci w N jest jadrem jakiej$ funkcji typu N — N aby wywnioskowaé, ze
nasz zbior ilorazowy jest mocy continuum. Niech wiec s bedzie relacja rownowaznosci w N i niech
g = Az. min[z],. Wtedy s = kerg i juz.

Nie. Jedli fi = idy, fo = Az.0, oraz g = Az.1, to go fi = g o fo, zatem F(f1,9) = F(f2,9),
chociaz (f1,g) # (f2,9)-
Tak. Dla kazdej funkeji h € Fun zachodzi F'(idy, h) = h.

Nie, poniewaz idy = g o f, gdzie f = Ax.2x oraz g = A\x.if x parzyste then z/2 else 0.

575d; Tak. Przypu$émy, ze h : N ! Noraz h = go f, gdzie g, f € Fun. Jesli g nie jest ,na”, to takze
na

h nie jest ,na”, a jesli f nie jest réznowartosciowa, to takze h nie jest réznowartosciowa.

Nie, na przyklad zlozenie g o f funkcji f = A\x.2z i g = Axz. zmod 2 jest stale réwne zeru.
Poniewaz zbiér Fun jest mocy €, wiec zbiér Retr C Fun jest co najwyzej tej mocy. Aby pokazad,
ze Retr jest co najmniej mocy €, okreslimy funkcje ¢ : P(N) — {&} =1 Retr. Dla @ # A C N niech
©(A) = Az.if x € A then z else min A. Funkcja ¢ jest dobrze okreslona, poniewaz dla kazdego A # @
i kazdego n € N mamy ¢(A)(n) € A wiec p(A)(n)(e(A)(n)) = p(A)(n). Jedli teraz A # B, na
przyktad mamy a € A — B, to p(A)(a) = a € B oraz ¢(B)(a) € B, a wiec p(A)(a) # ¢(B)(a), skad
©(A) # ¢(B). Funkcja ¢ istotnie jest wiec réznowartosciowa.

Nie. Dla g(z) = if £ =0 then 1 else 2, mamy G(g) = \z.2 = F(\z.2).

576bt Tak. Zawieranie (2) wynika z tego, ze zlozenie bijekcji jest bijekcja. Z kolei zawieranie (C)
wynika stad, ze aby g o h bylo bijekcja, g musi by¢ surjekcja, a h injekcja (zadanie [575dl). Jesli wiec
f o f € Bij, to f jest zaréwno injekcja, jak i surjekcja, a zatem f € Bij.

Nie. Funkcja g z rozwi@zania nie jest stala, a jednak g € G~1(St).

Zbior Inw jest oczywiscie mocy co najwyzej €, bo jest zawarty w zbiorze Fun. Aby udowodnic,
7 Inw > €, okreslimy funkcje g : P(N) nw w nastepujacy sposob. Dla A C N oraz k € A niech
g(A)(2k) =2k +11g(A)(2k+1) =2k. Ajeslik € A, to g(A)(2k) =2k 1 g(A)(2k+1) =2k + 1.
Funkcja g(A) jest dla kazdego A inwolucja, tj. g(A) o g(A) = idy. Przy tym operacja g jest injekcja,
bo jesli np. k € A — B, to g(A)(2k) # g(B)(2k). Z twierdzenia Cantora-Bernsteina mozna teraz
wywnioskowaé, ze Tnw = €.

Nie (zadanie [147)).

Zbior P(I)/ .. jest mocy €, bo jest rownoliczny z I. Niech f = Ar.[{r}]~ : I — P(I)/~. Funkcja f
jest roznowartosciowa, bo jesli r # s, to sup{r} = r # s = sup{s}, wiec {r} # {s}. Ponadto f jest
surjekcja, bo [X]|. = [{sup X}~ = f(sup X), dla kazdej klasy [X]~.

577bt Niech X C I. Jesli sup X = 0, to klasa abstrakcji [X]. ma dwa elementy: @ i {0}. W prze-
ciwnym razie (gdy sup X = r > 0), klasa abstrakcji [X]. ma moc 2¢. Zauwazmy, ze r = sup(Y U {r})
dla kazdego Y C [0, ). Wynika stad, ze funkcja A\Y.(Y U {r}) jest injekcja z P([0,r)) do [X]~ , a wiec

2% < [X]~. Poniewaz [X]. C P(I) oraz P(I) = 2%, wiec zachodzi tez nieréwno$é w druga strone.

7Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wnioskujemy, ze [X]. = 2%. A zatem mocami klas abstrakcji sa
tylko liczby kardynalne 2 i 2¢.

Jedynym elementem minimalnym jest @. Istotnie, jesli A < @, to A C @, wiec A = @. A jesli
X # @, to jest jakies x € X i wtedy X — {a} < X. Analogicznie, jedynym elementem maksymalnym
jest N. Ale zbior pusty nie jest elementem najmniejszym, ani N najwiekszym, bo @ A N.

578bt Nie, na przyklad rodzina {4, | n € N}, gdzie 4, = {k € N | n < k}, nie ma elementu
najmniejszego, bo zawsze A,+1 < An.
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Zacznijmy od tego, ze kazda rodzina R C P(N), ograniczona z gory ze wzgledu na porzadek =<
(w szczegblnosci kazda rodzina majaca kres gorny) musi by¢ przeliczalna. Istotnie, jesli R =< B, dla
pewnego B C N, oraz A € R, to f : R = Pin(N), gdzie f(A) = B — A. Poniewaz zbior Pg,(N)
wszystkich skoriczonych podzbioréw N jest przeliczalny, wiec takze rodzina R jest przeliczalna.
Poniewaz zbior P(N) jest mocy continuum, wiec rodzina II wszystkich jego przeliczalnych podzbiorow
jest mocy continuum (zob. zadanie [205). A skoro ¥ C II, to moc zbioru X jest co najwyzej €.

Aby pokazaé, ze moc zbioru ¥ jest co najmniej €, okreslimy funkeje g : P(N) = Y, przyjmujgc
g(A) = {A}. Oczywiscie kazda rodzina jednoelementowa ma kres gorny rowny temu elementowi,
a zatem funkcja g jest dobrze okreslona. Jej roznowartosciowosé jest oczywista.
578d; Kazdy antytaricuch w (P(N), C) jest tez antytancuchem w (P(N), <), wiec istnieja nieprzeliczal-
ne antylancuchy ze wzgledu na <. Ale kazdy taricuch w (P(N), <) musi by¢ przeliczalny. Przypusémy,
ze L jest takim laricuchem, zaktadajac bez straty ogolnosci, ze £ # &. Ustalajac A € L okreslimy
funkcje h : £ 23 Z, przyjmujac h(B) =if A C B then B— A else —(A — B), dla dowolnego B € L.
Zauwazmy, ze jesli By,Bs € L oraz By & Ba, to h(B;) < h(Bz), funkcja h jest wiec faktycznie
roznowarto$ciowa.

Funkcja F jest roznowartosciowa. Zal6zmy bowiem, ze A # B 1 F(A) = F(B). Bez straty
ogolnosci mozemy zalozyé, ze istnieje liczba n € A — B. Wtedy (n,3) € A x N C F(A) = F(B),
czyli (n,3) € (B x N)U (N x B). Ale skoro n € B, to (n,3) € N x B, czyli n € N. Wtedy jednak
(n,n) € F(A) = F(B), skad n € B — sprzecznosc.

580b} Funkcja F' nie jest ,na”. Na przyklad nie istnieje takie X, ze F(X) = {(—1,—1)}. W przeciw-
nym razie (—1,—1) € (X x N) U (N x X), skad —1 € N, sprzecznosc.

Jesli X e FFY({BCZXZ |12 C B}), to 1z C F(X), w szczegdlnosci (—1,—1) € F(X), skad
wynika sprzecznosé jak w czesci 580D} Zatem szukany przeciwobraz to @.

580d} Mamy F~!({B |1y CB}) ={XCZ|1IyC F(X)} ={X CZ|VneN.(nn)e F(X)}.
Poniewaz dla kazdego n zachodzi réwnowaznosé (n,n) € F(X) < n € X, wiec otrzymujemy w koricu,
ze F1({B|1yCB})={XCZ|VWmeNneX}={XCZ|NCX}

Funkcja F' jest roznowartosciowa. Zalézmy bowiem, ze F'(A) = F(B) dla pewnych A, B C N.
Pokazemy, ze wtedy A C B. Niech n € A. Wtedy (n,n) € A x N C F(A), a skoro zachodza rownosci
F(A) = F(B)=(B xN)U(N x B), to albo (n,n) € BxNalbo (n,n) € Nx B. W kazdym przypadku
mamy n € B. Analogicznie dowodzimy, ze B C A, skad A = B.

581bf Zauwazmy, ze kazdy zbior postaci (A x N) U (N x A) jest relacja symetryczna. Jesli bowiem
(m,n) € (X x N)U(N x X), to albo m € X albon € X. W kazdym z tych przypadkow para (n,m)
nalezy do F'(X). Zatem funkcja F' nie jest ,na”, na przyklad nie istnieje takie X, ze F(X) = {(1,2)}.
Po pierwsze, F~1(Z) = {N}. Najpierw zauwazmy, ze F(N) = N x N jest relacja zwrotna, zatem
zachodzi zawieranie z prawej do lewej. Na odwrét, jesli X € F~1(Z), to F(X) = (X x N) U (N x X)
jest relacja zwrotna, czyli kazda para postaci (n,n) do niej nalezy. Mamy wiec dla kazdego n € N albo
(n,n) € X x N albo (n,n) € Nx X i w obu przypadkach n € X. A zatem X = N.

Po drugie, F~1(S) = P(N), bo kazdy zbiér postaci (A x N) U (N x A) jest relacja symetryczna.
Po trzecie, F~1(P) = {N, @}. Istotnie, przypusémy, ze A € F~1(P), czyli ze (A x N) U (N x A) jest
relacjg przechodnia. Jesli A # &, to jest jaki$ element a € A. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej n
mamy (a,n) € F(A) oraz (n,a) € F(A). Z przechodniosci (n,n) € F(A). Udowodnilismy w ten
sposob, ze relacja F(A) jest zwrotna, skad A = N. A zatem F~!(P) C {N, @}. Inkluzja w przeciwna
strone tez zachodzi, bo relacje F(N) = N x N i F(@) = & sa oczywiscie przechodnie.

Po czwarte, F~1(T) = {N}, poniewaz relacja pelna F(N) jest sp6jna, a na dodatek T C Z, skad
mamy zawierania {N} C F~Y(T) C F~1(Z) = {N}.

Tak. Przypusémy, ze A # B, na przyklad niech (n,i) € A — B. Wtedy i € g(A)(n) — g(B)(n),
skad g(A)(n) # g(B)(n) i w konsekwencji g(A) # g(B).

582bt Tak. Niech f: N — P(N) i niech A = {(n,4) | i € f(n)}. Wtedy g(A) = f, bo dla dowolnego n
zachodzi g(A)(n) = {i | (n,i) € A}y ={i|i€ f(n)} = f(n).

Zero. Nie istnieje zadna surjekcja ze zbioru N na zbior P(N), bo zbior P(N) jest wiekszej mocy.
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582dt Niech Z C P(N x N) oznacza zbior wszystkich relacji zwrotnych w N. Poniewaz z zadan
1[582h] wynika, ze funkcja g jest bijekcja, wiec moc obrazu zbioru Z jest taka sama jak moc zbioru Z.
Pokazemy, ze Z = €. Nieréwnos¢ Z < € wynika z inkluzji Z C P(N x N) ~ P(N). Nieréwnos¢ ¢ < Z
udowodnimy za$ okreslajac injekcje p : P(N — {0}) =} Z wzorem w(X) =1yU ({0} x X). Funkcja p
jest dobrze okreslona, bo zawsze 1y C u(X) czyli kazda relacja postaci u(X) jest zwrotna. Jest to tez
funkcja roznowartosciowa, bo jesli X, Y sa roznymi podzbiorami N — {0} i na przyktad n € X — Y, to

oczywiscie (0,n) € u(X)—u(Y). Ostatecznie g(Z) = Z = €, na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina.
Niech S oznacza zbior wszystkich funkcji statych z N do P(N) i niech W = g=1(5). Pokazemy, ze
zbiér W jest mocy continuum. Poniewaz W C P(NxN) wiec W < €, bo caty zbiér P(N x N) ma moc €.
Z drugiej strony niech ¢(A) = N x A, dla A C N. Pokazemy, ze wtedy ¢ : P(N) Sl Istotnie, dla
kazdego A i kazdego n zachodzi g(Nx A)(n) ={i e N| (n,i) e Nx A} = {i e N|i € A} = A, funkcja
g(Nx A) jest wiec stale rowna A. Oznacza to wlasnie, ze p(A), czyli N x A nalezy do przeciwobrazu W
zbioru S. Funkcja ¢ jest oczywiscie roznowartosciowa, wiec € < W. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina
dostajemy W = €.

Nie. Na przyktad F(@) = N, bo Dom(@) = @, oraz F(1y) = N, bo (y,z) € 1y oznacza to
samo, co Yy = .

Niech P oznacza zbior wszystkich czesciowych porzadkéow w N. Jesli r € P, to Dom(r) = N,
wiec F(r) = {x € N | Vy({y,z) € r = y = x)} jest ni mniej, ni wiecej, tylko zbiorem wszystkich
elementow minimalnych zbioru uporzadkowanego (N, r). Pokazemy, ze obraz zbioru P przy F, czyli
zbior F(P) = {F(r) | r € P} to po prostu cale P(N). Istotnie, dla dowolnego niepustego A C N
mozemy okresli¢ relacje r4 = 1y U (A x —A), przy ktorej elementami minimalnymi sa doktadnie
elementy zbioru A, a wszystkie pozostale sa od nich wieksze. Jesli zas§ A = @, to jako r4 mozemy
przyjac relacje > (tj. relacje odwrotna do zwyklego porzadku <), ktora nie ma elementéw minimalnych.
W kazdym przypadku A = F(r4), co dowodzi ze P(N) = F(P).

Nie. Do przeciwobrazu F~!({N}) naleza wszystkie te relacje r, ze F(r) = N. Sa to na przyktad
wszystkie relacje postaci 14 = {{(a,a) | a € A}, gdzie A C N. Aby to sprawdzi¢, zauwazmy, ze
Dom(14) = A, oraz ze warunek Vy ((y,z) € 14 — y = x) jest spelniony dla kazdego x. Stad wynika,
ze F(14) ={x e N|z € Dom(14) > Vy((y,z) €14 »y=2)} = —AUN=N.

Nie. Do przeciwobrazu F~1({2}) naleza wszystkie te relacje r, ze F(r) = @. Sa to na przykltad
relacje 7, = {(n,0)} U ({0} x N) dla n > 0. Istotnie, dla kazdego x € N zachodzi « € Dom(r,), ale
jednoczesnie, jesli  # 0, to (0,x) € ry,, a jesli z =0, to (n,0) € r,, wiec F(r,) = 2.

Nie. Na przyktad G(@) = &, bo Dom(@) = &, oraz G(N x N) = &, bo dla zadnego « € N nie
zachodzi warunek Vy ((y,z) e Nx N — y = z).

585bt Tak, bo dla dowolnego zbioru A zachodzi rownosé G(14) = A. Istotnie, Dom(14) = A, wiec
Gla)={zecA|Vy((y,z) €la > y=12)} = A.

Niech £ oznacza zbior wszystkich liniowych porzadkow w N. Wtedy G(£) = {{a} | « € N} U {&}.
Zacznijmy od tego, ze jesli < jest porzadkiem w N, to G(=2) = {2z e N |Vy(y <z — y = z)}, bo
Dom(=) = N. Zatem G(=) jest zbiorem wszystkich elementéw minimalnych przy uporzadkowaniu <.
Poniewaz porzadek liniowy ma co najwyzej jeden element minimalny, wiec G(=) jest zbiorem pustym
albo jednoelementowym. Pokazaliémy w ten sposob inkluzje G(£) C {{a} | ¢ € N} U {@}. Inkluzja
w przeciwna strone takze zachodzi, bo dla dowolnego a € N istnieje liniowy porzadek r,, ktérego je-
dynym elementem minimalnym jest a. Na przyktad r, = {{(a,n) | n e N} U {{(z,y) | z,y # a ANz < y}.
Zatem {a} € G(L£). Istnieja tez porzadki liniowe bez elementéw minimalnych, np. relacja > (porzadek
odwrotny do zwyklego porzadku <), a wiec takze @ € G(L).

Nie. Do przeciwobrazu G—1({@}) naleza wszystkie te relacje r, ze G(r) = @. Sa to na przyklad
wszystkie porzadki czesciowe bez elementéw minimalnych. Albo relacje r,, = {(n,n + 1), (n + 1,n)}
dla n > 0. Istotnie, dla kazdego n € N mamy Dom(r,,) = {n,n + 1} i zaden z elementéw tego zbioru
nie spelia warunku z definicji funkcji G. A zatem G(r,) = @.

Zbiér R* jest mocy €. Oczywiscie R ~ R! C R* wige € < R*. A jeslidla o = (rq,...,7p)
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okreslimy funkcje f, : N = R wzorem f,(m) = if m = 0 then n else if m < n then r,, else 0, to
przyporzadkowanie Aa. f, bedzie réznowartosciowa funkcja z R* do RN. Rzeczywidcie, jesli fo = fs,
oraz k = f,(0), to a = (fo(1),..., fa(k)) = B.

Nie. Relacja < nie jest antysymetryczna. Na przyklad (3,1) < (1,3) < (3,1), ale (3,1) # (1, 3).
Relacja = jest relacja rownowaznosci, bo jest jadrem przeksztalcenia Z : R* — P(R), ktore
kazdemu ciagowi o = (ry,...,r,) przypisuje zbior jego wyrazow Z, = {ri,...,r,}. Pokazemy, ze
zbior R*/~ jest mocy €. Poniewaz r:R* =% R*/x, gdzie rx(a) = [a]~, wiec R*/x < R* = €.
Ponadto € = R < R*/., bo mamy réznowartosciowa funkcje k : R = R*/~, gdzie k(r) = [(r)]~.
Jesli « jest ciagiem pustym, to [a]r = {a} ma jeden element, w przeciwnym razie klasa [a]~ jest
mocy Ng. Razeczywiscie, jesli o = (r1,...,7rn), to [a]x = {8 € R* | Zg = Zuo} = Upen Sk, gdzie
S, ={BeRF| Zs = Z,} C ZF. Poniewaz zbior Z, jest skoniczony, wiec kazde Sy tez jest skoticzone,
a wiec ich suma jest przeliczalna. Pozostaje zauwazyé, ze [a]~ jest zbiorem nieskoriczonym, bo dla
wszystkich k > n zbiory Si sa niepuste i roztaczne. A wiec [a]~ ma moc Ny.

Nie. Jesli Ry = {(1,2)} i Ry = {(2,1)}, to f(R1) = f(Ra2) = {(1,2), (2,1)}, a zatem funkcja f
nie jest réoznowartosciowa.

Nie. Rozwazmy relacje T = {(1,2)}. Pokazemy, ze relacja T nie nalezy do zbioru wartosci
funkcji f. Gdyby T nalezala do zbioru wartosci f, to istnialaby taka relacja R, z2e RUR™! = T.
Wéwcezas musiatby zachodzié jeden z warunkéw: (1,2) € R lub (1,2) € R~!. Jednak w takiej sytuacji
mielibyémy takze (2,1) € RUR™! = T, co nie ma miejsca. Relacja T nie nalezy do zbioru wartosci f,
a zatem funkcja f nie jest na P(N x N).

Zbior f(P(N x N)) to zbior wszystkich relacji symetrycznych w N. Istotnie, jesli S jest relacja
symetryczna, to S = S71i f(S) = S, a zatem S € f(P(N x N)). Odwrotnie, jesli S € f(P(N x N)), to
S jest postaci RU R™! dla pewnego R. Jedli (z,y) € S, to (z,y) € R lub (x,y) € R~!. Wtedy jednak
(y,r) € RUR™! = S. Zatem relacja S jest symetryczna.

Przeciwobrazem zbioru relacji zwrotnych Z jest zbior wszystkich relacji zwrotnych Z. Jesli
Z jest relacja zwrotna, to takze f(Z) = Z U Z~ 1! jest relacja zwrotna. Zatem Z C f~1(Z). Jedli
Z € f~1(2), to istnieje taka R, ze f(R) = Z. Skoro Z = RUR™!, to (z,z) € R (i mamy co chcemy)
lub (z,z) € R71. Ale w tym drugim przypadku takze (x,z) € R.

588 Dziedzina ® ma moc |N|El = RS = 2¢. Zbior P(P(R)) jest mocy 22° > 2%, wiec ® nie moze
by¢ ,na”. Funkcja ® nie jest tez roznowartosciowa. Na przyktad ®(Af.1) = ®(Af.2) = {R}.

Na koniec pokazemy, ze moc zbioru wartogci ® jest réwna 2%. Z pewnoscia zbior Rg(®) jest co
najwyzej takiej mocy jak dziedzina. Wystarczy pokazaé¢ wicc 2% réznych elementéw tego zbioru. Dla
A C R niech x4 oznacza funkcje charakterystyczna zbioru A, tj. taka funkcje, ze fa(z) =1dlaz € A
oraz fa(z) =0, gdy x ¢ A. Oczywiscie ®(f4) = {A,R—A}. Niech X = {A |42 € A}. Jedli A, Be X
i A# Bto®(fa) # ®(f), bo Ai B nie sa swoimi dopelieniami. Zatem rodzina {®(f4) | A € X}
jest mocy 2¢.

Wezmy dwie rézne funkcje f1, fo : N — P(N). Wiemy, ze istnieje takie n € N, ze f1(n) # fa(n).
Poniewaz U f1({n}) = UL} = fi(n) # fa(n) = U fa({n}), wiee o(f1)({n}) # @(f2)(In}), co

dowodzi, ze ¢(f1) # ¢(f2). A zatem funkcja ¢ jest roznowartosciowa.

589bt Zauwazmy, ze P(N)N = ¢¥ = ¢, a P(N)P() = ¢% = 2%. A zatem P(N)N < P(N)PM)| a wiec
nie istnieje zadna surjekcja z P(N)N na P(N)P(M),

Zauwazmy, ze dla dowolnego f : N — P(N) zachodzi ¢(f)(@) = |J f(@) = @. Jesli wiec p(f)
jest funkcja stala, to p(f) = AX.@. W szezegolnosci p(f)({n}) = f(n) = &, wiec [ jest stale rowne &.
A zatem przeciwobrazem zbioru funkcji statych jest zbior {An.o}.

Niech B C N. Jesli f : N — P(N) jest funkcja stale przyjmujaca wartosé B, to dla dowolnego
niepustego zbioru S C N zachodzi ¢(f)(S) = J f(S) = U{f(n) | n € S} = U{B} = B. Z poprzed-
niego punktu wiemy tez, ze ¢(f)(2) = @.

A zatem p(An.B) = Fp, gdzie Fp = AX.if X = & then & else B. Poniewaz B jest dowolnym
podzbiorem N, wiec szukanym obrazem jest zbior {Fp | B C N} wszystkich takich funkcji, czyli zbior
{F:P(N)=P(N) | F(o)=2 ANVA,B(A,B+# @ — F(A) = F(B))}.
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Poniewaz R C P(N), oraz ( ) = €, wiec R<ec. Aby pokazaé, ze takze R > ¢, rozpatrzmy
funkcje F' : P(N) — P(N) okreslong tak: F(X) = {2k | k€ X}U{2k+1 | k ¢ X}. Dla dowolnego
X C Nidowolnego k € N, zbior F(X) spelnia warunki

ke F(X) o2k +1¢ F(X) oraz  2k+1e F(X) & 2k & F(X),

a wiec dla kazdego x mamy x € F(X) < g(x) € F(X). Zatem F(X) € R. Ponadto funkcja F jest
roznowartosmowa Jesh ke (X -Y)u(Y —X), to2ke (F(X)-F(Y)) U(F(Y) - F(X)). Oznacza

to, ze F : P(N) =1 R, skad R > P(N) = ¢. Ostatecznie otrzymujemy R = €.

590bt Skoro {0,1,2} Ug({0,1,2}) = {0,1,2,3}, to [{0,1,2}], = {A | AUg(A) ={0,1,2,3}}. Na to,

aby AU g(A) = {0,1,2,3} potrzeba i wystarcza aby A C {0,1,2,3} i aby do zbioru A nalezala co

najmniej jedna z liczb 0 i 1 oraz co najmniej jedna z liczb 2 i 3. Takich zbioréw jest dziewieé: {0,2},

{1,2}, {0,3}, {1,3}, {0,1,2}, {0,1,3}, {0,2,3}, {1,2,3}, {0,1,2,3}.

Tak. Zbiorem wartosci funkeji ®(A) jest AP7 Jesli wiec A # B to Rg(®(A)) # Rg(®(B))

i w konsekwencji ®(A) # P(B).

Nie. Funkcje postaci ®(A) sa rosnace (gdy A jest zbiorem nieskoriczonym) lub okresowe (gdy A

jest zbiorem skoriczonym). Funkcja g z zadania nie jest ani rosnaca ani okresowa, wiec nie jest

wartoscig funkcji ®.

Poniewaz Rg(f(A)) = A dla kazdego A, wigc z tego, ze A € &~ 1({f : N — N | Rg(f) = N}),

czyli ®(A) € {f : N — N | Rg(f) = N} wynika, ze A = Rg(®(4)) = N. Zatem przeciwobraz
“1({f:N—= N | Rg(f) = N}) jest jednoelementowy.

591dt Tak. Mamy (¥ o ®)(A) = U(P(A)) = Rg(P(A)) = A, dla kazdego A.

)
Nie. Jesli na przyklad f = An. 2], to ®(¥(f)) = ®(N) = An.n. Tymczasem 1 # [3] =0,
wiec funkcje f i ®(U(f)) sa rozne.

Zauwazmy, ze f(r) sklada sie z najmniejszych elementéow wszystkich klas abstrakeji relacji r.
Oczywiscie zero musi by¢ jednym z tych elementow, jesli wiec 0 ¢ A, na przyktad A = {3}, to nie
istnieje taka relacja r, ze f(r) = A. Funkcja nie jest wiec ,na”. Zero jest jedyna przeszkoda: jesli 0 € A,
to A = f(r), gdzie r wyznacza podzial na zbiory X, = {n € N | (a < n) AVbeA(a < b — n < b)}.
Zatem Rg(f) ={ACN|0e€ A}

Funkcja f nie jest roznowartosciowa. Na przyktad niech relacje ro i r; wyznaczaja odpowiednio
podzialy {{0}, N —{0}} i {{1},N —{1}}. Wtedy f(ro) = f(r1) = {0,1}.
Juz zauwazylismy, ze f~1({{3}}) jest zbiorem pustym (ma zero element6éw), mozna wiec przyjaé
Ao = {3}. Dlan > 0 niech 4,, = N — {n}. Jedli f(r) = A,, to klasy abstrakcji  sa jednoelementowe,
z wyjatkiem jednej klasy — tej, do ktorej nalezy liczba n. Jest dokladnie n takich relacji, zatem
przeciwobraz f~!({A,}) jest n-elementowy.
Z poprzedniej czesci zadania wynika juz, ze moc naszego ilorazu jest co najmniej Rg. Oczywiscie
przeciwobrazy f~!({A}) sa mocy co najwyzej continuum, nie wiemy jednak ile jest takich mocy, nie
zakladamy bowiem hipotezy continuum. Nalezy wiec zbadaé, jakie] mocy moga byé nieskoriczone
zbiory postaci f1({A}) = {r e R| f(r) = A}, dla réinych A. Latwo zauwazy¢, ze jesli f~1({A}) jest
nieskoniczony, to zbiér A musi mieé co najmniej dwa elementy (w tym zero) i nieskoriczone dopelnienie.
Niech a bedzie niezerowym elementem zbioru A i niech D = {& € —A | x > a}. Wezmy dowolny
podzbiér Z zbioru D i relacje rz wyznaczajaca podzial zlozony ze zbioréw {a} U Z, {0} U(-AN—-2Z)
i singletonow {z}, dla liczb 2 € A — {0,a}. Wtedy rz € f~1({A}). Poniewaz takich relacji 7
jest continuum (tyle ile podzbioréw ma D) wiec nieskoriczony zbiér postaci f~1({A}) musi mie¢ moc
continuum. Nasz iloraz jest wiec rownoliczny ze zbiorem N @ {€}, czyli ma moc Rg.

Wskazowka: rozwiaza¢ najpierw zadanie [596]

Wiadomo, 7e {0, 1}* = Ro, skad P({0, 1}7) = €. Skoro T({0,1}) C P({0,1}%), to T({0, 1}) < €
Definiujemy teraz funkcje F : {0, 1} — T({0,1}) przez

2TW przeciwnym razie niech a € A bedzie najmniejszym elementem A, ktory nie jest wartoscia funkcji.
Wtedy a # min A, bo min A = ®(A)(0), wiec sa w A liczby mniejsze od a. Jest ich skoniczenie wiele; niech b
bedzie najwieksza z nich i niech b = ®(A)(n). Wowcezas a = ®(A)(n + 1).
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F(f) ={0"1] f(n) =1} U{0" | n € N}.
Pokazemy, ze F(f) jest drzewem nad {0,1} dla dowolnego f € {0,1}N. Istotnie, F(f) jest niepusty.
Ponadto, jesli v € F(f) oraz v’ C u, to u = v lub v’ = 0™ dla pewnego n € N, skad v’ € F(J).
Pokazemy, ze F jest injekcja. Niech f,g € {0,1} i f # g. Wtedy istnieje takie n € N, ze f(n) = 1
oraz g(n) = 0 (lub f(n) = 0 oraz g(n) = 1, ale wtedy dowdd jest analogiczny). Zatem 0"1 € F(f)
ale 0"1 ¢ F(g), czyli F(f) # F(g). Skoro F jest injekcja, to T({0,1}) > {0,1}N = €. Z twierdzenia

Cantora-Bernsteina otrzymujemy T({0,1}) = €. Uwaga: jesli zamiast {0,1} wezmiemy jakikolwiek

inny zbior dwuelementowy {a, b}, to oczywiscie tez T({a,b}) = €.

Niech X bedzie dowolnym zbiorem mocy Rg i niech a,b beda réznymi elementami zbioru X.
Wtedy T({a,b}) C T(X), wiec z czesci l@ wynika T(X) > T({a,b}) = €. Z drugiej strony mamy
T(X) C P(X*), wiec T(X) < P(X*) = P(N*) = €. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina otrzymujemy

T(X) = €. W szczegolnosci T(N) = €.
Porzadek < w zbiorze {0}* jest liniowy, wiec kazde drzewo nad {0} musi by¢ albo postaci
T, ={0" |0 <n <k} albo T, = {0" | n € N}. Latwo sprawdzi¢, ze funkcja ¢ : N = T({0}) zadana

przez p(0) =T, p(n + 1) = T, jest bijekcja. Zatem T({0}) = N,.

598d; Poniewaz T'({0}) ma moc Ry, wiec na mocy zadania mamy T(T({0})) = €.

601 (=) Dla dowolnego z mamy réwnowaznosé z € f~H(X) < n(z) € g~ 1(X). Zatem funkcja m
obcieta do zbioru f~1(X) ustala rownolicznosé f=1(X) ~ g~ 1(X). (<) Z zalozenia wynika, ze dla
dowolnego y € N istnieje bijekcja m, : f~1({y}) 1n—_:> g *{y})- Funkeje 7 : N 1n;:> N, okreslamy
wzorem 7(z) = 7y, (2). Definicja jest poprawna, bo = € f~'({y)}) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy y = f(x).

Zbior ilorazowy jest mocy co najwyzej € bo mamy surjekcje « : (N—N) =% (N—N)/,, okreslong
przez £(f) = [f]r- Jest on tez mocy co najmniej €, a to dlatego, ze kazdy niepusty podzbior A
zbioru N, jako zbior przeliczalny, jest zbiorem wartosci pewnej funkcji f4 : N — N. Jesli przyjmiemy
F(A) = [fa]r, to funkcja F : P(N) — {&} — (N—N)/,, jest réznowartosciowa, bo funkcje o réznych
zbiorach wartosci nie moga pozostawaé¢ w relacji r. Rzeczywiscie, jesli np. z € Rg(f) — Rg(g), to
7 ({=2}) # o =g ({z})

Sa tylko trzy mozliwosci: 1, Rg i €. Dowolna funkcja stata, np. funkcja f = Az.1, jest w relacji r
tylko sama ze soba, bo f~1({n}) = @, dlan # 1. Nie ma innej takiej funkcji, wiec klasa [f], ma jeden
element. Dalej zakladamy, ze funkcja f nie jest stala.

Niech S = {A C N | zbiory A i —A sa nieskorniczone }. Wiadomo, ze zbior S jest mocy €. Przy-
pusémy najpierw, ze dla pewnego X C N zbior A = f~1(X) nalezy do S. Jedli B € S to istnieje
taka bijekcja mp : N ln—;1> N, ze mp(B) = A. Funkcja f o mp jest wtedy elementem [f],, co wiecej,
przyporzadkowanie, ktore kazdemu zbiorowi B € S przypisuje funkcje f o mp jest réznowartosciowe.
(Istotnie, jesli np. x € B—C to f(rp(x)) € X ale f(nc(x)) € X.) Zatem klasa [f], jest co najmniej
mocy continuum. Poniewaz caly zbiér N — N jest mocy continuum wiec klasa [f], tez ma moc €.

Jesli zaden ze zbioréw f~1(X) nie nalezy do S to istnieje takie z € N, ze zbiér A = f~!(z) ma skon-
czone dopekienie, powiedzmy n-elementowe. Jedli teraz g € [f], to funkcja g jest wyznaczona przez
swoje wartoéci na n-elementowym zbiorze f~1(N — {z}). Takich funkcji jest zatem nie wigcej niz ele-
mentow przeliczalnego zbioru {p : N —o— N | Dom(p) ma n elementoéw}. W tym przypadku klasa [f].
ma moc Ng.

Funkcja f jest monotoniczna (bo jest ciagta), wiec f(a) > f(p) = p, dla dowolnego p € P.
Zatem f(a) jest ograniczeniem gornym zbioru P i mamy a < f(a). Dalej przez indukcje wynika,
ze elementy f"(a), gdzie n € N, tworza ciag wstepujacy. Niech b bedzie kresem géornym tego ciagu
(w kracie K). Wowczas

f(b) = f(sup{f"(a) | n € N}) = sup{f"*!(a) | n € N} = sup{f"(a) | n € N} = b,
a wiec b jest punktem stalym. Przy tym b jest najmniejszym punktem stalym wiekszym lub réwnym a.
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Jesli bowiem ¢ > a jest punktem stalym, to tatwo pokazac¢ przez indukcje, ze ¢ > f™(a) dla dowol-
nego n, i w konsekwencji ¢ > b.

Nie. Na przyklad wezmy taka funkcje f: P(N) — P(N):

f(X):{ X, jeshfgh _

X U{7}, w przeciwnym przypadku.

Wtedy kazdy zbior jednoelementowy jest punktem stalym funkeji f. Jesli teraz P = {{2},{3}}, to
kresem zbioru P w kracie P(N) jest zbior {2, 3}, ktory nie jest punktem statym.
Tak. W zadaniu mowa o tym, ze kazdy podzbior P zbioru S ma kres gérny w S.
Nieprawda. Trzeba wstawié ,,réznowartosciowym”.
Nieprawda. Trzeba wstawié ,,i nie sq w relacji d”.
Nieprawda. Trzeba wstawic¢ ,,0 skoriczonym rozgatezieniu”.
Prawda. Jesli wszystkie zbiory sa niepuste, i nieskonczenie wiele z nich ma przynajmniej dwa
elementy to produkt musi by¢ nieprzeliczalny.
Prawda. W kracie zupelnej wystarczy aby przeksztalcenie bylo monotoniczne.
Nieprawda. Trzeba wstawié ,,niepustym”.
Nieprawda. Trzeba wstawic¢ ,,nieskoriczonym”.
[607h Prawda. Nie tylko przedzial w R, ale w ogole kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowac.
Nie. Na przyktad funkcje go i g1 (zob. czesé [608€]) nie sa poréwnywalne.
Nie. Na przyktad takie funkcje f,, tworza ciag malejacy:

Fu(m) = 0, jesli m <mn;
" "~ | 1, w przeciwnym przypadku.

Tak. Jest izomorficzny z (P(N), C).
608d: Tak. Ciag malejacy (czesc|608b)) jest oczywiscie nieskoriczonym taicuchem.
Tak, na przyktad zbior {g, | n € N}, gdzie
(m) = 1, jeslim =mn;

In | 0, w przeciwnym przypadku.
Tak. Wystarczy oczywiscie wskaza¢ nieprzeliczalny antytaiicuch w (P(N), C) (por. czes¢ [608c]).
Dla dowolnego ciagu « : N — {0, 1} skonstruujemy przez indukcje $cisle rosnaca funkcje f, : N — N.
Przyjmujemy f,(0) = 1, oraz

| 2fa(n), jesli a(n) = 0;

faln+1) = { 2fa(n) +1, jedli a(n) =1.
Jesli teraz A, = Rg(f.), to zbiory A, tworza antylanicuch. Istotnie, przypusémy, ze o # § i niech
m = min{k € N | a(k) # 8(k)}. Wtedy mamy fo(m+1) € Ay, — Ag oraz fzg(m+1) € Ag — A,.
Zbiory A, odpowiadaja nieskoriczonym krawedziom drzewa na rysunku [7]

Funkcje f,, z czesci tworza nieprzeliczalny tancuch w NV,

Ta relacja jest jadrem przeksztalcenia AA. (inf A, sup A) : P([0, 1]) — [0,1] x [0, 1].

609b: Sa to liczby 1 i 2%. Pierwszy przypadek zachodzi dla zbioru pustego oraz zbioréw jednoele-
mentowych. Zbior pusty jest jedynym zbiorem, ktorego kres gorny O jest mniejszy niz kres dolny 1,
poniewaz z € A implikuje inf A < & < sup A. Zbior jednoelementowy {z} (dla dowolnego = € [0,1])
jest z kolei jedynym zbiorem, ktoérego kresem dolnym i gérnym jest ta sama liczba x. Jesli za§ zbior
A ma co najmniej dwa elementy x,y, to jeden z nich jest wiekszy, np. < y. Wtedy A ma dwa rdzne
kresy: jesli @ = inf A oraz b =sup A, to a <z < y < b, wiec a < b. Niech & : P((a,b)) — [4], bedzie
funkcja, okreslong tak: &(D) = {a,b} UD. Wtedy inf (D) = a i supé&(D) = b, wiec funkcja £ jest
dobrze okreslona. Jest tez oczywiscie réznowartosciowa, wiec moc zbioru [A], jest co najmniej taka,
jak moc zbioru P((a,b)), czyli 2%, bo przedzial (a,b) jest mocy continuum. Pozostaje zauwazyé, ze

[4], C P([0,1]), a caly zbiér P([0,1]) ma moc 2%. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wynika, Zze moc
klasy [A], to dokladnie 2¢.

Zbior klas abstrakeji jest mocy co najmniej continuum, bo mamy funkcje & : [0, 1] = P([0,1])/
okreslona wzorem h(x) = {{z}}. Zbior ten jest tez mocy co najwyzej continuum, bo mamy funkcje
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Rysunek 7: Zadania i

g:P([0,1])/» = [0,1] x [0, 1] dana przez g([A],) = (inf A,sup A). Z twierdzenia Cantora-Bernsteina
wynika, ze moc zbioru ilorazowego relacji r to doktadnie liczba €.

Niech dla n € N funkcja f,, : N = 2 bedzie funkcjg charakterystyczng zbioru {n}, tzn. niech
falk) =1, gdy kK = n, a fo(k) = 0, gdy ¥ # n. Niech F = {f,|n € Nyn > 0}. Wtedy F
rozroznia elementy zbioru N. Wezmy bowiem dowolne dwie rézne liczby naturalne i oznaczmy wicksza
przez x, a mniejszy przez y (zatem z > 0). Wtedy f.(z) = 1, zas f.(y) = 0, a zarazem f, € F.
Zbior F' jest takze minimalnym zbiorem rozrézniajacym N. Wezmy bowiem dowolny jego podzbidr Fj
rozrozniajacy N oraz dowolne naturalne n > 0. Wiemy, ze istnieje takie naturalne x > 0, ze f, € Fj
oraz f,(0) # fz(n). Poniewaz f,(0) =0, wiec fy(n) = 1, a zatem = = n. Dowodzi to, ze dla kazdego
naturalnego n > 0 mamy f,, € Fy. A zatem Fy = F.

610bf Niech F' = {f : N — 2| f(0) = f(1)}. Zbioér F nie rozroznia zbioru N, poniewaz dla kazdego
f € F zachodzi f(0) = f(1). Niech F’ bedzie dowolnym nadzbiorem F' nie rozrézniajacym N i niech
g bedzie dowolnym jego elementem. Istniejg rozne liczby naturalne x,y takie, ze dla kazdego f € F’
zachodzi f(x) = f(y), gdyz w przeciwnym razie F’ rozréznialby N. Jezeli x > 1, to f, € F oraz
fz(x) = 1 jest rozne od f,(y) = 0. Podobnie jesliy > 1. Azatemz=1iy=0lubz=01iy = 1.
Skoro g € F’, to g(z) = g(y), a wiec g(0) = g(1). Zatem g € F. Dowodzi to, ze F' = F.

Zbior F' 7 czescl rozroznia elementy zbioru N i jest mocy Rg. Poniewaz dla dowolnej mocy
nieskonczonej m zachodzi m + Xy = m, wiec moc zbioru 2 — F jest réwna continuum. Poniewaz kazdy
zbiér postaci F U G, gdzie G C 2V — F, rozréznia elementy zbioru N, wiec rodzina tych podzbioréw
zbioru 2V, ktore rozrézniaja cate N jest mocy co najmniej 2¢. Ta rodzina jest wiec doktadnie mocy 2%,
bo jest zawarta w zbiorze P(2N), ktory tez jest mocy 2¢.

Rozwazamy uporzadkowany przez inkluzje zbior Z wszystkich tych A C X, ktoérych elementy
rozroznia zbiér F. Zauwazmy, ze nasz zbior spetnia zalozenia lematu Kuratowskiego-Zorna, tj. suma
dowolnego tancucha zbioréw nalezacych do Z sama nalezy tez do Z. (Istotnie, jesli z,y sa elementami
sumy taricucha Ltox € A, y € B, dla pewnych A, B € L. Jeden ze zbiorow A, B zawiera drugi, a zatem
oba elementy x,y do niego naleza, istnieje wiec pozadana funkcja.) Istnienie elementu maksymalnego
rodziny Z wynika wiec z lematu Kuratowskiego-Zorna.
Niech F : A 2% 24 i niech
[ 1, jesli F(a)(a) =0;

fla) = { 0, jesli F(a)(a) = 1.
Skoro F jest surjekcjg wiec f = F(b) dla pewnego b 1 mamy sprzecznosé: f(b) =1+ f(b) =0.
612 Zbior G jest mocy Rg. Oczywiscie B = No, wiec G > Ny, bo B C G. Pokazemy, ze G < Np.
Niech H bedzie zbiorem tych ciagow z {0, 1}, w ktorych wystepuje tylko skoniczenie wiele jedynek.
Jako przeliczalna suma przeliczalnych zbioréw
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Hy, = {a € {0,1}" | ¥n > k.a(n) = 0},
zbidér H sam jest zbiorem przeliczalnym. Ponadto G C H. Istotnie, kazda wesola transformacja
zmienia ciag w co najwyzej dwodch miejscach, aby wiec w skoriczonej liczbie krokéw otrzymaé element
zbioru B, trzeba zaczaé od ciagu, ktory od pewnego miejsca ma same zera.

Niech f : N — N. Jesli zbior Rg(f) ma najwiekszy element, to oznaczymy go przez max(f).
W przeciwnym razie przyjmijmy, ze max(f) = oo, gdzie co ¢ N. Zdefiniowaliémy wiec funkcje
max : (N —= N) = NU {oco}. Oczywiscie f ~ g zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy max(f) = max(g).
A zatem relacja ~ jest jadrem przeksztalcenia max, i jako taka jest relacja rownowaznosci.

Funkcja Max : (N — N)/. — NU {oo} okreslona wzorem Max([f]~) = max(f) jest bijekcja.
Istotnie, dla f % g mamy max(f) # max(g), wiec Max jest roznowartosciowa. Ponadto, dla kazdego
x € NU{oo} istnieje taka funkcja f,, ze max(f,) = x. Wystarczy przyjaé¢ foo = An.n oraz f, = An.x
dla z € N. Zatem Max jest takze ,na”. A wiec moc (N — N)/. jest taka jak moc NU {oco}, czyli No.

Sa to liczby 11 €. Klasa [An. 0]~ jest jednoelementowa, przypusémy wiec, ze funkcja f nie jest
stale rowna zeru. Dla o € N — {0, 1}, rozpatrzmy taka funkcje F(«) : N — N, ze
a(x/2), jesli x parzyste;
Fla)(z) = { f(((x/—) 1)/2), w przeciwnym przypadku.
dla dowolnego x € N. Nieformalnie, w ciagu F'(«) na przemian wystepuja wyrazy ciagu a (na miejscach
parzystych) i ciagu f (na miejscach nieparzystych). Poniewaz do Rg(f) nalezy cho¢ jedna liczba rozna
od zera, wiec mamy max F(a) = max f, czyli F(a) € [f]~. Operacja F : (N — {0,1}) — [f]~
jest roznowartosciowa, bo dla a(k) # (k) mamy F(«)(2k) # F(B)(2k). Stad moc zbioru [f]. jest co
najmniej €. Ale [f]~ € N — N, amoca zbioru N — N tez jest €, wiec z twierdzenia Cantora-Bernsteina

ostatecznie wnioskujemy, ze [f]. = €.
613d} Tak, selektor ilorazu :)

Elementem najwiekszym jest klasa wszystkich funkcji nieograniczonych, najmniejszym jest
klasa funkcji stale rownej zeru.

[614bll614cli614d; Funkcja Max z rozwiazania jest izomorfizmem porzadkow (N — N/, <)
i (NU {oo}, <), gdzie n < oo dla wszystkich n € N, a dla liczb naturalnych relacja < jest okreslona
jak zwykle. Zatem wszystkie wlasnosci porzadku (N — N/, <) sa takie same jak wlasnosci porzadku
(NU {0}, <). W szczegolnosei nasz porzadek jest dobry (jest liniowy i jest dobrym ufundowaniem).
Skoro kazdy niepusty podzbiér ma element najmniejszy, to ten element jest jego kresem dolnym. Zbiér
pusty tez ma kres dolny. Jest nim co. Mamy wiec krate zupelna, w ktorej sa tez wszystkie kresy gorne.

Horaz (N — N)/. jest mocy N, a to z nastepujacych powodow: Po pierwsze, wzystkie
funkcje nieograniczone sa w tej samej klasie. Po drugie, niech f bedzie ograniczona i niech Mjy
bedzie najwieksze w Rg(f). Natomiast my niech bedzie najwicksza wartoscia w Rg(f), przyjmowana
dla nieskonczenie wielu argumentow. Jesli My # my, to niech f'(My) bedzie najwicksza taka
liczby z, ze f(xr) = My (ostatni argument, dla ktérego f przyjmuje swoja najwigksza wartosc).
Dalej, dla y € {my +1,...,M; — 1} niech f'(y) bedzie najwieksza taka liczba, ze f(f'(y)) > y
oraz f'(y) > f'(y +1). Indeksem funkcji f nazwiemy skonczony ciag (my, f'(ms +1),..., f'(My)).
Dwie funkcje o takim samym indeksie musza by¢ w relacji.

Wszystkie skoriczone (oprocz zera) i €. Jesli funkcja f nie jest prawie wszedzie rowna zeru, to
niech k£ bedzie najwieksza wartoscia przyjmowang nieskoriczenie wiele razy. Wtedy wszystkie funkcje
A\z.if x nieparzyste then k else a(x/2), gdzie a € 2N, naleza do klasy wyznaczonej przez f. Jesli
f(n) = 0 prawie wszedzie, to z poprzedniej czesci zadania wynika, ze klasa jest skoriczona. Klase
o dokladnie n + 1 elementach wyznacza funkcja f(0) =0, f(1) =n, f(z) =0dlax > 1.
Relacja ry nie jest przechodnia, a wiec nie jest relacja rownowaznosci. Istotnie, niech f(n) = n,
g(n) = n+1 oraz h(n) = [2F], dlan € N. Wtedy (f,g) € r1 (bo f~1({1}) i g7 ({1}) sa jed-
noelementowe) oraz (g,h) € r1 (bo g7 1({0}) = h=1({0}) = @). Ale (f,h) & 71, bo przeciwobrazy
jednoelementowych zbioréw przy funkcji f sa zawsze jednoelementowe, a przy funkcji h sa (z wyjatkiem
h=1({0})) dwuelementowe.

Relacje ro i r3 sa przechodnie, a wiec sa relacjami rownowaznosci, bo wiadomo, ze sa zwrotne
i symetryczne. Aby sprawdzi¢ przechodnios¢ relacji o, zaldzmy, ze (f, g), (g, h) € ro. Istnieja wtedy
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takie n1,n2 € N, ze f~1({n}) ~ g71({n}) dla wszystkich n > ny oraz g~t({n}) ~ h=t({n}) dla
wszystkich n > ns. Dla n > max{ni,ns} mamy wiec tez f~1({n}) ~ h=t({n}), czyli (f,g) € ra.
Podobnie (ale latwiej) otrzymamy przechodniosé dla rs.

Funkcje stalte wyznaczaja jednoelementowe klasy abstrakcji relacji r3 i sa to jedyne skoiniczone klasy.
Przypusémy bowiem, ze funkcja f nie jest stala. Istnieja wtedy takie n,a € N, ze f(n) = a oraz zbior
B ={m| f(m) # a} jest nieskoniczony. Dla dowolnego m € B wezmy taka funkcje g, ze gm(m) = a,
gm(n) = f(m) oraz g, (x) = f(z) dla x # m,n. Wszystkie funkcje g,,, dla m € B sa w klasie [f].

Relacja 79 nie ma skoriczonych klas abstrakcji. Jesli f nie jest stala, to [f]r, C [f]r,, bo r3 C 7o.
Skoro klasa [f],, jest nieskoriczona, to tym bardziej klasa [f],, jest nieskoriczona. Zostaja wigc funkcje
state. Ale wszystkie funkcje stale naleza do tej samej klasy [Az.0],.

Stosujemy lemat Kuratowskiego-Zorna do (uporzadkowanej przez inkluzje) rodziny P wszyst-
kich parterowych podzbioréw czeSciowo uporzadkowanego zbioru A. Rozpatrzmy dowolny taricuch G
w (P, C). Jego suma | J G jest parterowym podzbiorem zbioru A. Istotnie, jesli L C | G jest laricuchem
w A ima trzy rézne elementy x, y, z, to kazdy z tych elementow nalezy do pewnego zbioru z taiicucha G,
na przykltad z € X, y € Y, z € Z, gdzie X,Y,Z € G. Jeden ze zbiorow X,Y, Z zawiera pozostale,
niech to bedzie na przyklad X. Wtedy x,y,z € X € P i mamy sprzeczno$é¢, bo X jest parterowy.

A zatem |JG € P. Skoro kazdy X € G jest zawarty w | J G, wiec | JG jest ograniczeniem goérnym
tanicucha G w (P, C).

Z powyzszego wynika, ze rodzina (P, C) spelnia zalozenie lematu Kuratowskiego-Zorna (kazdy
laiicuch ma ograniczenie gorne), a wiec istnieje element maksymalny, tj. maksymalny zbior parterowy.

Kazdy antylancuch jest parterowy i kazdy podzbioér zbioru parterowego jest parterowy. Wystar-
czy wiec wskazaé w P(N) antytaricuch mocy € aby wywnioskowaé, ze rodzina parterowych podzbioréw
P(N) jest mocy 2%. Taki antylaiicuch wyznaczaja nieskoriczone galezie drzewa na rysunku
Funkcja nie jest réznowartosciowa, bo podzialty P, = {{0,2},N—{0,2}} i P, = {{0},N—{0}}
wyznaczaja te sama wartosé funkcji: f(Py) = f(P2) = {0,1}. Nie jest tez ,na” bo zero jest najmniej-
szym elementem swojej klasy podziatu, a wiec zawsze 0 € f(P). Niemozliwe jest wiec np. f(P) = {1}.
619b} Zauwazmy najpierw, ze Rg(f) = {X | 0 € X}. Istotnie, jesli 0 € X, to mozna okresli¢ podzial
P={p;|ieX},gdziep,={aeN|(i<a)AVjeX(i<j—a<y))} Wtedy f(P) = X. Moc
zbioru Rg(f) jest wigc réwna mocy zbioru P(N — {0}), czyli continuum. Oczywicie zbiory P /ier(y)
i Rg(f) sa rownoliczne — klasy abstrakeji odpowiadaja mozliwym wartosciom funkcji.

Sa to wszystkie liczby naturalne wieksze od zera i continuum. Klasa skoniczona o n elementach
to przeciwobraz f~1({m | m # n}). Istotnie, jesli P nalezy do tego przeciwobrazu, to P sklada sie
prawie wylacznie z singletonow, a jedynym wyjatkiem jest para {i,n} dla pewnego ¢ < n. Takie i
mozna wybraé¢ na n sposobéw, mamy wiec klase n-elementows,.

Zauwazmy od razu, ze jesli dopetienie zbioru X jest skoriczone, to przeciwobraz f~1(X) jest klasa
skoriczona. Jesli bowiem —X C {0,...,k}, to do podziatlu naleza singletony liczb wiekszych od k,
a skoniczony zbiér —X mozna podzieli¢ tylko na skoiiczenie wiele sposobdw.

Jesli f(P) = {0} to P = {N}, rozpatrzmy wiec przypadek, gdy X ma co najmniej jeden niezerowy
element a, oraz —X jest zbiorem nieskoriczonym. Wtedy klasa f~1(X) ma moc continuum, bo dla
kazdego podzbioru Y C —X N (N —{0,...,a}) mozemy wyznaczy¢ podzial Py, ktorego sktadowymi
sa zbiory {a} UY oraz {0} U (—X N =Y) a takze singletony {i}, dla wszystkich i € X oprocz 0 i a.
Podzialy Py sg rozne dla roznych Y, ale zawsze f(Py) = X. A wiec moc naszej klasy jest co najmniej
taka jak moc zbioru P(—X N(N—{0,...,a})). Z drugiej strony, moc ta jest co najwyzej taka, jak moc
zbioru wszystkich relacji rownowaznosci w N.

Funkcja @ nie jest roznowartosciowa, np. ®({c}) =& = &(). Ale ® jest ,na’, bo dla dowolnego

w € {0,1}* mamy ®({w}) = w.

620b; Z powyzszego wynika, ze zbior klas abstrakeji relacji ker(®) ma moc Rg. Moca kazdej klasy

jest €. Istotnie, niech [Blyer (@) bedzie dowolng klasa abstrakeji i niech w = ®(B). Okreslimy funkcje

roznowartosciowa W, : P({0,1}*) — P({0,1}*) w taki sposob, by ®(W,,(A)) = w, dla kazdego A.
W(A4) = {w} U{wlv | v e A}.

Zatem kazdy ze zbiorow W, (A) jest w relacji z B, wigc [Blier(®) > €. Ograniczenie gorne wynika
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z tego, ze P({0,1}*) = €.

Nie. Zauwazmy najpierw, ze jesli A ma element najmniejszy, to jest on jego kresem dolnym.
Zatem A nie ma elementu najmniejszego. Niech w = inf(A). Poniewaz w ¢ A, wiec w0 bedzie
wiekszym od w ograniczeniem dolnym A, co jest w sprzecznosci z definicja kresu dolnego. Istotnie,
dla dowolnego v € A, skoro w < v, to albo v rézni sie od w na pozycji mniejszej badz réwnej |w| albo
w jest wlasciwym prefiksem v. W obu przypadkach w0 < v.

Moca tego zbioru jest Ng. Wystarczy pokazaé, ze jest on nieskoniczony, bo wszystkich stow
jest przeliczalnie wiele. Poniewaz 0™ =< 11111011010, dla kazdego n, wiec kazdy ze zbioréw postaci
Z, ={0™, 11111011010} jest ograniczony przez 11111011010 i ponadto ®(Z,,) = 0", zatem obraz ten
istotnie jest nieskonczony.

Zwrotnosé relacji F'(A) jest oczywista. Aby udowodni¢ przechodnio$é, wezmy dowolne funkcje
frg,h: N —= N, takie ze (f, g) € F(A) oraz (g, h) € F(A). Wtedy dla a € Amamy f(a) < g(a) < h(a),
natomiast dla a ¢ A mamy h(a) < g(a) < f(a), czyli (f,h) € F(A). Antysymetria wynika z tego, ze
(f,g) € F(A) oraz (g, f) € F(A) implikuje f(a) = g(a) zaréwno dla a € A, jak a &€ A. A wiec [ = g.

Szukamy zbioru F~1(L) = {A C N | F(A) € L}, czyli pytamy dla jakich A C N relacja F(A)
jest liniowym porzadkiem. Ot6z nigdy tak nie jest, bo jeden ze zbiorow A i —A ma co najmniej dwa
rozne elementy a,b. Wtedy funkcje f = Ax.if = a then 0 else 1 oraz g = Ax.if = b then O else 1 sa
nieporéwnywalne. A wiec F~1(L) = @.

Tym razem pytamy ktore F(A) maja element minimalny. Jesli A = N to elementem mini-
malnym ze wzgledu na relacje F(A) jest funkcja Ax.0. W przeciwnym razie element minimalny nie
istnieje. Istotnie, jesli a € A, to dla dowolnej funkcji f zachodzi (f’, f) € F(A), gdzie f’ jest okreslona
tak: f' = Az.if x = a then f(a) + 1 else f(a). A zatem F~!'(M) = {N}.

621d} Pokazemy, ze F(A) nigdy nie jest dobrym ufundowaniem (skad F~!(D) = @) bo zawsze
istnieje ciag malejacy ze wzgledu na F'(A). Istotnie, jesli a € A, to ciag malejacy tworza funkcje
fn = Az.if £ = a then n else 0. Pozostaje przypadek A = N. Wtedy ciag malejacy tworza funkcje
gn = Az.if £ < n then O else 1.

Nie. Na przyktad @ # G(f) dla kazdej funkeji f. Gdyby bowiem G(f) = &, to dla wszystkich
liczb n € N mieliby$my f(n) > f(n + 1), czyli istnialby nieskonczony ciag malejacy w N.
622b; Nie. Na przyklad jesli f = dz.zig=Ar.z+ 1, to G(f) = G(g9) = N.

Zbiér ilorazowy jadra jest zawsze réwnoliczny ze zbiorem wartosci funkeji, wystarczy wiec

zbada¢ moc Rg(G). Poniewaz Rg(G) C P(N), wiec Rg(G) < €. Z drugiej strony, jesli A jest dowolnym
podzbiorem zbioru liczb parzystych Pr, to dla funkcji f = Az.if (x > 0Ax —1 € A) then 0 else 1

zachodzi N — A = G(f). Zatem Rg(G) > P(Pr) = € i w konicu Rg(G) = ¢.

Niech G(f) = A. Dla dowolnego o : N — {0, 1} niech @(n) oznacza sume a(0) + - -+ + a(n).

Ciag @ : N — N jest niemalejacy i1 dla a@ # 8 mamy @ # (. Teraz niech f,(n) = 2f(n) + @(n).

Zauwazmy, ze G(fy) = A, czyli (fo, f) € ker(G). Istotnie, jesli f(n) < f(n+1), to
fa(n)=2f(n)+a(n) <2f(n+1)+an+1)=fa(n+1).

Natomiast jesli f(n) > f(n+1), to f(n)—f(n+1) > lia(n)—a(n+1) > —1, wiec fo(n)—fa(n+1) > 1,

czyli fo(n) > fo(n+1). Udowodnilismy, ze fo € [flker(q)- Alejesli a # 3 to takze f, # fp, co oznacza,

ze moc klasy [f]ier(c) jest co najmniej réwna mocy zbioru {0, 1}, czyli €. Poniewaz [flkera) NN,

wiec moc naszej klasy jest réwna €.

Niech G oznacza zbior wszystkich funkeji o whasnosci (a). Zauwazmy, ze jesli f € G to dla dowol-

nego A zachodzi rownosé f(A) = J{f({z}) | # € A}. Zatem kazda funkcja z G jest jednoznacznie wyz-

naczona przez swoje obciecie do argumentoéw jednoelementowych. Jesli wiee P1(N) = {{z} | z € N},

to mamy injekcje ¥ : G = (P1(N) — P(N)) dana przez 9(f) = flp, ). Zbior P1(N) — P(N) jest
oczywiscie tej samej mocy co zbior N — P(N), czyli mocy €% = €. Zatem G < €. Z drugiej strony

mamy tez injekcje @ : (N — N) 71;1> G dana wzorem w(a) = AX. U{{a(n)} | n € X}, a wiec
G >N — N =¢. W konsekwencji, G = €.
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Niech R bedzie taka rodzina nieskonczonych podzbioréw N, w ktorej kazde dwa roézne zbiory
maja skoriczone przeciecie i ktora jest mocy €. (To, ze taka rodzina istnieje, wynika z rozwiazania
zadania ) Dla dowolnego Z C R okreslimy funkcje

fz =MA.if (3D € Z.D N A =1X) then {0} else @.
Zauwazmy, ze jesli fz(AU B) = {0} to zbior DN (AU B) = (DN A)U (D N B) jest nieskoriczony. Ale
wtedy jeden ze sktadnikow DN A i DN B musi by¢ nieskoniczony, wiec fz(A) = {0} lub fz(B) = {0}.
Stad latwo wynika, ze funkcje postaci fz speliaja warunek (b). Dalej, jesli Z #Y, np. D € Z - Y,
to fz(D) = {0} ale fy (D) = &, skad fz # fy. Zatem funkcji o wlasnosci (b) jest co najmniej tyle
ile podzbiorow R, czyli 2¢. Poniewaz wszystkich funkcji z P(N) do P(N) tez jest 2%, wiec taka jest
szukana moc.
Nie, bo dla dla ry = {(1,1)} i 72 = {(2,2)} mamy ¢(r1) = ¢(r2) = 1y.
624b} Nie, bo nie kazda relacja w N jest relacja rownowaznosci. W szezegolnosci dla ¢ = {(1,2)} nie
istnieje takie r, ze ¢(r) = q.
Rozwazmy dowolne a,b > 1. Wtedy a - b dzieli sie przez a i przez b a wiec liczby a, bi a-b beda
w tej samej klasie abstrakeji relacji ¢(d). To oznacza, ze wszystkie liczby wieksze od 1 sa we wspodlnej
klasie abstrakcji. Do tej klasy nalezy tez zero, bo 0 = a x 0 dla kazdego a € N. W drugiej, osobnej,
klasie abstrakcji znajduje sie tylko 1.

624d: Pokazemy, ze moc ¢~ ({p}) jest wigksza lub réwna continuum. Poniewaz ¢~!(p) C P(N x N)
oraz moc P(N x N) jest réwna €, bedzie to oznaczalo, ze moc ¢~ !({p}) jest réwna €.

Po pierwsze zauwazmy, ze dla dowolnej relacji ¢ € ¢~ !({p}) zachodzi ¢ C p. To oznacza, ze do q
moga nalezeé¢ tylko pary postaci (2k, 2k + 1), (2k + 1,2k), (2k,2k) i (2k + 1,2k + 1). Co wiecej, jesli
ani (2k, 2k + 1) ani (2k + 1, 2k) nie nalezy do g, to liczby 2k i1 2k + 1 sa w réznych klasach abstrakeji
relacji ©(q). A wiec do kazdej relacji w ¢~ ({p}) nalezy co najmniej jedna para postaci (2k,2k + 1)
lub (2k + 1,2k) dla kazdego k. Rozpatrzmy nastepujaca funkcje f : {0, 1} — o~ ({p}):

fle) ={(2k, 2k + 1) | e(k) =0} U {(2k + 1,2k) | c(k) = 1}.
Oczywiscie p(f(c)) = p dla kazdego ¢ € {0,1}Y czyli f jest dobrze okreslona. Funkcja f jest
roznowartosciowa, bo jesli dwa ciagi ¢; 1 ¢o roznia sie dla n € N, to jedna z relacji f(c1) i f(c2)
bedzie zawiera¢ pare (2n,2n + 1), a druga (2n + 1,2n). A wiec moc ¢~1({p}) jest co najmniej taka
jak moc {0,1}N, czyli €.
Aby dowiesé, ze s jest relacja rownowaznosci, pokazujemy, ze s jest:

e zwrotna, bo dla kazdego kota K(p,r) zachodzi r —r =0 € Z;
e symetryczna, bo jesli K(p1,71) s K(p2,72), skad wynika, ze 1 — ry € Z, to réwniez 1o — 11 € Z,
a zatem K(pa,r2) s K(p1,71);
e przechodnia, bo jesli K(p1,71) s K(p2,72) 1 K(p2,72) s K(ps,r3), skad wynika, ze r|y —ry € Z
irg —rg €Z, to réwniez 1 —r3 = (r1 — ra) + (ro — r3) € Z, a zatem K(p1,71) s K(ps3,r3).
Moc zbioru ilorazowego relacji s jest oczywiscie co najwyzej taka, jak moc zbioru K wszystkich kot,
czyli €. Moc ta jest tez co najmniej €, bo funkcja G : (0,1) — K/, dana wzorem G(r) = [K ({0, 0),7)]s,
jest r()Znowartoéciowa@ Istotnie, réznica dwoch réznych liczb r, v’ € (0,1) nie jest catkowita, wiec
G(r) # G(r'). Stad € = (0,1) < K/s. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wnioskujemy, ze /s = €.
Klasa abstrakcji kota K ({0,0),1) ma réwniez moc €. Oczywiscie [K((0,0),1)]s < K = €. Z drugiej
strony, mamy funkcje réznowartosciows F : R = [K((0,0),1)]s okreslong wzorem F(z) = K ({0, x), 1),
co oznacza, ze € = R < [K({0,0),1)]s.
Nie, bo np. rvxy = Inon = rz, gdzie Z = N x N — {(0,0)}. Istotnie, jesli (f,g) € rz, oraz
x #0lub f(x) # 0, to na pewno f(x) = g(x). Jesli zas . = 01 f(0) = 0, to takze g(0) = 0, bo inaczej
punkt (0, g(0)) nalezy do Z, wiec f(0) = ¢g(0) i mamy sprzecznosc.
Nie. Jako kontrprzyktad rozpatrzmy taka relacje r, ze frg zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
obie funkcje f i g sa state lub zadna nie jest stata. Jesli r = rz, to zbidér Z musi by¢ pusty, bo dla

Z8Inaczej mowiac, rodzina kot {K((0,0),7) | r € (0,1)} jest mocy continuum, a kazdy jej element wyznacza
inng klase abstrakcji.
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(a,by € Z zachodzi (An.b,An.b+ 1) € r —rz. Ale relacja ry ma tylko jedna klase abstrakeji —
sprzecznosé.

Jesli Z = {{0,0),(0,1),(0,2),(0,3)}, to relacja rz ma 5 klas abstrakcji: sa one wyznaczone
przez funkcje stale rowne 0, 1, 2, 3 1 4. Mamy bowiem [An.i] = {f | f(0) = i}, dla i < 3, oraz
[An.4] ={f | f(0) = 4}.

Rozwiazanie czesci latwo jest uogolni¢ tak: jesli Z¥ = {(k,q) | i < n}, to ZF € K. A wiec
NKCM{ZF | k,neN} =g oraz UK 2 U{ZF | k,n € N} = N x N.

Zbior f({1,2}) = {f(1), f(2)} ma zawsze co najmniej jeden i co najwyzej dwa elementy. Dlatego
odpowiedz w punktach [627a] i [627D] jest zero. Zbiér w punkcie [627d] to zbior tych funkeji, ktorych
obciecie do N — {1, 2} jest stale rowne zero. Jest to zbior mocy Ry, bo prosta bijekcja Af.(f(1), f(2))
ustala jego réwnolicznosé z N x N.

Zbiory w i sa rownoliczne z N — N, a zatem majg moc continuum. Aby to udowodnié,
przypomnijmy najpierw, ze jesli A = B = R, to mocg zbioru A — B jest Ng“ czyli continuum.
W szczegdlnodei zbiory N — N i N — N — {1,2} sg mocy continuum, a ten drugi to zbior, o ktorym
mowa w Poniewaz zbiér w jest oczywiscie podzbiorem N — N, wiec pozostaje wykazaé,
ze jego moc jest co najmmniej continuum, np. przez wskazanie podzbioru mocy continuum. Takim
podzbiorem jest zbior {f : N — N | f(1) = 1 A f(2) = 4 AVz(z ¢ {1,2} — f(x) &€ {1,4})},
rownoliczny ze zbiorem wszystkich funkeji z N — {1,2} do N — {1,4}.

Relacja ~ jest relacja rownowaznosci, bo jest jadrem przeksztalcenia f: Ry x Ry — N, danego

wzorem f(z,y) = {fJ (Notacja |a| oznacza tu czesé catkowita liczby a.) Istotnie, (z1,y1) ~ (2,¥2)
Y

x x
réwnowazne jest réwnosci zbioréw {n: N| = < n} = {n: N | =2 < n}, ktéra zachodzi wtedy i tylko
Y2

wtedy, gdy {ﬂJ = {BJ
Y Y2

Zbior klas abstrakeji jadra funkcji jest rownoliczny ze zbiorem wartosci tej funkcji. Zdefiniowana

wyzej funkcja f jest ,na N”| poniewaz f(n + %, 1) = n, dla dowolnego n € N. A zatem zbior klas

abstrakcji relacji ~ jest rownoliczny z N, czyli mocy N.

Klasy abstrakcji sa podzbiorami Ry x R4, a zatem ich moc jest co najwyzej rowna €. Aby

wykazac, ze kazda klasa abstrakcji ma moc €, wystarczy dla kazdego n € N wskazaé funkcje roznowartos-

ciowa g, : Ry — [(n + 1,1)]., okredlong np. tak: g,(z) = ((n + 3)z,2). Funkcja g, jest dobrze

okreslona, poniewaz f((n + %)x, x) = n. Roznowartosciowos¢ g, jest oczywista.

Nie. Na przyktad ®(An.3,\n.2) = @ = ®(An.4, An.1).

629b} Nie. Rozpatrzmy relacje r = {(0,3),(0,4), (1,4)}. Jesli ®(f,g) = r, dla pewnych funkeji f i g,

to f(0) = g¢(3) = g(4) = f(1). Ale stad rowniez (1,3) € ®(f, g), czyli ®(f,g) # r. Zatem r € Rg(P).

Dla dowodu ®(1y) € RR wystarczy pokazaé, ze dla kazdego f € NV relacja ®(f, f) jest

relacja rownowaznosci. Istotnie, ®(f, f) = {{m,n) | f(m) = f(n)} = ker(f), a zatem jest to relacja

rOWNowaznosci.

Aby udowodnié¢, ze ®(1yw) 2 RR, wezmy dowolng relacje rownowaznosci » € RR. Niech f,. :
N — N bedzie zdefiniowana jako f.(n) = min [n].. Woéwczas ®(f., fr) = r, bo wiemy juz, ze
O(fr, fr) = ker(f,) i udowodnimy, ze r = ker(f):

(Q) Jedli (m,n) € r, to [m), = [n],, a wiec f(m) = min [m], = min [n], = f.(n).

(D) Jesli (m,n) € ker(f,), to min [m],, = min [n],. Zatem min [m], € [m], N [n],, skad (m,n) € r.
629d} Zauwazmy, ze jesli ®(f,g) = Nx N, to f = g = An.c, dla pewnego ¢ € N. Istotnie, dla
dowolnego n, para (n,0) nalezy do ®(f,g), wiec f(n) = g(0). A zatem f jest funkcja stata. Podobnie
pokazujemy, ze g jest funkcja stala, co wigcej f = g. Stad Ry, = {c}, czyli jedyna taka liczba
kardynalng jest 1.

Nie. Wystarczy zauwazy¢, ze jesli f : N = N, to ®(f) = @. Istotnie, jesli (z,y) € ®(f)

to istnieje takie 2’ rozne od z, ze f(z) = f(2'), czyli f nie moze byé roznowartosciowe. Zatem na
przyktad ®(Az.x) = ®(Az.x + 1).
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630b} Nie. Na przyklad nie istnieje takie f, ze ®(f) = {(0,1),(0,2)}. Bo wtedy mielibysmy jed-
noczesnie f(0) =11 f(0) = 2.
Jeden, bo @~ 1({N x {0}} = {\z.0}. Istotnie,

O(A2.0) = {(z,y) | 0=y AT (2" # 2 A0 =y)} = {(z,y) | y = 0}.
Na odwrot, jesli f € @ 1({N x {0}}), to ®(f) = {N x {0}}, czyli kazda para postaci (z,0) nalezy
do ®(f). Wtedy jednak f(z) =0 dla kazdego x.
Zero, bo @7 1({{0} x N}) = @. Gdyby bowiem f € ®~1({{0} x N}), to ®(f) = {0} x N, czyli
kazda para postaci (0, z) nalezy do ®(f), na przyktad (0,1),(0,2) € ®(f). Ale to znaczy, ze f(0) =1
i jednoczesnie f(0) = 2.
Z definicji, f Ry g zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i =0, ...,k — 1 wartosci f(7)
i g(7) maja te same reszty z dzielenia przez 7. Kazda klasa abstrakcji tej relacji jest wiec jednoznacznie
wyznaczona przez ciag reszt o dlugosci k. Inaczej, zbior ilorazowy relacji Ry jest rownoliczny ze zbiorem
{0,1,2,3,4,5,6}* wszystkich k-krotek o wyrazach w {0,1,2,3,4,5,6}. Takich krotek jest doktadnie 7%.
631b; Tym razem f Rg zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(k) i g(k) maja te same reszty z dzie-
lenia przez 7 dla wszystkich k£ € N. Zbiér ilorazowy relacji R jest wiec réwnoliczny ze zbiorem
{0,1,2,3,4,5,6}" wszystkich ciagéw nieskoriczonych o wartosciach w {0,1,2,3,4,5,6}. Ten zbi6r
ciagow jest mocy continuum, bo zawiera w sobie zbiér ciagéw zerojedynkowych {0,1} i sam jest
zawarty w NI, a oba te zbiory sa mocy continuum.
Kazda relacja réwnowaznosci jest zwrotna, wiec jest zgodna z funkcja identycznosciows. A re-
lacja pelna N x N jest zgodna z kazda funkcja.

634bf Jeslir € o(An.17), to (n, 17) € r dla kazdego n € N; zatem r = NxN z symetrii i przechodniosci.
A wiec zbior p(An.17) jest mocy jeden.

Zbior X = p(An.2-|n/2]) jest co najwyzej mocy continuum, bo X € R C P(N x N), a zbior
P(N x N) jest mocy continuum. Dla dowodu, ze X jest co najmniej mocy continuum, zdefiniujemy
funkcje réznowartosciowa F : (N — {0,1}) =} X. Dla dowolnego a : N — {0,1} przyjmiemy, ze F(«)
to relacja rownowaznosci wyznaczajaca podzial
P, ={{4i,4i+1,4i+2,4i+ 3} | a(i) =1} U {{4,4i + 1} | a(¢) =0} U {{4i + 2,4 + 3} | a(2) = 0}.
Oczywiscie F(a) € ¢(An.2-|n/2|). Zauwazmy, ze dla o # B, np. dla a(i) = 11 B(i) = 0, mamy
(4i +1,4i +2) € F(a) — F(B), wige F' istotnie jest réznowartosciowa. Zbiér N — {0, 1} jest mocy
continuum, wiec X > €. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wnioskujemy, ze X = €.

Operacja @ nie jest roznowartosciowa. Pokazalismy w rozwiqzaniu ze (An.17) = {Nx N},
analogicznie mozna pokazaé, ze p(An.16) = {N x N}.

Funkcja ¢ nie jest tez na P(R). Pokazalismy, ze N x N € o(f) dla dowolnego f. Z tego wynika, ze
nie istnieje takie f, ze p(f) = @.
Wyprowadzmy skrot B° = {(z,y) | © # y Ay € B} i zauwazmy, ze B° U C° = (B U C)°.
Poniewaz r = r — @°, wiec relacja C jest zwrotna. Poniewaz r T s implikuje r C s, wiec relacja C
jest antysymetryczna. Pokazemy przechodnio$¢é. Niech r C s C ¢, wtedy r = s — B°is=t— C° dla
pewnych B,C. Zatem r = (t — C°)—B° =t — (B°UC°)=t— (BUC)°, skad r C t.
Nie. Niech r; = {{z,y) | * <y A i < y} U1ly. Relacje r; sa dobrymi ufundowaniami (bo sa
zawarte w zwyklym porzadku w N) i tworza ciag malejacy, bo ;41 =7; — {i +1}°, dlaé € N.
Kazdy dobry porzadek w N jest elementem maksymalnym w U. Istotnie, jesli r jest dobrym
porzadkiem oraz r C s i r # s, to istnieje para (x,y), ktora nalezy do s — r. Wtedy = # y, bo r jest
zwrotna. Skoro r jest liniowy, to x i y sa porownywalne w r, skad (y,z) € r C s. Z antysymetrii
relacji s wynika x = y, sprzecznosc.

Dobrych porzadkéw w N jest wiele, nie ma wigcelementu najwiekszego. Elementem najmniejszym
jest relacja identycznosciowa (bo 1y = r — N°, dla r € U) i jest to jedyny element minimalny.
635d: Poniewaz U C P(N x N), wiec moc zbioru U (a zatem i moc rodziny elementéw maksymal-
nych w U) jest co najwyzej continuum. Aby wykazaé, ze ta moc jest rowna €, wystarczy wskazaé
zbior dobrych porzadkéw mocy € (bo porzadki dobre sa maksymalne w Uf) i skorzysta¢ z twierdzenia
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Cantora-Bernsteina. W tym celu dowolnemu podzbiorowi D zbioru liczb nieparzystych przypiszemy
relacje rp dobrze porzadkujaca N:
rp={(z,y) |z,ye DAz <ytU{{z,y) | v,y € DAz <ytU{{z,y) |z € DAy ¢ D}.

Teraz dla D # E mamy rp # rg: jesli na przyktad m € D — E, to (m,0) € rp —rg.

Niech s bedzie relacja réwnowaznosci podobna do 1y i niech f bedzie funkcja ustalajaca to po-
dobieristwo. Zauwazmy, ze jesli a s b, to f(a) 1y f(b), a wiec f(a) = f(b). Z tego wynika, ze a = b,
bo f jest réznowartosciowa. Zatem s jest rowne 1y. Poniewaz sama relacja 1y jest podobna do siebie
(nalezy wzia¢ funkcje identycznosdciowa), wiec zbior relacji rownowaznosci podobnych do 1y ma moc 1.

636b: Niech r = {(0,1),(1,0)} U 1y. Relacje rownowaznoéci podobne do r to doktadnie te, ktore
(tak jak r) maja jedna klase abstrakcji mocy 2, a pozostale klasy abstrakcji mocy 1.

Istotnie, niech s bedzie taka relacja i niech jej klasa abstrakcji mocy 2 bedzie {m,n}. Niech teraz
g:N-{0,1} 1n;:> N — {m,n} bedzie dowolna bijekcja. Podobieristwo r i s ustala np. taka funkcja f,
ze f(0) =m, f(1) =n, oraz f(k) = g(k) dla k #0, 1.

Na odwro6t, niech s bedzie relacja podobng do 7 i niech funkcja f ustala to podobienistwo. Wezmy
dowolne a € N. Wtedy dla kazdego x € [a]s mamy f(x) r f(a). W przypadku, gdy f(a) # 0,1, oznacza
to f(xz) = f(a), a poniewaz f jest réznowartosciowa, wiec x = a, a zatem moc [a]s to 1. A jezeli
f(a) =01ub f(a) =1, to z f(z) r f(a) wynika, ze f(z) = 0 lub f(z) = 1, wiec [a]s = f~1({0,1}).
Poniewaz f jest bijekcja, moc [a]s; wynosi 2.

Niech A oznacza zbiér wszystkich relacji rownowaznosci podobnych do r. Pokazemy, ze moc A jest
rowna Rg. Po pierwsze RXg < A, gdyz h : N = A, dla h(n) = InU{(n,n+ 1), (n+1,n)}. Nier6wnosé
odwrotna A < Xy wynika z réznowartosciowosci funkeji g : A — N x N, zdefiniowanej nastepujaco:

g(s) = (m,n), gdzie (m,n) to jedyna para liczb takich, ze m s n i m < n.
Taka relacja istnieje. Oznaczmy przez T; zbiér wszystkich liczb naturalnych, ktore daja reszte i
z dzielenia przez 3. Zbiory Ty, T1 i Tb tworza podzial N na trzy nieskoriczone skladowe. A jesli
przyjmiemy np. L = Ty UTy i P = Ty, to dostaniemy podzial {L, P} na dwie nieskoriczone sktadowe.
Niech B oznacza zbiér wszystkich relacji rownowaznos$ci podobnych do relacji r wyznaczonej przez
podziat {L, P}. Pokazemy, ze B = €. Oczywiscie B < €, poniewaz zbiér wszystkich relacji w N jest
mocy continuum.

Aby pokaza¢ nier6wnosé przeciwna, wezmy funkcje g : P(T1) — B, ktora kazdemu X C T przy-
porzadkowuje relacje rownowaznosci, wyznaczona przez podziat {To U X, (T1 — X) U T}, Zauwazmy,
ze dla kazdego X C Ty, relacja g(X) jest podobna do r. Istotnie, oba zbiory To U X i (T3 — X) U Ty
sa nieskoriczone, a zatem istnieja bijekcje f1 : L — (Top U X) oraz fo : P — ((Th — X) U Ty). Poniewaz
zarowno dziedziny jak i zbiory wartosci obu bijekcji sg rozlaczne, wiec suma f = f; U fo (tj. funkcja
f = Xx.if © € L then fi(x) else fo(x)) rowniez bedzie bijekcja. Bedzie ona oczywiscie wyznaczaé
podobienstwo relacji r 1 g(X). Roéznowartosciowosé g wynika z tego, ze zbiory {7y, T1,T>} sa niepuste
i parami roztaczne, a zatem dla ré6znych podzbioréw T otrzymamy rézne podziaty.

Poniewaz P(T1) = €, wigc € < B, a zatem z twierdzenia Cantora-Bernsteina moc B to continuum.
Udowodnimy najpierw, ze dwie rozne niepuste uogélnione sktadowe musza by¢ roztaczne. Niech
wiec A = ;s Cf(l) iB=\er CZ-T(Z) beda rozne. Oznacza to w szczegoblnosci, ze funkcje s i r sa
rozne, czyli, ze s(i) # r(i) dla pewnego i € I. Zbiory Cf(l) i C:(Z) sa wtedy roztaczne (jeden jest
dopelieniem drugiego). Jesli teraz x € AN B, to  nalezy miedzy innymi do zbioru C’f @) a takze do
zbioru CZ’(Z) — sprzeczno$é. A wiec iloczyn A N B jest pusty.

Wykazemy teraz, ze suma wszystkich niepustych uogoélnionych sktadowych pokrywa zbiér U, tj. ze
kazdy element U nalezy do pewnej sktadowej. Wybierzmy dowolny ale ustalony x € U i zdefiniujmy
taka funkcje s, € {0,1}, ze s.(i) = 1 gdy = € C; oraz s,(i) = 0 gdy = € C;. Funkcja s, wyznacza
uogolniong sktadows (e, C =@ do ktoérej nalezy =.
637bt Skoro U = Ry, to zbior U jest przeliczalny, skad wszystkie podzbiory U sa przeliczalne. Zatem
kazda uogolniona sktadowa nad rodzina C jest przeliczalna, bo jest podzbiorem U.

Jeden. Po pierwsze, dla I # @ istnieje przynajmniej jedna sktadowa, np. (,c; C;. Po drugie,
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jesli zbior U jest pusty, to kazda uogolniona sktadowa jest pusta, bo jest podzbiorem U. Tym samym
nad rodzina C jest doktadnie jedna uogoélniona sktadowa.

Pokazemy, ze funkcja Ai. C; jest bijekcja z N do {C; | i € N}. Ta funkcja jest ,na” wprost z de-
finicji; pozostaje sprawdzi¢, ze jest réznowartosciowa. Niech n,m € N oraz n # m. Jesli przyjmiemy
g(x) =if 2 =n then 0 else 1,

to tatwo sprawdzimy, ze g € Cyy,, ale g & C,,. Zatem C,, # C,,.

m Uogolniong sktadowa wyznaczong przez funkcje Ai. 1 jest zbior B = [,y C;. Naleza do niego
dokladnie te ciagi, ktére na kazdej pozycji maja liczbe z przedziatu [3, 1]; zatem B = [$, 1]N. Podobnie,
funkcja Ai.0 wyznacza uogoélniong sktadowa D = (), (U — C;), gdz1e U =[0,1]N. Zauwaimy, ze do
zbioru [0, 1] — C; naleza dokladnie te ciagi f, dla ktorych f(:) € [0,1] ale f(i) ¢ [3,1], zatem
f(i) €[0,%). A wiec D to zbiér tych ciggow, ktére na kazdej pozycji maja liczbe z przedziatu [0, 1),
wobec tego D=0, )N

Niech A bedzie uogdlniong skladows wyznaczong przez ciag f € {0, 1} tzn. A = N,y Cf( R
Zauwazmy, ze f € [0,1]N = U, bo przeciez {0,1} C [0, 1]. Co wiecej f(i) € C’if(i) dla dowolnego i € N.
Istotnie, mamy albo f(i) =1 € [1,1] albo f(i) =0 € [0, 3). Wynika stad, ze f € A, czyli ze A # @.
Tak. Niech x € A, wowczas x nalezy do pewnego cyklu w relacji r. Poniewaz cykl w relacji r
zawiera sie rowniez w relacji 7 U s dla dowolnego s, wiec x nalezy do pewnego cyklu w r U s.

639bt Nie. Wezmy relacje {(0,0),(1,1)} oraz {(0,1),(1,0)} w zbiorze {0,1}. Ich przecigciem jest
relacja pusta, ktora nie jest cykliczna.

Nie. Wezmy relacje r = ;o {(24, 2i+1), (2i4+1,2i)} i 5 = U;ep {(20 + 1,20 + 2), (2 +2,2i + 1)}
w zbiorze Z. Ich zlozenie r o s to relacja | J;c;,1(2i,2i 4 2), (20 + 1,27 — 1)}, ktora nie jest cykliczna.
Inny przyklad to relacje » = {(0,1),(1,0),(1,2),(2,1)} i s = {(0,0),(1,2),(2,1)} w zbiorze {0,1,2}.
Ich ztozenie r o s = {(0,2), (1,0), (1,1),(2,2)} nie jest relacja cykliczna.

639d} Nie. Relacja r* nie musi by¢ symetryczna. Np. dla r» = {(0,0), (0,1),(1,1) mamy r* = r i nie
jest to relacja rownowaznosci.

Takich relacji w N jest continuum. Niech C oznacza rodzine wszystkich relacji cyklicznych w N.
Aby pokazaé, ze C > €, wezmy funkcje F : P(N) e zdefiniowana nastepujaco: F(A) = [,y fa(4),
gdzie fa = Mi.if i € A then {(24,2i + 1), (20 + 1,24)} else {(2i,2i), (2 + 1,2i + 1) }. Powyzsza definicja
jest poprawna, poniewaz kazda z relacji F'(A) jest cykliczna: dowolna liczba naturalna n jest postaci 2i
lub 2i41 dla pewnego i € Niwtedy jesli ¢ € A, to mamy cykl (2i,2i+1) zawierajacy n, a jeslii ¢ A, to
mamy cykl jednoelementowy (n). Funkcja F' jest roznowartosciowa. Istotnie, wezmy dowolne A; # A,
wtedy mozemy zalozy¢, ze istnieje takie ¢ € Ay, ze i € As. Wowczas para (2i,2i + 1) jest elementem
relacji F(A1), a nie jest elementem F(Aj). Zatem moc rodziny wszystkich relacji cyklicznych to co
najmniej continuum. Oczywiscie jest to réwniez co najwyzej continuum, bo C C P(N x N). A zatem
z tw. Cantora-Bersteina, moc rodziny C to continuum.

Nie, bo np. ®(Az.x + 1) = d(Azx.x +2) =

640bf Tak. Wezmy dowolny zbior A. Jesli A = &, to ®(Ax.x + 1) = A. W przeciwnym przypadku
dla fa = Az.if © € A then x else min A, mamy ®(f4) = A. Istotnie, w oczywisty sposéb A C ®(fa),
a zawieranie w druga strone wynika stad, ze jesli x € ®(f4), to z = fa(z) € A.

Tak, bo jest to jadro przeksztalcenia Af. f~1(®(f)).

Nie. Relacja ta nie jest antysymetryczna, poniewaz funkcja ® nie jest roznowartosciowa.

Nie. Pokazemy takie dwie relacje r i s, ze r # s ale U(r) = ¥(s). Pierwsza, to relacja pelna
r =N x N, a druga to s = {(n,m) | |n — m| jest parzyste}. Wszystkie klasy abstrakcji tych relacji sa
nieskoriczone, wigc ¥(r) = ¥U(s) = An0.

641b} Nie. Na przyktad nie ma takiej relacji v, ze ¥(r) = An.if n = 0 then 2 else 1. Klasa [0],
miataby wowczas dwa elementy, tj. [0], = {0,n} dla pewnego n # 0. Ale wtedy klasa [n], mialaby
tylko 1 element, a przeciez [0], = [n].

Poniewaz R = ¢, wiec moc zbioru R /kerw jest co najwyzej €, bo mamy kanoniczna surjekcje
AT [F]kerw : R = R/xerw. Pokazemy, ze moc naszego zbioru jest tez co najmniej €. Oznaczmy przez Pr
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zbior wszystkich liczb parzystych i okreslmy funkcje = : P(Pr) = R/kerv tak, ze E(A) = [ralker s
gdziery = {{z,y) € NxN |z =ylubz,y € N—A}. Relacjar4 ma jedna nieskoniczona klase abstrakeji
N — A, a postale klasy sa jednoelementowe. Sa to klasy [z],.,, gdzie z € A. Zatem funkcja U(r,)
przyjmuje warto$¢ 1 dla argumentéw ze zbioru A, a dla innych argumentéow wartosé zero. Inaczej
mowiac, ¥(r4) to po prostu funkcja charakterystyczna zbioru A. Poniewaz funkcje charakterystyczne
roznych zbiorow A, B, sa rézne, wiec (ra,rg) € ker U, czyli Z(A) # E(B). Funkcja = jest wiec

roznowartosciowa, skad otrzymujemy, ze R/kerw > P(Pr) = € i ostatecznie R /xerw = €.

Pokazemy, ze zbiér C/. jest mocy Rg. Zacznijmy od tego, ze jest nieskonczony, bo np. jesli
a[m](i) = if ¢ < m then 0 else 1, to a[m] o a[k] dla m # k. Wystarczy teraz udowodnié, ze C/. jest
zbiorem przeliczalnym.

Dla dowolnego stowa w = &y ... 6,—1 € D* izbioru A = {0o,...,0m-1} C D (gdzie oo < -+ < Om—1)
niech ciag {(w, A) bedzie taki, ze {(w, A)(:) = §; dla i < n oraz {(w, A)(n + mj) = p;, dla kazdego
j € N. Na przyklad, jesli w = 0343 1 A = {1,2,8}, to {&(w, A) = (0,3,4,3,1,2,8,1,2,8,...) Okreslimy
teraz funkcje = : D* x (P(D) — {@}) — C/~ przyjmujac E(w, A) = [{(w, A)].. Pokazemy, ze
funkcja = jest na zbior C/~, tj. ze dla kazdego ciagu b € C istnieja takie w i A, ze b ~ {(w, A). Stad
wywnioskujemy przeliczalnosé zbioru C/., bo zbiér D* x (P(D) — {@}) jest przeliczalny.

Rozpatrzmy wiec dowolny ciag b € C i zauwazmy, ze sg takie cyfry, ktore wystepuja w tym ciagu
nieskonczenie wiele razy. Innymi stowy, zbiér A, = {6 € D | b=1({d}) jest nieskoniczony} jest niepusty.
Jesli bowiem cyfra § wystepuje w b skoriczenie wiele razy, to zbior b=1({d}) jest ograniczony z gory przez
pewna liczbe ns. Dla n wiekszego od wszystkich takich liczb ns (ktorych jest co najwyzej 10) mamy
b(n) € Ap. Ustalmy takie n i niech wy, oznacza stowo b(0)b(1)...b(n —1). Pokazemy, ze b ~ §(wp, Ap).

Aby pokazaé, ze b jest podciagiem &(wy, Ap) okreslimy ostro rosnaca funkcje ¢ : N “IN. Dlai<n

niech (i) = ¢, natomiast dla ¢ > n uzyjemy indukcji: jako (i) wybierzemy najmniejsza liczbe £,
ktora jest wieksza od wszystkich v (j) dla j < 4, oraz spelnia warunek &(wy, Ap)(£) = b(3). Taka liczba
istnieje, bo b(i) wystepuje w £(wyp, Ap) nieskoriczenie wiele razy. Oczywiscie &(wy, Ap)(1(7)) = b(4), dla
kazdego i, ciag b jest wiec podciagiem ciagu &(wp, Ap). Analogicznie dowodzimy, ze takze &(wy, Ap)
jest podciagiem ciagu b.
Pokazemy, ze sa to liczby 11 €. Niech b € C. Jak zauwazyliSmy w czesci [642a] pewne cyfry
musza wystepowaé¢ w ciagu b nieskoiiczenie wiele razy. Przypusémy najpierw, ze jest r > 1 tych
cyfr. Dla uproszczenia, niech r = 2 (rozwiazanie dla r = 3,...,10 jest analogiczne) i niech to beda
cyfry 6 i p. Wybierzmy takie n, ze kazda cyfra b(k) dla k > n to § albo p (por. czesé .

Okreslimy funkcje f : {0,1} — [b]~ przyjmujac dla ¢ : N — {0,1} oraz dowolnego k < n, ze
fle)(k) = b(k), a dla dalszych argumentow ktadac: f(p)(n +2i) = 61 f(p)(n+2i+1)=p, gdy
o(i) =0, oraz f(p)(n+2i+1) =351 f(p)(n+2i) = p, w przeciwnym przypadku. Na przyklad jesli
n =4,0 = 2, p =31 cilag a zaczyna sie od cyfr 0434, to dla ciagu ¢ = 011011... otrzymujemy
f(p) = 0434233232233232. .. Funkcja f jest roznowartosciowa, bo dla réznych ciagow ¢ i ¢, istnieje
takie j, 7e ¢(j) £ ¢'(j), skad F(9)(n+2) # £(&')(n +27), a zatem f() # f(¢'). Stad Klasa [b]-
jest mocy continuum.

Inaczej jest, gdy w ciagu b tylko jedna cyfra, powiedzmy p, wystepuje nieskoriczenie wiele razy,
tj. ciag b jest od pewnego miejsca stale rowny p. Wtedy klasa [b]. jest jednoelementowa. Istotnie,
najpierw zauwazmy, ze jesli a ~ b to cyfra p wystepuje nieskoniczenie wiele razy w a (bo b jest
podciagiem a) i jest to jedyna taka cyfra (bo a jest podciagiem b). Zatem takze ciag a musi byé prawie
wszedzie rowny p. Niech k i £ beda najmniejszymi liczbami o tej wlasnosci, ze Vn (n > k — b(n) = p)
oraz Vn(n > £ — a(n) = p). Skoro a jest podciagiem ciagu b, to ¢ poczatkowych wyrazow ciagu a
wystepuje (w tej samej kolejnosci) wsrod k poczatkowych wyrazow ciagu b, a wiec ¢ < k. Podobnie
uzasadniamy, ze k < ¢, skad k = ¢. Pozostaje teraz tylko jedna mozliwosé: a(i) = b(i) dla i < k,
a skoro dalej mamy same p, to a = b.

Przyjmijmy oznaczenie P4 (Z4) = P(Z,)—{@}. Poniewaz moca zbioru P (Z) jest €, wigc takie
jest ograniczenie gérne zaréwno na moc zbioru ilorazowego, jak i na moc kazdej klasy abstrakcji. Zbior
ilorazowy ma moc €, poniewaz kazdy niepusty podzbiér zbioru liczb pierwszych P wyznacza osobna
klase abstrakcji. Istotnie, dla Py, Py € P4 (P), jesli p € Py — P> to p nie dzieli sie przez zadna liczbe
ze zbioru Py, a wiec Py £ Py, czyli P2 o P;. Zatem kanoniczna surjekcja k = AA.[A]., obcieta do
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zbioru P (IP) jest roznowartosciowa, co dowodzi, ze € = P (P) < P4 (Z4)/~, a zatem P (Z,)/. = C.
Pokazemy teraz, ze dla dowolnego A € P, (Z;) klasa [A]. jest mocy continuum. Ze wzgledu

na ustalone wczesniej ograniczenie gorne, wystarczy udowodnié, ze [A]. > €. Wiemy, ze A # &,
wybierzmy wiec jakie§ k € A i niech K = {kn | n > 2}. Oczywiicie K = Ry, a zatem P(K) ma moc
continuum. Okreslimy funkcje Fly : P(K) — [A]«, przyjmujac Fa(B) = (A — K) U B. Zacznijmy od
sprawdzenia, ze funkcja F4 jest dobrze okreslona, tj. ze dla kazdego podzbioru B C P(K) zachodzi
F4(B) ~ A. Nierownos¢ A < Fu(B) = (A — K) U B wynika stad, ze elementy zbioru B dziela sie
przez k, a elementy A — K dzielg sie przez siebie. Na odwroét, jesli x € A, to albo x € A— K i liczba x
dzieli sie przez siebie, albo x € K i z dzieli sie przez k € A — K. Funkcja F4 jest réznowartosciowa,
bo jesli B, B” C K oraz x € B’ — B”, to takze x € Fa(B') — Fa(B"”),box ¢ A — K.

Funkcja F nie jest na P(N) — P(N), bo funkcja stata g = AA.{5} nie jest postaci F(r) dla zadnej
relacji r € R. Mamy bowiem np. F(r)({0}) = {0} dla kazdego r. Ale funkcja F jest roznowartosciowa.
Niech r,s € R i niech r # s, na przyktad (m,n) € r —s. Wtedy F(r)({m}) = F(r)({n}), ale
F(s)({m}) # F(s)({n}), bo F(s)({m}) € [m]s, a F(s)({n}) € [n], # [m]s, a rézne klasy sa roztaczne.
Zauwazmy, ze F(1y)(A) = A, bo min[z]y,, = min{z} = z dla kazdego z. Zatem funkcja
F(1n) = idpy) jest bijekcja. A jesli z 7y dla pewnych réznych liczb x,y, to F(r) nie jest ani injekcja
ani surjekcja. Po pierwsze, wtedy min[z], = min[y|,, wiec F(r)({y}) = F(r)({z}), cho¢ {z} # {y}.
Po drugie, zbiér {z,y} nie jest wtedy wartoscia funkcji F(r). Gdyby bowiem {z,y} = F(r)(A4), to
x = min[z'], oraz y = min[y'],, dla pewnych 2’,y’ € A. Ale wtedy [2'], = [z], = [y]» = [V]», Wiec
minimum jest to samo, czyli x = y, sprzecznosc.

Najpierw ustalmy co to znaczy, ze relacja r nalezy do S. Poniewaz F(r)({i}) = {min[é],}
oraz F(r)({i + 1}) = {min[i + 1], }, wiec zawieranie F(r)({i}) C F(r)({i + 1}) oznacza po prostu, ze
(bi+1l)er. AwiecS={reR |3 (i,i+1) er}.

Pokazemy, ze zbior S jest mocy continnuum. Oczywiscie S < €, poniewaz S C P(N x N). Aby
udowodni¢, ze € < S, zdefiniujemy funkcje G : R, = S, gdzie Ry to zbior wszystkich relacji
rownowazno$ci w Ny = N — {0}. Dla dowolnej relacji » € R definiujemy relacje G(r) w ten sposob,
ze [n]gy = [n], dla wszystkich liczb n > 1 oraz [1]guy = [0lgey = [1]- U {0}. Ta definicja jest
poprawna, bo wymienione zbiory tworza podzial N. Jesdli teraz r # s, to G(r) # G(s), bo rozne
podzialy N — {0} pozostaja rozne po ,doklejeniu” zera do klasy jedynki. A wiec funkcja G jest
réznowarto$ciowa. Poniewaz zbiory N i N sa réwnoliczne, wiec takze zbiory R i R4 sa réwnoliczne,
a wiemy, ze R jest mocy €. Stad wynika, ze ¢ = R, < S. Z twierdzenia Cantora-Bernsteina
wnioskujemy, ze S = €.
648bt Zbior A; = R[@] to zbidr elementéw bez wlasciwych podzielnikow i sa to liczby pierwsze.
Natomiast R[A;], to zbior tych liczb, ktorych jedynymi dzielnikami wlasciwymi sa liczby pierwsze,
zatem 6 € Ay ale 24 ¢ Ag, bo 12]24. Jednak 2,3,4,6,8,12 € A3, skad 24 € A4 C A,,.

Niech # € R[R]. Pokazemy, ze z € R, tj. € A dla wszystkich R-indukcyjnych zbiorow A.
Wezmy wiec taki zbior A. Poniewaz x € R[R], wiec R~*(z) C R C A. To oznacza, ze x € R[A],
a skoro A jest R-indukcyjny, to € A i mamy co trzeba.

648d} (C) Wystarczy udowodnié, ze zbior A, jest R-indukcyjny. Niech wiec € R[A,]. Kazdy
element skoticzonego zbioru R~!(z) = {y € X | y Rx} nalezy do pewnego zbioru A,, wiec dla
dostatecznie duzego n mamy R~!(z) C A,,. Oznacza to, ze x € R[A,] C A1 C A,.

(D) Pokazemy przez indukcje, ze A, C R zachodzi dla wszystkich n. Inkluzja 49 = @ C R jest
oczywista. Zatozmy, ze A, C R i niech z € A,y1. Jedli x € A,, to x € R wprost z zalozenia
indukcyjnego, niech wiec z € R[A,], czyli R™!(z) C A,, C R. Zatem = € R, bo R jest R-indukcyjny.
Zalozenie (*) jest istotne. Wezmy jako przyktad zbior N U {w}, gdzie w ¢ N, i rozpatrzmy
relacje R={(n,n+1) | n € N} U {(n,w)| n € N}. Warunek (*) nie jest spelmiony przez element w.
Nietrudno sprawdzié¢, ze A, = {k | k < n} dla wszystkich n, skad w ¢ A,. Ale jedynym zbiorem
R-indukcyjnym jest NU {w}, wiec R = NU {w} # A,.

Funkcja F nie jest roznowartosciowa. Na przyklad F(<) = F(r) = {0}, gdzie < jest zwyklym
porzadkiem w N oraz r = 1y U ({0} x N).
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Ale F jest na P(N), bo dla kazdego A C N mozna wskaza¢ taka relacje r4, ze F(ry) = A. Dla A # @
mozna przyja¢ 74 = InU (A x (N — A)), a dla A = & wzia¢ na przyktad r4 =>.

Szukany obraz F(D) = {F(r) | r jest dobrze ufundowany}, to zbior P(N) — {@}. Po pierwsze,
kazdy dobrze ufundowany porzadek musi mieé¢ element minimalny (bo N jest niepustym podzbiorem N).
Zatem F(D) C P(N) — {@}. Po drugie, jesli A # @, to relacja r4 z zadania jest dobrym
ufundowaniem, ma bowiem ciagi malejace dlugosci co najwyzej 2. A wiec P(N) — {@} C F(D).
Poniewaz funkcja F obcieta do zbioru D jest na F(D) = P(N) — {@}, wiec moc zbioru D jest co
najmniej taka jak moc zbioru P(N) — {@}, czyli continuum. A wiec jest r6wna continuum, bo D C R
i wiemy, ze caly zbiér R jest mocy €.

Zbior F~1(Z) = {r € R | F(r) € Z}, to zbiér tych porzadkéw, ktére maja co najwyzej
jeden element minimalny. Poniewaz F~!(Z) C R, wiec moc tego zbioru jest co najwyzej conti-
nuum. Pokazemy, ze moc ta jest takze co najmniej continuum. W tym celu zdefiniujemy injekcje
G:P(N—{0,1}) =3 F~1(Z). Dla A C N — {0,1} niech Ag = AU {0} i niech A; = N — A,. Zbiory
Ap i A; wyznaczaja podzial N na dwie niepuste i roztaczne czesci. Funkcje G definiujemy tak:
G(A)={(m,n) |meAgAne A }U{(mn) | mneAdgAm<n}U{{mn)|m,neA Am<n}.
A wiec w porzadku G(A) wszystkie elementy Ay poprzedzaja wszystkie elementy A;. Jest to porzadek
liniowy z zerem jako najmniejszym elementem, wiec G(A) € F~1(Z) i nasza funkcja jest dobrze
okreslona. Jest to funkcja roznowartosciowa, bo jesli zbiory A, B C N — {0, 1} sa rozne i na przyktad
mamy a € A — B, to liczba a poprzedza jedynke w porzadku G(A) ale nie w porzadku G(B).
Wszystkie klasy abstrakcji tej relacji sa tej samej mocy, co zbior N — @Q, czyli sa mocy
continuum. Dla f : N — R mamy bowiem bijekcje H : (N — Q) 1n;a1> [f] okreslona wzorem H(«)(n) =

f(n)+a(n), gdzie o : N — Qin € N. Funkcja H jest dobrze okreslona, bo dla dowolnych « i n roznica
miedzy f(n) i H(a)(n) jest rowna wymiernej wartosci a(n), co oznacza, ze H(«) € [f],. Funkcja H
jest roznowartosciowa, bo jesli a(n) # B(n) dla pewnego n, to takze f(n)+a(n) # f(n)+ 5(n), a wiec
H(a) # H(f3). Wreszcie H jest na [f],, bo jesli g € [f],, to g = H(An.g(n) — f(n))

650b; Pokazemy, ze zbior ilorazowy (N— R)/, relacji r jest mocy continuum. Oczywiscie moc tego
zbioru jest mniejsza lub réwna mocy zbioru N — R, czyli €. Wystarczy wiec na przyklad wskazaé
injekcje @ : (N— {0,1}) = (N—R)/,. Zdefiniujemy ja tak: dla ¢ : N — {0,1} i n € N przyjmiemy
®(p) = [fo]r, gdzie f, = An. (n)-v/2. Przypusémy, ze ¢ # 1, tj. ¢(n) # ¥ (n), dla pewnego n. Wtedy
roznica f,(n) — fy(n) jest rowna v/2 lub —+/2 i nie jest wymierna. Zatem funkcje f, i fy naleza do
roznych klas abstrakeji, czyli ®(p) # (). Udowodnilismy wiec, ze funkcja @ jest roznowartosciowa.

Udowodnimy trudniejsza implikacje z prawej do lewej. Potrzebna nam funkcja h o wtias-
nosci h(n) > f(y), edy g(y) = n. Czyli wartosé h(n) powinna by¢ ograniczeniem goérnym zbioru
{f(y) | 9(y) = n} = f(S), gdzie S = g~'({n}). Skoro zbior g(S) = g(g~'({n})) = {n} jest ograni-
czony z gory (przez n), toi f(S) jest ograniczony i jako h(n) mozna przyja¢ dowolne jego ograniczenie.
Przy kazdym warto$ciowaniu zmiennych p, g, r nasza formutla jest albo rownowazna « albo -«
albo jest po prostu spetniona lub nie spetniona niezaleznie od o. Badamy wszystkie takie wartosciowa-
nia i ustalamy kiedy a musi by¢ prawdziwa a kiedy falszywa. Mozliwa odpowiedz to (p — ¢q) A 7.

W: Formutla ¢ o zmiennych py, ..., p, wyznacza funkcje Ao. [¢], : ({p1,...,pn} — {0,1}) — {0,1}.
Takich funkeji jest doktadnie 22", czyli skoniczenie wiele. Gdyby kazdej z tych funkeji odpowiadato tylko
skoniczenie wiele formutl ze zbioru S, to caly ten zbidér tez byltby skoriczony. Mamy wiec nieskonczenie
wiele formul wyznaczajacych te sama funkcje, a takie formuty sa rownowazne (maja to samo znaczenie
przy kazdym wartosciowaniu).

Aby skonstruowaé¢ dowod w naturalnej dedukeji, zazwyczaj postepujemy od korica, tj. szukamy
reguly wnioskowania, ktora ma by¢ uzyta w dowodzie jako ostatnia. Jesli dowodzona formutla jest
implikacja, to na og6t dobrym wyborem jest reguta wprowadzania implikacji. W tym przypadku
spodziewamy sie wiec, ze przedostatnim osadem w dowodzie jest pAqg — 7 = p — (¢ — r). Ale poniewaz
nadal po prawej stronie mamy implikacje, i to podwojna, wiec warto podjaé¢ probe udowodnienia osadu
(p Aq) = r,p,q - r. Teraz po prawej stronie jest symbol zdaniowy r, a po lewej mamy zalozenie
(p A q) — r, ktorego docelowym atomem jest tez r. To zalozenie moze postuzyé¢ do udowodnienia r
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(z pomoca regulty odrywania) jesli wezesniej udowodnimy koniunkcje pAgq. Ale to jest tatwe, bo mamy
obie skladowe p i q. Ostatecznie nasz dowdd wyglada tak:

(Ax) (Ax)
PAG—T,p,qDp PAG—=T,pqtq
(Ax) (WA)
PAG—=T,D,qEpAg—T PAG—=T,p,qEpAq )
4)
pPAG—= TP gl
(W =)
pAq—=>r,pFqg—r
(W =)
pAg—=TED—=(¢g—=7)
)

FpAg—=T)=> (= (g—T))

Osad + (p — ¢) = ((—p — ¢q) — q) dostaniemy latwo z osadu p — ¢, —p — g I ¢, a ten ostatni
pokazemy z pomoca klasycznej reguty (E——). Uzyjemy tu skrotu I’ = {p — ¢, —p — ¢}. Aby otrzymaé
I',—q F L, sprébujemy z I', ~¢ wyprowadzi¢... ¢, bo mamy w I' zalozenia koriczace sie na q. Z tych
dwodch zatozeri uzyjemy —p — ¢, bo pojawi sie wtedy negatywny cel dowodowy —p, ktéry pozwoli na
dodanie nowego zalozenia p. Dowod ponizej wymaga jeszcze na koricu dwukrotnego uzycia (W—).

— (Ax) —— (Ax)
[,—g,pFp—q I,—q,pkp
—-) — (Ax)
I',—=g,pkq I,=g,pF —q )
F7 -q,p L
(W=) (Ax)
[,—gtF—p [,=qF—-p—q
(E =) (Ax)
I',—qkq [,=q kg
(E-
I'—qF L
—— (E)
I'kgq

Teraz niech T' = {p — ¢V r,=((p = q) Vr),p} i zajmijmy si¢ dowodem osadu T' I ¢q. Zadne
zalozenie nie konczy sie na g, ale jest zatozenie konczace sie alternatywa, wiec mozna proébowaé dowodu
z reguly (EV). W tym celu wyprowadzimy trzy osady '+ gV r, T,qF q iT,r+ q. Jedynie trzeci
z nich jest nieoczywisty; dostaniemy go zauwazajac, ze kontekst I', r jest sprzeczny.

(Ax)
Tyrir
Trrpoavr ) Tar o agvn oY
,T p—=>q)VrT ,r==((p—=>q)Vr
— (Ax) — (Ay) (E-)
'HEp—qVvr I'kp T'r=1
(E =) (Ax) ——(EL1)
I'HqvVvr I'qgtq Irtq

I'tq (EV)

Na koricu tego dowodu brak jeszcze trzech krokow (W—).

662d} Osad p — gV rt (p = q) Vr wyprowadzimy przez zaprzeczenie. W tym celu wykorzystamy
zadanie [662¢} z ktorego wynika p — ¢V r,~((p > q)Vr)E (p = q) Vr.
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p—=qgVr,~((p—=q¢Vr)Fp—gq
(Ax) (WV)
p—=qVr,~((p—qVr)k=((p—q Vr) p—>qV7"ﬁ((p—>q)W)F(p—>Q)W(E )

p—=qVr,-((p—qVr)kEL

p—=qgVrkE(p—q)Vr

Flp—=qvr)=(p—=qVr)
Wskazowka: Czego nie da sie przedstawi¢ w postaci sumy dwoch niezerowych sktadnikow?
VavVyVz(R(z,y) A R(y, z) = R(z,2)) AVaVyVz(S(z,y) A S(y, z) = S(z, 2))
AJxFy3z((R(z,y) V S(x,y)) A (R(y, z) V S(y,2)) A —R(z, 2) A =S(x, 2))).
m Va(s(x) < Fy3z(x = g(y, 2) Ar(y) Ar(2))-

vay( (z,y) A s(z,y) = F2(r(z, 2) A s(z,p))).
=1, bo warunek zachodzi zawsze.

Vavy(r(z,z) Ar(y,y) = f(z,2) = f(y,y)).

Vav2y(r(z, y) As(y, z) — r(z, 2) As(z, 2)).

687b; VaVaVy(r(xz,y) A s(y, z) — r(x, 2) A s(x, 2)).

Va(Jy3z(z = f(y,2)) < Fy(r(z,y) V s(z,9))).

Jz(—Fyr(z,y) V Iy3z(r(z,y) Ar(z,z) A —(y = 2))).

L.

Nasza formuta jest spelnialna na przyktad w modelu € = (N, P%, Q%, f%), gdzie funkcja f¢ jest
stale rowna 7, a obie relacje P% i Q% sa pete (tj. P¢ = Q% = N). W tym modelu konkluzja implikacji
jest w oczywisty sposéb prawdziwa.

Formuta ta nie jest tautologia, bo nie jest prawdziwa na przyktad w modelu B = (N, P53, Q5, f5),
gdzie QF jest zbiorem pustym, PB = {0,1,2}, a fB jest funkcja nastepnika. Teraz przestanka jest
spetniona, bo B,0 |= P(z), wiec takze B,0 = Vy(P(z) V Q(y)). Ale B,4 = P(f(y)) VvV Q(y), bo 4 £ Q8
oraz fB(4) =5 ¢ PB. Zatem konkluzja nie jest spetniona.
689bt Pokazemy, ze A = Vy(P(f(y))VQ(y)) — JoVy(P(x)VQ(y)), dla kazdego A = (A, P4, QA, fA).
Rozpatrzymy dwa przypadki. Najpierw przypusémy, ze f4(a) € PA, dla pewnego a € A. Wtedy
mamy A, fA(a) = P(z). Stad A, fA(a) = Yy(P(x)VQ(y)), a wiee A = 3avy(P(x)VQ(y)). W drugim
przypadku f4(a) ¢ P4, dla wszystkich a € A. Mozna zalozy¢, ze A = Yy(P(f(y))VQ(y)) (w przeciw-
nym razie cala formula jest trywialnie prawdziwa). To znaczy, ze A,a = P(f(y)) V Q(y), dla wszyst-
kich a € A. Ale teraz mamy zawsze A,a = P(f(y)), wiec dla kazdego a € A musi by¢ A,a = Q(y).
Biorac jakiekolwiek b € B, otrzymamy A, a,b = P(x) V Q(y), skad A,b = Vy(P(z) V Q(y)) i wreszcie
A= 329y(P(2) V Q).

Ta formuta nie jest tautologia. Niech A = (N, P4 QA), gdzie PA = Q4 = {13}. Wowczas
A= 3yP(y), bo PA £ @, oraz A = V2Q(z), bo Q4 # N. Zatem A [~ JyP(y) — V2Q(z). Tymczasem
A= JyVz(P(y) = Q(2)), bo A,v = Vz(P(y) — Q(z)) na przyktad dla v(y) = 7.

690b; Ta formula jest tautologia. Mozna to sprawdzi¢ stwierdzajac, ze zatozenie JyP(y) — VzQ(2)
jest rownowazne formule —3yP(y) V VzQ(z), i dalej kolejno kazdej z formul: Vy—P(y) V VzQ(z),
Vy(—P(y) VVzQ(z)), VYyVz(=P(y)VQ(z)), VyVz(P(y) — Q(z)). A zatem calo$¢ jest rownowazna
formule VyVz(P(y) — Q(z)) — YyVz(P(y) — Q(z)), ktora jest trywialna tautologia.

Tak. Wynika to z nastepujacych rownowaznosci:

o | Jx(P(z) = VyQ(y)) ¢ Fz(=P(z) vV VyQ(y));

o = Jx(—P(z) VVyQ(y)) + JxVy(—P(z) V Q(y)) (bo y nie jest wolne w =P (x));

o | Javy(=P(z) vV Q(y)) < JaVy(P(z) = Qy)).
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Nie. Kontrprzyktadem jest model A = (N, PA, QA), w ktorym PA = @ oraz Q4 = {2,3,5,7}.
Wtedy A = YyQ(y), bo Q4 # N, a zatem A = J2(VyQ(y) — P(z)) (wartogciowanie x > 4).

Tymczasem, jakie by nie bylo a € N, zawsze A, {x — a,y — 5} = Q(y) — P(z). Dlatego
A {zx — a} = Vy(Q(y) — P(x)) 1 ostatecznie A W= JzVy(Q(y) — P(x)).

Tak. Rozpatrzmy dowolny model A = (A, PA,Q4). Jesli A [~ Jx(VyQ(y) — P(x)), to oczy-
wiscie A | Jz(VyQ(y) — P(x)) — Jz(Q(x) — P(z)). Praypusémy wiec, ze A = Jx(VyQ(y) — P(x)).
Oznacza to, ze A, {z — a} = VyQ(y) — P(x), dla pewnego a € A. Mamy wiec dwa przypadki. Pierw-
szy zachodzi wtedy, gdy A, {z — a} |= P(z), czyli gdy a € PA. Wtedy A, {z +— a} E Q(z) — P(z),
a zatem A = Jz(Q(z) — P(x)).

Drugi przypadek zachodzi wtedy, gdy A, = VyQ(y), czyli gdy Q4 # A. Jest wiec takie b € A, ze
A {zx — b} = Q(x). Stad mamy A, {x — b} = Q(z) — P(x), wiec takze A = Jz(Q(z) — P(x)).

stosujac prawa De Morgana i prawa dystrybutywnosci.

W przeciwieristwie do schematu zdaniowego (p — ¢q)V (¢ — p), nasza formula nie jest tautologia.
Na przyktad w dziedzinie liczb naturalnych symbol p moze oznaczaé¢ wlasnosé¢ podzielnosci przez 3,
a symbol ¢ wlasno$é podzielnosci przez 7.

693b} Tak. Jesli bowiem wszystkie elementy y danej dziedziny speliaja P(y), to warunek oczywiscie
jest spelniony. A jesli znajdzie sie takie a, ze P(a) nie zachodzi, to implikacja P(a) — VyP(y) jest
spetniona ,walkowerem”.

Nie. Wskazowka: wybor v zalezy nie tylko od u ale takze od x, a nawet od y.

Ta implikacja jest tautologia. Wystarczy w tym celu zauwazy¢ rownowaznosé kolejnych formut:
(VzP(z) — VyQ(y)) — JyR(y), —(VaP(z) = VYyQ(y)) Vv IyR(y), (VzP(z) A-VyQ(y))V IyR(y),
(VaP(z) A Jy=Q(y)) V IyR(y), Va(P(z) AIy—Q(y)) vV IyR(y), Va((P(x) AIy-Q(y)) Vv IyR(y)),
Vo(3y(P(z)A=Q(y))VIyR(y)), VaIy(P(z)A=Qy))VIyR(y)), VYaIy(-~(P(z) = Qy))VIyR(y)),
Vady((P(x) — Q(y)) — JyR(y)).

703bt Ta implikacja nie jest prawdziwa w modelu A = (N, PA, QA RA), gdzie PA =N, Q4 = {2,3}
i R* = @. Mamy bowiem A, {n/z,4/y} = P(z) — Q(y) dla dowolnej liczby n € N. A zatem
A = Vz3y((P(z) — Q(y)) — R(y)). Poniewaz Q* # @, wiec A |= VaP(x) — yQ(y), ale przeciez
A ¥ FyR(y). A wiec formuta nie jest tautologia.

Tak. Zauwazmy, ze przestanka implikacji jest rownowazna zdaniu Vz(—-P(z) V JyQ(y)). Po-
niewaz 2 nie jest wolne w JyQ(y), to zdanie jest rownowazne Va—P(z) V JyQ(y), a zatem zdaniu
-3z P(z) V JyQ(y). Ale y nie jest wolne w —IxP(x), wiec nasze zdanie jest rownowazne formule
Jy(=FzP(x) V Q(y)). A to jest rownowazne konkluzji naszej implikacji.

704b} Nie. Wezmy A = (N, PA QA), gdzie PA = {11} i QA = 2. Wtedy A £ VzP(x), wiec
mamy np. A,5 E VaP(x) — Q(y). Zatem przestanka implikacji jest prawdziwa w A. Natomiast
A, 11 £ P(z) — JyQ(y), wiec konkluzja jest falszywa.

Jesli w zbiorze N przyjmiemy, ze R(n) zachodzi dla n > 0, a warunek S okreslimy jako
zawsze falszywy, to przestanka naszej formuly VaR(x) — JyS(y) bedzie spelniona ,walkowerem”.
Ale konkluzja Va3y(R(z) — S(y)) nie bedzie spelniona. Dla x = 5 nie znajdziemy takiego n, aby ze
spelnionego warunku 5 > 0 wynikal niemozliwy warunek S(n). A wiec formuta (a) nie jest tautologia.

Ta formula jest tautologia, bo przestanka i konkluzja sa w istocie réwnowazne. Aby si¢ o tym
przekona¢ przeksztalcimy konkluzje Jz(R(x) — S(x)) najpierw do postaci Jz(—R(z) V S(z)), potem
do postaci 3z —R(z) V 3z S(z), a nastepnie do =Vz R(z) V 3z S(z). W koncu dostajemy formule
Vz R(x) — Jx S(x), rozniaca sie od Va R(x) — Jy S(y) tylko nazwa jednej zmiennej zwiazane;j.
Przyklad z jednym symbolem relacyjnym: Vaz3yVz(P(z,y) A —-P(y,z) A P(y,z) = P(x, z)).



