
Podstawy matematyki dla informatyków
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Wykªadowcy/koordynatorzy

▶ Jacek Chrz¡szcz,
chrzaszcz@mimuw.edu.pl,

▶ Paweª Urzyczyn,
urzy@mimuw.edu.pl.

◦
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Ogólnodost¦pna strona przedmiotu

http://www.mimuw.edu.pl/�urzy/Pmat

▶ Skrypt: pomat.pdf
▶ Zadania: zadania23.pdf
▶ Obrazki: slajdy231.pdf

Moodle

https://moodle.mimuw.edu.pl/course/view.php?id=1862

▶ Jak wy»ej.
▶ Zagadki itp. ...
▶ Forum ogólne i dla poszczególnych grup, czat, ...

◦
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Konsultacje

Wszyscy prowadz¡cy zaj¦cia odbywaj¡ w ustalonych godzinach
konsultacje dla studentów.

Konsultacje P. Urzyczyna: czwartki, 19:00 - 20:30, zdalnie:

https://us02web.zoom.us/j/84593508534

Konsultacje J. Chrz¡szcza: czwartki 14:15 � 15:45, pok. 5710

Uwaga: te terminy mog¡ ulega¢ zmianom.

◦
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Zaliczenie przedmiotu

Aby zaliczy¢ przedmiot nale»y
zaliczy¢ ¢wiczenia i zda¢ egzamin.

1. O zaliczeniu ¢wicze« decyduje prowadz¡cy ¢wiczenia.

2. Aby zaliczy¢ ¢wiczenia nale»y koniecznie zaliczy¢:
▶ prace domowe;
▶ klasówk¦;
▶ inne zagadki.

3. W razie w¡tpliwo±ci patrz punkt 1.

◦
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Ocena ko«cowa

Ocena ko«cowa z przedmiotu zostanie ustalona
(w pierwszym terminie) na podstawie maksimum
z dwóch wielko±ci:

1. Wynik egzaminu

2. �rednia wa»ona wyniku klasówki (30% )
i egzaminu (70%)

Punkty z ewentualnej klasówki poprawkowej nie licz¡ si¦
do wyniku ko«cowego.

W drugim terminie ocena ko«cowa b¦dzie ustalana
na podstawie samego egzaminu.

◦
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Klasówka

Klasówka b¦dzie w czwartek 14 grudnia

(zamiast wykªadu)

◦
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Zagadki-niespodzianki

W najbli»szym czasie b¦dzie udost¦pniony na Moodlu
�quiz� sprawdzaj¡cy znajomo±¢ podstawowych

de�nicji.

Nale»y go rozwi¡za¢ przed poniedziaªkowymi
¢wiczeniami (do niedzieli, godz. 23:59).

Takich niespodzianek b¦dzie jeszcze kilka.

◦
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http://www.mimuw.edu.pl/~urzy/Pmat
http://www.mimuw.edu.pl/~urzy/Pmat/pomat.pdf
http://www.mimuw.edu.pl/~urzy/Pmat/zadania23.pdf
http://www.mimuw.edu.pl/~urzy/Pmat/slajdy231.pdf
https://moodle.mimuw.edu.pl/course/view.php?id=1862
https://us02web.zoom.us/j/84593508534?pwd=b1d6QXg0cHhCS3R1eXZkV3FlOTg0dz09


Egzamin zerowy

Do egzaminu zerowego (przed sesj¡ zimow¡) mog¡
przyst¡pi¢ osoby, które:

▶ uzyskaªy z kolokwium co najmniej 90% punktów,
▶ maj¡ zaliczone prace domowe,
▶ zgªosz¡ gotowo±¢ do egzaminu najpó¹niej 7 stycznia.

Tryb egzaminu (ustny/pisemny) zale»nie od liczby ch¦tnych.

◦
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Ró»ne ksi¡»ki dla dociekliwych

▶ Stewart, Tall,
▶ Kuratowski,
▶ Kuratowski, Mostowski,
▶ Bªaszczyk, Turek,
▶ Guzicki, Zakrzewski,
▶ Rasiowa.
▶ Zbiory zada«:

▶ Marek, Onyszkiewicz,
▶ Guzicki, Zakrzewski,
▶ �awrow, Maksimowa.

◦
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Books in English

▶ Ian Stewart, David Tall, The Foundations of Mathematics,

▶ David Makinson, Sets, Logic and Maths for Computing

▶ Kees Doets and Jan van Eijck, The Haskell Road
to Logic, Maths and Programming

▶ Glynn Winskel, Set Theory for Computer Science

◦
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Co to s¡ �podstawy matematyki�?

Dwa znaczenia:

▶ podstawowe wiadomo±ci o matematyce;

▶ metamatematyka - dziaª matematyki zajmuj¡cy si¦
j¦zykiem i struktur¡ samej matematyki:

� logika, teoria zbiorów, teoria oblicze«, . . .

◦
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Juliusz Sªowacki wielkim poet¡ byª

Chodzi mi o to, aby j¦zyk gi¦tki

Powiedziaª wszystko, co pomy±li gªowa

(. . . )

Aby przeleciaª wszystko ducha skrzydªem.

Strofa by¢ winna taktem, nie w¦dzidªem.

(Beniowski, Pie±« pi¡ta)

◦
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Spójniki zdaniowe

Koniunkcja: napis α ∧ β czytamy �α i β�;

Alternatywa: napis α ∨ β czytamy �α lub β�;

Implikacja: napis α → β czytamy � je±li α to β�;

Równowa»no±¢: napis α ↔ β czytamy
�α wtedy i tylko wtedy, gdy β�;

Negacja: napis ¬α czytamy �nieprawda, »e α�.

Faªsz oznaczamy symbolem ⊥, prawd¦ symbolem ⊤.

◦
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Dwuwarto±ciowa logika: 1 = prawda, 0 = faªsz

α β ¬α α ∧ β α ∨ β α ↔ β

0 0 1 0 0 1

0 1 1 0 1 0

1 0 0 0 1 0

1 1 0 1 1 1

Przykªad: wyra»enie α ∨ ¬α ma zawsze warto±¢ 1.
Takie wyra»enia nazywamy tautologiami.

◦

15

Przemienno±¢ i ª¡czno±¢

Wieloczªonowe koniunkcje i alternatywy
piszemy bez nawiasów, np. α ∧ β ∧ γ ∧ δ,
i w dowolnej kolejno±ci.

Ale nie piszemy tak: p ∨ q ∧ r ,
bo (p ∨ q) ∧ r znaczy co innego ni» p ∨ (q ∧ r)

◦
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Implikacja materialna

α β α → β

0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1

Warto±¢ logiczna implikacji zale»y wyª¡cznie od warto±ci
logicznych stwierdze« α i β, a nie zale»y od zwi¡zku
przyczynowo-skutkowego, nast¦pstwa w czasie, itp.

Wa»ne: Implikacja α → β znaczy to samo, co ¬α ∨ β

◦
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Które z nast¦puj¡cych zda« jest materialnie prawdziwe?

▶ Je±li przycisk jest wci±ni¦ty, to dzwonek dzwoni.

▶ Je±li dzwonek dzwoni, to przycisk jest wci±ni¦ty.

◦
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Kwanty�katory

Ogólny:

Napis ∀x W (x) czytamy: �Ka»de x ma wªasno±¢ W (x)�

albo �Dla ka»dego x zachodzi W (x)�

Szczegóªowy:

Napis ∃x W (x) czytamy: �Pewne x ma wªasno±¢ W (x)�

albo �Istnieje takie x , »e W (x)�.

◦
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Kwanty�katory ograniczone

Ogólny:

∀x :N.W (x) albo ∀x∈N.W (x) czytamy:
�Ka»de x , które jest liczb¡ naturaln¡, ma wªasno±¢ W (x)�

Szczegóªowy:

∃x :N.W (x) albo ∃x∈N.W (x) czytamy:
�Pewne x , które jest liczb¡ naturaln¡, ma wªasno±¢ W (x)�

Napis ∀x W (x) zwykle oznacza ∀x :D.W (x), gdzie D jest
domy±ln¡ dziedzin¡ dla zmiennej x .

◦
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Zmienne wolne i zwi¡zane

Interpretacja stwierdzenia �x > 4� zale»y od warto±ci x .

Interpretacja zdania ∀x :N. x > 4 nie zale»y od warto±ci x .

Zdanie ∀x :N. x > 4 wyra»a t¦ sam¡ my±l co ∀y :N. y > 4.

(Ka»da liczba naturalna jest wi¦ksza ni» cztery.)

W formule x > 4 zmienna x jest wolna.

W zdaniu ∀x :N x > 4 zmienna x jest zwi¡zana.

◦
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Które zmienne s¡ tu wolne, a które zwi¡zane?

∀x :N (x > 0 ∨ x ≤ y) → x = 1

Zasi¦g kwanty�katora obejmuje tylko zielone x.

Jak to lepiej zapisa¢?

∀z :N (z > 0 ∨ z ≤ y) → x = 1

◦
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�Odpowiednie da¢ rzeczy � sªowo� 1

W matematyce posªugujemy si¦ j¦zykiem naturalnym.

Róbmy to w sposób precyzyjny i jednoznaczny.

I pami¦tajmy o ró»nicach pomi¦dzy j¦zykami.

◦

1Norwid te».
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�wiczenie (faªszywi przyjaciele)

Czy te dwa zdania s¡ podobne?

Liczby m i n s¡ pierwsze.

Liczby m i n s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Pierwsze zdanie mówi o wªasno±ciach pojedynczych liczb:

Pierwsze(m) ∧ Pierwsze(n).

Drugie zdanie mówi o zwi¡zku mi¦dzy liczbami:

Wzgl¦dnie_pierwsze(m, n).

◦
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�wiczenie (faªszywi przyjaciele)

Jak wypowiedzie¢ zaprzeczenie zdania:

1. Liczby m i n s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Odpowied¹:
Liczby m i n nie s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

2. Liczby m i n s¡ pierwsze.

Odpowied¹:
Która± z liczb m i n nie jest pierwsza.

◦
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Zaprzeczenie zdania z kwanty�katorem

Prawa De Morgana dla kwanty�katorów:

¬∃x .W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x .¬W (x).

¬∀x W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy ∃x .¬W (x).

◦
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�wiczenie
Jak brzmi zaprzeczenie zdania

�aden pies nie goni ka»dego kota ?

Najpierw zastanówmy si¦, co dokªadnie mówi to zdanie.
Mo»emy je zapisa¢ tak:

∀x :Pies.¬∀y :Kot.Goni(x , y),

bo zwrot �»aden. . . nie� oznacza tyle, co �∀ . . .¬�.
Negacj¡ tego zdania b¦dzie wi¦c:

∃x :Pies.¬¬∀y :Kot.Goni(x , y), czyli

∃x :Pies.∀y :Kot.Goni(x , y),

co po polsku powiemy tak:

Pewien pies goni ka»dego kota.

◦
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Teoria zbiorów

◦
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Georg Cantor, Bertrand Russell

◦
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Georg Cantor:

Zbiorem nazywamy zgromadzenie w jedn¡ caªo±¢
wyra¹nie wyró»nionych przedmiotów

naszej intuicji lub naszej my±li.

{x | W (x)} oznacza zbiór wszystkich x o wªasno±ci W (x).

y ∈ A oznacza, »e y jest elementem zbioru A.

y ∈ {x | W (x)} ⇔ W (y)

Zbiór {x | W (x)} to �zmaterializowane� kryterium W (x).

◦
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Kªopoty ze zbiorami (Antynomia Russella)

{x | W (x)} oznacza zbiór wszystkich x o wªasno±ci W (x)

R = {x | x jest zbiorem i x ̸∈ x}

Je±li R ∈ R , to R ̸∈ R . . . ale je±li R ̸∈ R , to R ∈ R!

◦
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Typy

Zbiór {x | W (x)} to �zmaterializowane� kryterium W (x).

Ale nie ka»de kryterium W (x) ma sens dla dowolnego x .

Warto±ci zmiennej x nale»¡ zawsze do pewnej dziedziny D.
Takie dziedziny nazywamy typami.

Zbiory tworzymy wybieraj¡c elementy ustalonego typu:

{x :D | W (x)}

◦
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De�niowanie zbiorów: wycinanie

▶ {x :D | W (x)}, gdy elementy s¡ typu D.

y ∈ {x :D | W (x)} ⇔ y :D ∧ W (y).

▶ {x ∈ A | W (x)}, gdy chodzi o podzbiór zbioru A.

y ∈ {x ∈ A | W (x)} ⇔ y ∈ A ∧ W (y).

▶ Mo»na napisa¢ {x | W (x)} gdy typ jest oczywisty.

◦
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De�niowanie zbiorów: wyliczanie

▶ {1, 3, 5, 7} to zbiór o elementach 1, 3, 5, 7.

▶ Podobnie {2}, {x , y}, {{0, 1}, {0, 2}, {1, 6}}, itp.

▶ Takiej notacji u»ywamy ostro»nie:
▶ {x1, . . . , xn};
▶ {x1, x2, x3, . . .}.

◦
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De�niowanie zbiorów: zast¦powanie

Je±li dla ka»dego x ∈ X okre±lone jest jakie± ax ∈ Y , to zbiór

{b ∈ Y | ∃x(x ∈ X ∧ b = ax)}

zapisujemy pro±ciej tak:

{ax | x ∈ X}.

Na przykªad, zbiór {2x2 | x ∈ (−1, 2)} to przedziaª [0, 8).

Uwaga: Z tego, »e 2y 2 ∈ {2x2 | x ∈ (−1, 2)}

nie wynika, »e y ∈ (−1, 2).

◦
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Równo±¢ zbiorów (zasada jednoznaczno±ci)

Zbiory A i B s¡ równe (jest to jeden i ten sam zbiór)
wtedy i tylko wtedy, gdy maj¡ dokªadnie te same elementy.

A = B ⇔ ∀z(z ∈ A ↔ z ∈ B)

A zatem {a, b}, {b, a}, {b, a, b} i {a, b, b, a} to to samo.

◦
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Zbiór pusty

Mówimy, »e zbiór jest pusty , gdy nie ma »adnego elementu.

Fakt
Ka»dy typ D ma dokªadnie jeden pusty podzbiór.

Dowód: Gdyby byªy dwa, to miaªyby te same elementy.

Zbiór pusty oznaczamy symbolem ∅.

◦
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Zawieranie (inkluzja):

A ⊆ B ⇔ ∀z(z ∈ A → z ∈ B).

A = B ⇔ A ⊆ B ∧ B ⊆ A

Notacja:

A ̸⊆ B oznacza, »e ¬A ⊆ B . Inaczej:

A ̸⊆ B ⇔ ∃z(z ∈ A ∧ z ̸∈ B).

A ⊊ B oznacza, »e A ⊆ B , ale A ̸= B

◦
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Zbiór pot¦gowy:

Elementami zbioru P(A) s¡ wszystkie podzbiory zbioru A

X ∈ P(A) ⇔ X ⊆ A

Zbiory obiektów typu D s¡ typu P(D).

P(A) = {X :P(D) | X ⊆ A} : P(P(D))

Przykªad: P({0, 1}) = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}
P(∅) = {∅}, P({∅}) = {∅, {∅}}.

◦

39

Dziaªania na zbiorach

Niech A,B ⊆ D. Wówczas:

▶ Sum¡ zbiorów A i B nazywamy zbiór
A ∪ B = {x :D | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

▶ Iloczyn lub przeci¦cie zbiorów A i B to zbiór
A ∩ B = {x :D | x ∈ A ∧ x ∈ B}.

▶ Ró»nic¡ zbiorów A i B nazywamy zbiór
A− B = {x :D | x ∈ A ∧ x ̸∈ B}.

▶ Dopeªnienie zbioru A (do typu D) to zbiór
−A = {x :D | x ̸∈ A}

(czyli ró»nica D − A).

◦
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Zªote my±li

x ∈ A ∪ B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B

x ∈ A ∩ B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B

x ∈ A− B ⇔ x ∈ A ∧ x ̸∈ B

x ∈ −A ⇔ x ̸∈ A

◦
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Zªote my±li

x ∈ A ∪ B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B

x ̸∈ A ∪ B ⇔ x ̸∈ A ∧ x ̸∈ B

x ∈ A ∩ B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B

x ̸∈ A ∩ B ⇔ x ̸∈ A ∨ x ̸∈ B

◦
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Dziaªania uogólnione

Suma uogólniona rodziny zbiorów R:⋃
R = {x | ∃A(A ∈ R ∧ x ∈ A)}.

Uwaga:
⋃
{A,B} = A ∪ B .

Uogólniony iloczyn niepustej rodziny R:⋂
R = {x | ∀A(A ∈ R → x ∈ A)}.

Na przykªad je±li R = {{0, 2}, {2, 1}, {2}},

to
⋃
R = {0, 1, 2} oraz

⋂
R = {2}.

◦
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Zªote my±li:

x ∈
⋃

R ⇔ ∃A(A ∈ R ∧ x ∈ A).

x ∈
⋂

R ⇔ ∀A(A ∈ R → x ∈ A).

◦
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�wiczenie (prawo De Morgana)

▶ Dla dowolnych A,B zachodzi równo±¢:

−(A ∪ B) = −A ∩ −B .

Dowód: Bo dla dowolnego x mamy równowa»no±¢:

x ̸∈ A ∪ B ↔ x ̸∈ A ∧ x ̸∈ B ,

czyli

∀x (x ∈ −(A ∪ B) ↔ x ∈ −A ∩ −B).

▶ Dla dowolnych A i B zachodzi równo±¢:

−(A ∩ B) = −A ∪ −B .

◦
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Nie zawsze jest tak ªatwo

Równo±¢ A = B nie zawsze jest taka oczywista.

Cz¦sto trzeba osobno dowodzi¢, »e A ⊆ B
i osobno, »e B ⊆ A.

◦
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Nie zawsze jest tak ªatwo

Jak udowodni¢, »e A ⊆ B?

Najpierw trzeba zapyta¢: co to znaczy?

Odpowied¹: A ⊆ B znaczy, »e ∀x(x ∈ A → x ∈ B).
�Dla ka»dego x , je±li x ∈ A, to x ∈ B .�

Nale»y wi¦c pokaza¢, »e ka»dy x ∈ A nale»y do B .

Dokªadniej: nale»y zaªo»y¢, »e x ∈ A i udowodni¢, »e x ∈ B ,
gdzie x jest dowolne (tj. nic wiecej o nim nie wiadomo).

�Rozpatrzmy dowolne x ∈ A. Wtedy . . . . . . . . .
. . . . . . Zatem x ∈ B .�

◦
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�wiczenie:

Udowodni¢, »e je±li A ∪ B ⊆ C, to A− B ⊆ C − B.

Zaªó»my, »e A ∪ B ⊆ C . (Cel 1: A− B ⊆ C − B)
Rozpatrzmy dowolne x ∈ A− B . (Cel 2: x ∈ C − B)
Poniewa» x ∈ A− B , wi¦c x ∈ A oraz x ̸∈ B .
Skoro x ∈ A, to x ∈ A ∪ B .
A wi¦c z zaªo»enia wynika x ∈ C .
Ponadto x ̸∈ B , wi¦c x ∈ C − B . (Cel 2 osi¡gni¦ty)
Zatem ∀x(x ∈ A− B → x ∈ C − B),
czyli A− B ⊆ C − B . (Cel 1 osi¡gni¦ty)

Zatem je±li A ∪ B ⊆ C , to A− B ⊆ C − B .

◦
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�wiczenie:

Udowodni¢, »e je±li A ∪ B ⊆ C, to A− B ⊆ C − B.

Zaªó»my, »e A ∪ B ⊆ C . (Cel 1: A− B ⊆ C − B)
Rozpatrzmy dowolne x ∈ A− B . (Cel 2: x ∈ C − B)
Poniewa» x ∈ A− B , wi¦c x ∈ A oraz x ̸∈ B .
Skoro x ∈ A, to x ∈ A ∪ B .
A wi¦c z zaªo»enia wynika x ∈ C .
Ponadto x ̸∈ B , wi¦c x ∈ C − B . (Cel 2 osi¡gni¦ty)
Zatem ∀x(x ∈ A− B → x ∈ C − B),
czyli A− B ⊆ C − B . (Cel 1 osi¡gni¦ty)

Zatem je±li A ∪ B ⊆ C , to A− B ⊆ C − B .

◦
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�wiczenie: Udowodni¢, »e je±li A− B = ∅, to A ⊆ B.

Zaªó»my, »e A− B = ∅. (Cel 1: A ⊆ B)
Rozpatrzmy dowolne x ∈ A. (Cel 2: x ∈ B)
Zaªó»my, »e x ̸∈ B . (Cel 3: sprzeczno±¢)
Skoro x ∈ A i x ̸∈ B , to x ∈ A− B .
Ale A− B = ∅, wi¦c x ∈ ∅, sprzeczno±¢. (Cel 3 osi¡gni¦ty)
Zatem x ∈ B . (Cel 2 osi¡gni¦ty)
Zatem ∀x(x ∈ A → x ∈ B), czyli A ⊆ B . (Cel 1 osi¡gni¦ty)

Zatem je±li A− B = ∅ to A ⊆ B .

Niech A− B = ∅ oraz x ∈ A. Gdyby x ̸∈ B ,
to x ∈ A− B = ∅, sprzeczno±¢. Zatem x ∈ B .

◦
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Je±li A− B = ∅ to A ⊆ B

Zaªó»my, »e A− B = ∅. (Cel 1: A ⊆ B)
Rozpatrzmy dowolne x ∈ A. (Cel 2: x ∈ B)
Zaªó»my, »e x ̸∈ B . (Cel 3: sprzeczno±¢)
Skoro x ∈ A i x ̸∈ B , to x ∈ A− B .
Ale A− B = ∅, wi¦c x ∈ ∅, sprzeczno±¢. (Cel 3 osi¡gni¦ty)
Zatem x ∈ B . (Cel 2 osi¡gni¦ty)
Zatem ∀x(x ∈ A → x ∈ B), czyli A ⊆ B . (Cel 1 osi¡gni¦ty)

Zatem je±li A− B = ∅ to A ⊆ B .

To samo, krócej:
Niech A− B = ∅ oraz x ∈ A. Gdyby x ̸∈ B ,
to x ∈ A− B = ∅, sprzeczno±¢. Zatem x ∈ B .

◦
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Wnioskowanie przez zaprzeczenie

Twierdzenie: Je±li A− B = ∅, to A ⊆ B.

Dowód: Niech A− B = ∅ oraz x ∈ A. Gdyby x ̸∈ B ,
to x ∈ A− B = ∅, sprzeczno±¢. Zatem x ∈ B .

Dowód powy»ej u»ywa metody wnioskowania przez
zaprzeczenie, któr¡ mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ schematu:

(¬p → ⊥) → p.

�Je±li zaªo»enie ¬p prowadzi do sprzeczno±ci, to zachodzi p�
(Bo musi by¢ albo p albo ¬p.)

◦
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Przykªad: Je±li A− B ⊆ C, to A ⊆ B ∪ C.

Zaªó»my, »e A− B ⊆ C . (Cel 1: A ⊆ B ∪ C)
Rozpatrzmy dowolne x ∈ A. (Cel 2: x ∈ B ∪ C)
Wiadomo, »e x ∈ B lub x ̸∈ B .
Przypu±¢my, »e x ∈ B . (Cel 3: x ∈ B ∪ C)
Wtedy x ∈ B ∪ C . (Cel 3 osi¡gni¦ty)

Przypu±¢my, »e x ̸∈ B . (Cel 4: x ∈ B ∪ C)
Poniewa» x ∈ A i x ̸∈ B , wi¦c x ∈ A− B .
Poniewa» x ∈ A− B oraz A− B ⊆ C , wi¦c x ∈ C .
Wtedy x ∈ B ∪ C . (Cel 4 osi¡gni¦ty)

W ka»dym przypadku x ∈ B ∪ C . (Cel 2 osi¡gni¦ty)

Zatem ∀x(x ∈ A → x ∈ B ∪ C ). (Cel 1 osi¡gni¦ty)
Zatem je±li A− B ⊆ C , to A ⊆ B ∪ C .

◦
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Wnioskowanie przez przypadki

Twierdzenie: Je±li A− B ⊆ C to A ⊆ B ∪ C.

Dowód (zwi¦zªy):

Niech x ∈ A. Je±li x ∈ B , to oczywi±cie x ∈ B ∪ C .
W przeciwnym razie x ∈ A− B ⊆ C , wi¦c x ∈ C ,
czyli tak»e x ∈ B ∪ C .

Ten dowód u»ywa metody wnioskowania przez przypadki ,
któr¡ mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ schematu:

(p ∨ q) ∧ (p → r) ∧ (q → r) → r .

Najcz¦±ciej stosujemy go tak:

(p → r) ∧ (¬p → r) → r .

◦
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Liczby naturalne

55

Giuseppe Peano, Richard Dedekind

◦
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Liczby naturalne (Giuseppe Peano, 1889, 1891)

1. Zero jest liczb¡ naturaln¡.

2. Ka»da liczba naturalna n ma nast¦pnik s(n),
który jest liczb¡ naturaln¡.

3. Liczby o tych samych nast¦pnikach s¡ równe.

4. Zero nie jest nast¦pnikiem »adnej liczby naturalnej.
5. Je±li zero ma pewn¡ wªasno±¢ W , oraz

▶ z tego »e jaka± liczba naturalna ma wªasno±¢ W

wynika, »e jej nast¦pnik te» ma wªasno±¢ W ,

to ka»da liczba naturalna ma wªasno±¢ W .

◦
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Zbiór (typ) N liczb naturalnych
▶ Elementy typu N:

1. 0 : N.
2. Je±li n : N, to tak»e s(n) : N.

(Innych elementów nie ma.)

▶ Oznaczenia:

▶ s(0) = 1, s(1) = 2, itd.

▶ Wªasno±ci:

3. Je±li s(n) = s(m), to n = m.

4. Zawsze s(n) ̸= 0.

5. Je±li W (0) oraz ∀n:N(W (n) → W (s(n))),
to ∀n:N.W (n).

◦
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Wnioskowanie przez indukcj¦

Teza: ∀n :N.W (n)

Nale»y udowodni¢, »e:

1. zachodzi W (0);

2. ∀n:N (W (n) → W (s(n))).

◦
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Przykªad dowodu przez indukcj¦

Twierdzenie: ∀n :N. s(n) ̸= n.

Dowód: Stosujemy schemat indukcji do warunku

W (n) : s(n) ̸= n.

Trzeba sprawdzi¢, »e W (0) oraz ∀n:N(W (n) → W (s(n))).

(1) Krok bazowy s(0) ̸= 0 wynika z aksjomatu ∀m. s(m) ̸= 0.

(2) Krok indukcyjny: ∀n :N (s(n) ̸= n → s(s(n)) ̸= s(n)).

Rozpatrzmy dowolne n ∈ N i zaªó»my, »e s(n) ̸= n.
Gdyby s(s(n)) = s(n), to z wªasno±ci nast¦pnika
wynika s(n) = n, a to nieprawda (z zaªo»enia indukcyjnego).
Zatem s(s(n)) ̸= s(n).

◦
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Wnioskowanie przez indukcj¦

Teza: ∀n :N.W (n)

Nale»y udowodni¢, »e:

1. zachodzi W (0);

2. ∀n:N (W (n) → W (s(n))).

◦
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Wnioskowanie przez indukcj¦:
Cel: ∀n:NW (n)

...
Zatem W (0). (Krok bazowy wykonany)

Niech n ∈ N (Cel 1: W (n) → W (s(n)))
Zaªó»my, »e W (n). (Cel 2: W (s(n))
...

Zatem W (s(n)). (Cel 2 osi¡gni¦ty)
Zatem W (n) → W (s(n)). (Cel 1 osi¡gni¦ty)

Zatem ∀n:N (W (n) → W (s(n))). (Krok indukcyjny wykonany)

Zatem ∀n:NW (n)

◦
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De�niowanie przez indukcj¦: przykªad

Dla dowolnego n ∈ N okre±lamy odcinek
pocz¡tkowy n wyznaczony przez n:

0 = ∅ s(n) = n ∪ {n}.

Co jest sum¡ wszystkich takich odcinków?

Co± takiego: 0 ∪ 1 ∪ 2 . . . ?

Lepiej tak to napisa¢:
⋃

n∈N n. Albo tak:
⋃
{n | n ∈ N}.

Teraz wida¢ po co nam potrzebne sumy uogólnione.

◦
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Dziaªania niesko«czone

Suma uogólniona rodziny R:⋃
R = {x | ∃A(A ∈ R ∧ x ∈ A)}.

Uogólniony iloczyn niepustej rodziny R:⋂
R = {x | ∀A(A ∈ R → x ∈ A)}.

Na przykªad je±li 0 = ∅ oraz s(n) = n ∪ {n}, to:⋃
{n | n ∈ N} =

⋃
n∈N n = N⋂

{n | n ∈ N} =
⋂

n∈N n = ∅.

Dlaczego?

◦
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Dziaªania niesko«czone

Suma uogólniona rodziny R:⋃
R = {x | ∃A(A ∈ R ∧ x ∈ A)}.

Uogólniony iloczyn niepustej rodziny R:⋂
R = {x | ∀A(A ∈ R → x ∈ A)}.

Na przykªad je±li At = {⟨x , y⟩ | x2 + y 2 ≤ t2}, to:⋃
{At | t ∈ R} = R2 =

⋃
t∈R At⋂

{At | t ∈ R} = {⟨0, 0⟩} =
⋂

t∈R At .

Dlaczego?

◦
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Zªote my±li:

x ∈
⋃

R ⇔ ∃A(A ∈ R ∧ x ∈ A).

x ∈
⋂

R ⇔ ∀A(A ∈ R → x ∈ A).

◦
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�atwe ¢wiczenia

▶ Je±li A ∈ R, to
⋂
R ⊆ A ⊆

⋃
R.

▶ Je±li R ≠ ∅, to
⋂
R ⊆

⋃
R.

▶ Je±li R = ∅, to
⋃
R = ∅.

▶ Je±li ∅ ∈ R, to
⋂
R = ∅.

◦
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Dygresja: faªszywi przyjaciele

▶ Stwierdzenie �dla pewnego A ∈ R zachodzi x ∈ A�
zapisujemy tak:

∃A ∈ R. x ∈ A, albo tak: ∃A(A ∈ R ∧ x ∈ A).

▶ Stwierdzenie �dla ka»dego A ∈ R zachodzi x ∈ A�
zapisujemy tak:

∀A ∈ R. x ∈ A, albo tak: ∀A(A ∈ R → x ∈ A).

◦
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�wiczenie: Udowodni¢, »e
⋃

P(A) = A, dla dowolnego A.

Rozwi¡zanie: Najpierw udowodnimy, »e
⋃

P(A) ⊆ A,
potem, »e A ⊆

⋃
P(A).

(⊆) Przypu±¢my, »e a ∈
⋃

P(A). To znaczy, »e istnieje
element α zbioru P(A) o wªasno±ci a ∈ α.

Ustalmy wi¦c takie α ∈ P(A), »e a ∈ α.

Wtedy a ∈ α ⊆ A, sk¡d a ∈ A.

(⊇) Niech a ∈ A. Wtedy a ∈ {a} oraz {a} ∈ P(A).

Wskazali±my wi¦c element α zbioru P(A) o wªasno±ci a ∈ α.

Zatem a ∈
⋃

P(A).

◦
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Jak u»ywamy zaªo»enia egzystencjalnego?

. . . istnieje element α zbioru P(A) o wªasno±ci a ∈ α.

Ustalmy wi¦c takie α ∈ P(A), »e a ∈ α.

Wtedy a ∈ α ⊆ A,. . .

Sens: symbol α oznacza jaki± domniemany obiekt, o którym
nic nie wiadomo, oprócz tego, »e α ∈ P(A) oraz a ∈ α.

◦
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Cz¦sty bª¡d: �nie to samo x�

�Udowodnimy�, »e je±li A ̸= ∅ i B ̸= ∅, to A ∩ B ̸= ∅.

Skoro A ̸= ∅, to istnieje takie x , »e x ∈ A.

Skoro B ̸= ∅, to istnieje takie x , »e x ∈ B .

No to x ∈ A i x ∈ B , wi¦c x ∈ A ∩ B ?!

Na czym polega bª¡d?

Nazwa x jest zwi¡zana dwa razy.

Jak unikn¡¢ bª¦du? U»ywa¢ ró»nych zmiennych.

◦

71

Cz¦sty bª¡d: �nie to samo x�

Nie udowodnimy, »e je±li A ̸= ∅ i B ̸= ∅, to A ∩ B ̸= ∅.

Skoro A ̸= ∅, to istnieje takie x , »e x ∈ A.

Skoro B ̸= ∅, to istnieje takie y , »e y ∈ B .

Teraz wida¢, »e mo»liwe jest x ̸= y .

Na czym polega bª¡d?

Nazwa x jest zwi¡zana dwa razy. bigskip

Jak to naprawi¢? Przemianowa¢.

◦
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Para uporz¡dkowana

⟨a, b⟩ = ⟨d , e⟩ ⇔ a = d oraz b = e.

Je±li d : D oraz e : E to para ⟨d , e⟩ jest typu D × E .

Iloczyn kartezja«ski (produkt)

Je±li A ⊆ D i B ⊆ E , to

A× B = {⟨a, b⟩ :D × E | a ∈ A ∧ b ∈ B}.

◦
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Relacje

Dowolny podzbiór r iloczynu kartezja«skiego A× B nazywamy
relacj¡ z A do B . Je±li A = B , to relacja jest w zbiorze A.

Je±li ⟨x , y⟩ ∈ r , to cz¦sto piszemy x r y .

◦
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�wiczenie

Udowodni¢, »e je±li A× B ⊆ C × D, oraz B ̸= ∅, to A ⊆ C.

Rozwi¡zanie: Mamy udowodni¢, »e A ⊆ C .

Niech a ∈ A. Poniewa» B ̸= ∅, wi¦c
zbiór B ma jaki± element. Nazwijmy go b.
Wtedy ⟨a, b⟩ ∈ A× B ⊆ C × D, sk¡d ⟨a, b⟩ ∈ C × D.
A zatem a ∈ C .

Uwaga: je±li B = ∅, to A× B = ∅ dla ka»dego A.
Wtedy np. {1, 2} ×∅ = ∅ ⊆ {3, 4} × {5}, chocia»
{1, 2} ̸⊆ {3, 4}.

◦
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Suma rozª¡czna (koprodukt, suma prosta)

A⊕ B = {⟨d⟩1 | d ∈ A} ∪ {⟨e⟩2 | e ∈ B}

Element sumy rozª¡cznej A⊕ B jest

▶ albo postaci ⟨a⟩1, gdzie a ∈ A (lewa kopia elementu a),
▶ albo postaci ⟨b⟩2, gdzie b ∈ B (prawa kopia elementu b).

Lewe i prawe kopie s¡ zawsze ró»ne:

⟨x⟩i = ⟨y⟩j wtedy i tylko wtedy, gdy x = y oraz i = j .

Konwencja: Cz¦sto przyjmujemy, »e A,B ⊆ A⊕ B .
To wygodne, ale niebezpieczne!

◦
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Przykªad

Zwykªa suma {0, 1} ∪ {0} ma dwa elementy:

{0, 1} ∪ {0} = {0, 1}

Suma prosta {0, 1} ⊕ {0} ma trzy elementy:

{0, 1} ⊕ {0} = {⟨0⟩1, ⟨1⟩1, ⟨0⟩2}

◦
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Funkcje

78

De�niowanie funkcji

De�nicja wprost:

f (x) = x + y λx . x + y

De�nicja warunkowa:

g(n) =

{
n/2, je±li n jest parzyste;
3n + 1, w przeciwnym przypadku.

g(n) = if (n jest parzyste) then n/2 else 3n + 1.

◦
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De�niowanie funkcji

De�nicja implicite:

h(n) = ım:N. (3 ·m ≤ n) ∧ (n < 3 · (m + 1))

Napis ıx .W (x) czytamy: � jedyne x o wªasno±ci W (x)�

De�nicja indukcyjna: f (0) = 0, f (s(n)) = s(s(f (n))).

�wiczenie: Co to za funkcja? A jak to udowodni¢?
Przez indukcj¦!

◦
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Funkcje caªkowite i cz¦±ciowe

Napis f : A → B oznacza, »e f jest funkcj¡ z A do B .
(Ka»demu a ∈ A przypisane jest dokªadnie jedno f (a) ∈ B .)

Napis BA oznacza zbiór wszystkich funkcji z A do B .
To samo oznacza napis A → B .

f : A −◦� B oznacza, »e f jest funkcj¡ cz¦±ciow¡ z A do B .
(Niektórym a ∈ A przypisane s¡ f (a) ∈ B .)

Dziedzina funkcji:

Dom(f ) = {x | f (x) jest okre±lone}.

(Je±li f : A → B , to Dom(f ) = A.)

◦
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Funkcje

Przeciwdziedzina funkcji f : A → B to zbiór B .

Przy tej de�nicji przeciwdziedzina zale»y od kontekstu.

Bo je±li f : A → B i B ⊆ C , to tak»e f : A → C .

Zbiór warto±ci funkcji f : A → B to zbiór

Rg(f ) = {y ∈ B | ∃x∈A. f (x) = y} = {f (x) | x ∈ A}

Je±li f : A → B , to Dom(f ) = A oraz Rg(f ) ⊆ B .

82

Równo±¢ funkcji

Dla f , g : A → B ,

f = g wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x :A. f (x) = g(x);

f ̸= g wtedy i tylko wtedy, gdy ∃x :A. f (x) ̸= g(x).

Wykres funkcji:

W(f ) = {⟨x , y⟩ | f (x) = y}

Funkcje o tym samym wykresie s¡ równe.

◦
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�wiczenie

f = g wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x :A. f (x) = g(x);

Ile jest ró»nych funkcji:

▶ ze zbioru pustego do pustego? 1
▶ ze zbioru pustego do niepustego? 1
▶ ze zbioru niepustego do pustego? 0
▶ ze zbioru jednoelementowego do jednoelementowego? 1
▶ ze zbioru jednoelementowego do dwuelementowego? 2
▶ ze zbioru dwuelementowego do pi¦cioelementowego? 25

◦
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Wªasno±ci funkcji

85

f : A → B

▶ Funkcja ró»nowarto±ciowa (injekcja), ozn. f : A
1−1−→ B

∀x , y ∈A (x ̸= y → f (x) ̸= f (y))

∀x , y ∈A (f (x) = f (y) → x = y)

▶ Funkcja na B (surjekcja), ozn. f : A
na−→ B

∀y ∈B ∃x ∈A (f (x) = y)

Inaczej: B = Rg(f )

▶ Funkcja ró»nowarto±ciowa i na, to bijekcja (f : A
1−1−→
na

B).

Je±li istnieje bijekcja f : A
1−1−→
na

B , to piszemy A ∼ B

i mówimy, »e zbiory A i B s¡ równoliczne.

◦
86

Przykªady

Funkcja identyczno±ciowa idA : A → A jest bijekcj¡.

Funkcja nast¦pnika s : N→ N jest ró»nowarto±ciowa.

Niech π1 : A× B → A i π2 : A× B → B b¦d¡ okre±lone tak:

π1(⟨a, b⟩) = a, π2(⟨a, b⟩) = b.

Dla A,B ̸= ∅, te funkcje (rzutowania) s¡ surjekcjami.

Niech in1 : A → A⊕ B i in2 : B → A⊕ B b¦d¡ okreslone tak:

in1(a) = ⟨a⟩1, in2(b) = ⟨b⟩2
Te funkcje (wªo»enia) s¡ ró»nowarto±ciowe.

◦
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�wiczenie

Niech f : P(N)× P(N) → P(N) b¦dzie taka, »e
f (⟨C ,D⟩) = C ∩ D, dla dowolnych C ,D ⊆ N.

Czy funkcja f jest ró»nowarto±ciowa?

Odpowied¹: Nie, bo na przykªad

f (⟨{0}, {1}⟩) = ∅ = f (⟨{2}, {1}⟩).

Czy funkcja f jest na P(N)?

Odpowied¹: Tak, bo dla dowolnego A ∈ P(N) mamy

A = f (⟨A,A⟩).

◦
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Takie proste twierdzenie. . .

. . . które wcale nie jest takie oczywiste.

Twierdzenie
Je±li A i B s¡ niepustymi zbiorami,

to nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
▶ Istnieje injekcja z A do B;
▶ Istnieje surjekcja z B na A.

89

Operacje na funkcjach

90

Obci¦cie

Obci¦cie funkcji f : A → B do podzbioru C ⊆ A,
to taka funkcja f ↾C : C → B , »e f ↾C (a) = f (a) dla a ∈ C .

Wtedy Dom(f ↾C ) = C .

◦
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Funkcja odwrotna
Funkcja odwrotna do f : A

1−1

−◦� B to funkcja f −1 : B −◦� A

f −1(y) = ıx ∈A. f (x) = y .

Jest okre±lona tylko dla funkcji ró»nowarto±ciowej. Wtedy:

f −1(y) = x ⇔ f (x) = y .

Warto±¢ f −1(y) jest okre±lona dla y ∈ Rg(f ).

Funkcja f −1 przyjmuje wszystkie warto±ci w zbiorze Dom(f ):

f −1 : Rg(f )
na−→ Dom(f ).

Funkcja odwrotna jest ró»nowarto±ciowa,
bo je±li f −1(y) = f −1(z) = x , to y = f (x) = z .

Ostatecznie:

f −1 : Rg(f )
1−1−→
na

Dom(f ).

◦
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f −1 : Rg(f )
1−1−→
na

Dom(f )

Wniosek:

Je±li f : A
1−1−→ B, to f −1 : Rg(f )

1−1−→
na

A.

(bo wtedy Dom(f ) = A)

Je±li f jest bijekcj¡ z A do B, to f −1 jest bijekcj¡ z B do A.

(bo wtedy Rg(f ) = B).

Wniosek: Je±li A ∼ B , to B ∼ A.

◦
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Zªo»enie funkcji

Niech f : A → B oraz g : B → C . Zªo»eniem funkcji f i g
nazywamy funkcj¦ g ◦ f : A → C okre±lon¡ równaniem

(g ◦ f )(x) = g(f (x)).

Przykªad: (λx . x + 1) ◦ (λx . 2x) = λx . 2x + 1.
(λx . 2x) ◦ (λx . x + 1) = λx . 2(x + 1).

◦
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Wªasno±ci operacji skªadania

Niech f : A → B oraz g : B → C . Zªo»eniem funkcji f i g
nazywamy funkcj¦ g ◦ f : A → C okre±lon¡ równaniem

(g ◦ f )(x) = g(f (x)).

Fakt
1) Je±li f : A → B, g : B → C i h : C → D, to

h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f .
2) Je±li f : A

1−1−→
na

B, to f −1 ◦ f = idA oraz f ◦ f −1 = idB .

3) Je±li f : A → B, to f ◦ idA = f = idB ◦ f .

◦
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Wªasno±ci operacji skªadania

Niech f : A → B oraz g : B → C . Zªo»eniem funkcji f i g
nazywamy funkcj¦ g ◦ f : A → C okre±lon¡ równaniem

(g ◦ f )(x) = g(f (x)).

Fakt
1) Je±li f : A

1−1−→ B oraz g : B
1−1−→ C to g ◦ f : A

1−1−→ C.

2) Je±li f : A
na−→ B oraz g : B

na−→ C to g ◦ f : A
na−→ C.

◦
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Obraz podzbioru C ⊆ A przy przeksztaªceniu f : A → B
A B

C
f (C )f
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XXXXXXXXXXXXXXXXz

-

�������������������:
-

f (C ) = {f (a) | a ∈ C}.

◦
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Obraz

Niech f : A −◦� B . Obraz zbioru C ⊆ A przy
przeksztaªceniu f to zbiór

f (C ) = {b ∈ B | ∃a ∈ Dom(f ) (a ∈ C ∧ f (a) = b)}.

W skrócie:

f (C ) = {f (a) | a ∈ C}.

Inne oznaczenia obrazu: f⃗ (C ), f [C ].

◦
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Przeciwobraz D ⊆ B przy przeksztaªceniu f : A → B
A B

f −1(D)
Df
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f −1(D) = {a ∈ A | f (a) ∈ D}

◦

99

Przeciwobraz

Przeciwobraz zbioru D ⊆ B przy f : A −◦� B to zbiór:

f −1(D) = {a ∈ Dom(f ) | f (a) ∈ D} ⊆ A.

Dla funkcji caªkowitej to po prostu:

f −1(D) = {a ∈ A | f (a) ∈ D}.

◦
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�wiczenie

Niech f : P(N)× P(N) → P(N) b¦dzie taka, »e
f (⟨C ,D⟩) = C ∩ D, dla dowolnych C ,D ⊆ N.

Znale¹¢ przeciwobraz zbioru {N} przy f , czyli f −1({N}).

Czy to pytanie ma sens? Czy {N} ⊆ P(N) ?

Tak, bo N ∈ P(N), wi¦c {N} ⊆ P(N).

Rozwi¡zanie: f −1({N}) = {⟨C ,D⟩ | f (⟨C ,D⟩) ∈ {N}}

= {⟨C ,D⟩ | C ∩ D = N}

= {⟨N,N⟩}

◦
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�wiczenie
Niech f : P(N)× P(N) → P(N) b¦dzie taka, »e
f (⟨C ,D⟩) = C ∩ D, dla dowolnych C ,D ⊆ N.

Pr - zbiór wszystkich liczb parzystych.

Znale¹¢ obraz f (P(Pr)× P(Pr)).

Rozwi¡zanie: Niech L = f (P(Pr)× P(Pr)).

L = {f (⟨C ,D⟩) | ⟨C ,D⟩ ∈ P(Pr)× P(Pr)}

= {C ∩ D | C ⊆ Pr ∧ D ⊆ Pr}

= P(Pr)

Istotnie:

Je±li C ,D ⊆ Pr, to C ∩ D ⊆ Pr, zatem L ⊆ P(Pr).

Je±li E ⊆ Pr, to E = E ∩ E , zatem P(Pr) ⊆ L.

◦
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Funkcje wieloargumentowe

Funkcje o dwóch i wi¦cej argumentach traktujemy jak zwykªe
funkcje okre±lone na iloczynie kartezja«skim.

Je±li f : A× B → C , to zamiast f (⟨x , y⟩) piszemy f (x , y).

Na przykªad dodawanie liczb naturalnych to funkcja typu

N× N→ N

◦
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No zaraz, ale co to w ogóle jest dodawanie?

Czy dodawanie mo»na zde�niowa¢
z pomoc¡ samej operacji nast¦pnika?

Mo»na.
Jak?
Przez indukcj¦!

◦
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De�niowanie funkcji przez indukcj¦

Dodawanie (funkcja typu N× N→ N):

0+ n = n;
s(m) + n = s(m + n).

Mno»enie:

0 · n = 0;
s(m) · n = m · n + n.

◦
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Dwa razy dwa

0+ n = n
s(m) + n = s(m + n)

0 · n = 0
s(m) · n = m · n + n

2 · 2 = 1 · 2+ 2 = (0 · 2+ 2) + 2 =

(0+ 2) + 2 = 2+ 2 = s(1+ 2) =

s(s(0+ 2)) = s(s(2)) = s(s(s(s(0)))) = 4.

◦
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Schemat de�niowania przez indukcj¦

De�nicja funkcji f : N× D1 × · · · × Dk → E przez indukcj¦
ze wzgl¦du na pierwszy argument:

f (0, d1, . . . , dk) = g(d1, . . . , dk);
f (s(m), d1, . . . , dk) = h(m, d1, . . . , dk , f (m, d1, . . . , dk)).

Na przykªad dodawanie (k = 1, D1 = N, E = N):

0+ n = n;
s(m) + n = s(m + n).

Tutaj g(n) = n oraz h(m, n, k) = s(k).

U»ywaj¡c tego schematu de�niujemy mno»enie, pot¦gowanie. . .

◦
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Dowodzenie przez indukcj¦

0+ n = n s(m) + n = s(m + n)

Fakt
Dodawanie jest ª¡czne: dla dowolnych liczb m, k , l ∈ N
zachodzi równo±¢ m + (k + l) = (m + k) + l .

Dowód: Indukcja ze wzgl¦du na m.
Udowodnimy, ze ka»da liczba m : N ma wªasno±¢

∀k , l :N.m + (k + l) = (m + k) + l .

Po pierwsze, 0+ (k + l) = (k + l) = (0+ k) + l .
Po drugie z warunku m + (k + l) = (m + k) + l wynika
s(m) + (k + l) = s(m + (k + l)) = s((m + k) + l) =
s(m + k) + l = (s(m) + k) + l i dobrze.

◦
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Dowodzenie przez indukcj¦

W podobny sposób dowodzimy wielu innych wªasno±ci liczb
naturalnych. Na przykªad

▶ »e dodawanie jest przemienne;
▶ »e mno»enie jest ª¡czne i przemienne, itp.

Z przemienno±ci dodawania wynika m.in., »e

s(n) = s(0+ n) = s(0) + n = n + s(0).

A wi¦c s(n) = n + 1.

Podobnie, n = 0+ n = n + 0. A wi¦c n + 0 = n.

◦
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Przykªad

De�niujemy ci¡g zbiorów {An}n∈N:

A0 = {0, 2}, An+1 = {x + y | x , y ∈ An}.

To te» szczególny przypadek schematu

f (0, d1, . . . , dk) = g(d1, . . . , dk);
f (s(m), d1, . . . , dk) = h(m, d1, . . . , dk , f (m, d1, . . . , dk)).

(k = 0, f : N→ P(N), h(m,X ) = {x + y | x , y ∈ X}.)

�wiczenie:⋃
n∈N An = Parzyste.

◦
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Nierówno±ci liczb naturalnych

De�nicja:
� napis m ≤ n oznacza, »e m + k = n, dla pewnego k ;
� napis m < n oznacza, »e m ≤ n, ale m ̸= n.

Wniosek:

Je±li m < n, to oczywi±cie m + k = n, dla pewnego k ̸= 0.

I na odwrót (ale to wymaga dowodu przez indukcj¦).

◦
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Wªasno±ci nierówno±ci

Trzy ªatwe ¢wiczenia:

(1) Dla dowolnych m, n ∈ N:

m ≤ n, wtedy i tylko wtedy, gdy m < s(n).

(2) Dla dowolnych m, n ∈ N:

m ≤ n wtedy i tylko wtedy, gdy s(m) ≤ s(n).

Przypomnijmy, »e 0 = ∅ s(n) = n ∪ {n}.

(3) Dla dowolnego n ∈ N:

n = {k ∈ N | k < n}.

◦
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Wªasno±ci relacji nierówno±ci

▶ Zwrotno±¢: ∀n ∈ N. n ≤ n.

▶ Przechodnio±¢: ∀nmk ∈ N. n ≤ m ∧m ≤ k → n ≤ k .

▶ Antysymetria: ∀nm ∈ N. n ≤ m ∧m ≤ n → n = m.

▶ Spójno±¢: ∀nm ∈ N. n ≤ m ∨m ≤ n.

Mówimy, »e relacja ≤ jest liniowym porz¡dkiem.

◦

113

Wªasno±ci relacji nierówno±ci

▶ Zwrotno±¢: ∀n ∈ N. n ≤ n.

▶ Przechodnio±¢: ∀nmk ∈ N. n ≤ m ∧m ≤ k → n ≤ k .

▶ Antysymetria: ∀nm ∈ N. n ≤ m ∧m ≤ n → n = m.

▶ Spójno±¢: ∀nm ∈ N. n ≤ m ∨m ≤ n.

Dowody opuszczamy z braku czasu.

◦
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Wró¢my do funkcji

�wiczenie

115

�wiczenie: Niech φ : P(A× B) → P(A)B , gdzie:

φ(∆)(b) = {a ∈ A | ⟨a, b⟩ ∈ ∆},

dla dowolnego ∆ ∈ P(A× B) i dowolnego b ∈ B.
Pokaza¢, »e ta funkcja jest ró»nowarto±ciowa.

Rozwi¡zanie: Dla ∆ ̸= Σ ma zachodzi¢ φ(∆) ̸= φ(Σ).
Niech wi¦c ∆ ̸= Σ. Co to znaczy?

�e istnieje para ⟨x , y⟩ nale»¡ca do ∆− Σ, lub istnieje
para ⟨x , y⟩ nale»¡ca do Σ−∆. Przypu±¢my, »e zachodzi
pierwszy przypadek (drugi jest podobny).

Mamy pokaza¢, »e φ(∆) ̸= φ(Σ). Co to znaczy?

Trzeba wskaza¢ takie b, »eby φ(∆)(b) ̸= φ(Σ)(b).

Wystarczy wskaza¢ takie a, b, »e ⟨a, b⟩ ∈ ∆, ale ⟨a, b⟩ ̸∈ Σ.

Mo»na przyj¡¢ a = x i b = y .

◦
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�wiczenie: Niech φ : P(A× B) → P(A)B , gdzie:

φ(∆)(b) = {a ∈ A | ⟨a, b⟩ ∈ ∆},

dla dowolnego ∆ ∈ P(A× B) i dowolnego b ∈ B.
Pokaza¢, »e ta funkcja jest na P(A)B .

Rozwi¡zanie: Ka»dy element zbioru P(A)B ma by¢ warto±ci¡
funkcji φ. Elementy zbioru P(A)B to funkcje z B do P(A).

Rozpatrzmy wi¦c dowoln¡ funkcj¦ F : B → P(A).
Szukamy takiego zbioru ∆, »e φ(∆) = F .
Czyli takiego, »e φ(∆)(b) = F (b), dla dowolnego b ∈ B .

Inaczej, {a ∈ A | ⟨a, b⟩ ∈ ∆} = F (b).

Albo tak: ⟨a, b⟩ ∈ ∆ ⇔ a ∈ F (b).

No to we¹my ∆ = {⟨a, b⟩ | a ∈ F (b)}. Wtedy dla b ∈ B :

φ(∆)(b) = {a ∈ A | ⟨a, b⟩ ∈ ∆} = {a ∈ A | a ∈ F (b)} = F (b).

◦
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Równoliczno±¢ zbiorów

De�nicja
Zbiory A i B s¡ równoliczne (tej samej mocy), gdy istnieje

bijekcja f : A
1−1−→
na

B . Piszemy A ∼ B lub A = B .

Z poprzedniego ¢wiczenia wynika, »e P(A× B) ∼ P(A)B .

Zbiory P(A× B) i P(A)B s¡ równoliczne.

◦
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Proste wªasno±ci

Dla dowolnych A,B ,C :

▶ A ∼ A;
▶ je±li A ∼ B , to B ∼ A;
▶ je±li A ∼ B i B ∼ C , to A ∼ C ;
▶ je±li A ∼ ∅, to A = ∅.

◦
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Zbiory sko«czone

120



Zbiory sko«czone

Odcinek pocz¡tkowy wyznaczony przez n,
to zbiór n = {m :N | m < n}, ozn. te» przez O(n).
(Czasem uto»samia si¦ liczb¦ n z odcinkiem n.)

De�nicja: Zbiór jest sko«czony wtedy i tylko wtedy,
gdy jest równoliczny z pewnym odcinkiem postaci n.

Pytanie: Czy tylko z jednym takim?

◦
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Lemat (¢wiczenie)

Niech a ̸∈ A i b ̸∈ B . Wówczas:

▶ Injekcja f : A ∪ {a} 1−1−→ B ∪ {b} istnieje wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje injekcja g : A
1−1−→ B .

▶ Dla B ̸= ∅, surjekcja f : A ∪ {a} na−→ B ∪ {b} istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja g : A

na−→ B .

▶ A ∪ {a} ∼ B ∪ {b} wtedy i tylko wtedy, gdy A ∼ B .

◦
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Fakt
1. Je±li istnieje injekcja f : m

1−1−→ n, to m ≤ n.

2. Je±li istnieje surjekcja f : m
na−→ n, to m ≥ n.

Dowód jest przez indukcj¦ ze wzgl¦du na m.

Szczegóªy opuszczamy.

◦
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Fakt
1. Je±li istnieje injekcja f : m

1−1−→ n, to m ≤ n.

2. Je±li istnieje surjekcja f : m
na−→ n, to m ≥ n.

Wniosek
Dla ka»dych m, n ∈ N, je±li m ∼ n to m = n.

Wniosek
Je±li A ∼ n i A ∼ m, to m = n.

Moraª: Zbiór A jest sko«czony wtedy i tylko wtedy, gdy
jest równoliczny z dokªadnie jednym odcinkiem postaci n.

Mówimy, ze zbiór A jest n-elementowy i piszemy A = n.

◦
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Fakt
1. Je±li istnieje injekcja f : m

1−1−→ n, to m ≤ n.

2. Je±li istnieje surjekcja f : m
na−→ n, to m ≥ n.

Wniosek
Niech zbiór A ma m elementów, a zbiór B ma n elementów.

1. Je±li istnieje injekcja f : A
1−1−→ B, to m ≤ n.

2. Je±li istnieje surjekcja f : A
na−→ B, to m ≥ n.

◦
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Zasada szu�adkowa

Wniosek
Je±li zbiór A jest n-elementowy, zbiór B jest m-elementowy,
oraz n > m, to nie istnieje funkcja ró»nowarto±ciowa z A do B.

Wniosek
Je±li 6 goª¦bi siedzi w 5 szu�adach, to przynajmniej w jednej
szu�adzie s¡ dwa.

Wniosek
Je±li ze zbioru {0, 1, . . . , 13} wybierzemy 8 ró»nych liczb,
to dwie z nich ró»ni¡ si¦ o 7.

Dowód: Bo jest tylko 7 mo»liwych reszt modulo 7.

◦
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Fakt
1. Je±li istnieje injekcja f : m

1−1−→ n, to m ≤ n.

2. Je±li istnieje surjekcja f : m
na−→ n, to m ≥ n.

Wniosek
Nie istnieje funkcja ró»nowarto±ciowa f : s(n)

1−1−→ n.

Wniosek
Nie istnieje funkcja ró»nowarto±ciowa f : N 1−1−→ n.
Zatem zbiór liczb naturalnych N jest niesko«czony.

Dowód: W przeciwnym razie f ↾s(n) : s(n)
1−1−→ n.

◦
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Wªasno±ci zbiorów sko«czonych
▶ Zbiór A jest sko«czony wtw, gdy A ∪ {a} jest sko«czony.
▶ Ka»dy podzbiór zbioru sko«czonego jest sko«czony.
▶ Je±li A niesko«czony, B sko«czony, to A− B ̸= ∅.
▶ Je±li A jest sko«czony i f : B

1−1−→ A, to B jest sko«czony.
▶ Je±li A jest sko«czony i f : A

na−→ B , to B jest sko«czony.
▶ Je±li A, B sko«czone to A⊕ B , A ∪ B , A× B sko«czone.

Bo je±li a ̸∈ A, to A ∼ n wtedy i tylko wtedy, gdy A ∪ {a} ∼ s(n).
�atwa indukcja z pomoc¡ poprzedniego punktu.

Bo inaczej A ⊆ B i A sko«czony.

Bo wtedy B ∼ Rg(f ) ⊆ A.

Bo wtedy istnieje g : B
1−1−→ A.

Indukcja (¢wiczenie).

◦
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Jeszcze o zbiorach sko«czonych

129

Twierdzenie
Je±li A jest sko«czony, oraz f : A → A, to:

f jest ró»nowarto±ciowa ⇔ f jest na A.

Próba dowodu (⇒): Indukcja ze wzgl¦du na moc A.
Dowodzimy, »e ka»da liczba n :N speªnia warunek:
Dla ka»dego A i ka»dej funkcji f : A → A, je±li A = n, to:

f jest ró»nowarto±ciowa ⇒ f jest na A.

Je±li A = ∅, to funkcja f jest pusta i teza jest oczywista.

Je±li A ma s(n) elementów, to A = A′ ∪ {a}, gdzie a ̸∈ A′

oraz A′ ma n elementów.

Chcemy wi¦c zastosowa¢ zaªo»enie indukcyjne do zbioru A′.
Funkcja f ↾A′ : A′ → A jest ró»nowarto±ciowa. . . ale to nie
jest funkcja z A′ do A′ i zaªo»enie indukcyjne nie pasuje!
Co robi¢? Wzmocni¢ tez¦!

◦
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Udowodnimy silniejsze twierdzenie.

Twierdzenie
Je±li zbiory sko«czone A i B s¡ równoliczne oraz f : A → B, to:

f jest ró»nowarto±ciowa ⇔ f jest na B.

Wniosek
Je±li A jest sko«czony oraz f : A → A, to:

f jest ró»nowarto±ciowa ⇔ f jest na A.

◦
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Twierdzenie
Je±li zbiory sko«czone A i B s¡ równoliczne oraz f : A → B, to:

f jest ró»nowarto±ciowa ⇔ f jest na B.

Dowód: (⇒) Indukcja ze wzgl¦du na liczb¦ elementów A.

Je±li A = ∅, to funkcja f jest pusta i teza jest oczywista.

Je±li A ma s(n) elementów, to A = A′ ∪ {a}, gdzie a ̸∈ A′

oraz A′ ma n elementów.

Wtedy tak»e B = B ′ ∪ {f (a)}, gdzie f (a) ̸∈ B ′ oraz B ′ = n.

Funkcja f ↾A′ : A′ → B ′ jest ró»nowarto±ciowa i z zaªo»enia
indukcyjnego jest na B ′.

Zatem �caªa� funkcja f jest na B .

◦
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Twierdzenie
Je±li zbiory sko«czone A i B s¡ równoliczne oraz f : A → B, to:

f jest ró»nowarto±ciowa ⇔ f jest na B.

Dowód: (⇐) Indukcja ze wzgl¦du na liczb¦ elementów A.

Je±li A = ∅, to funkcja f jest pusta i teza jest oczywista.

Je±li A = s(n), to A = A′ ∪ {a}, B = B ′ ∪ {f (a)},
gdzie a ̸∈ A′, f (a) ̸∈ B ′, oraz A′ = B ′ = n.

Zauwa»my, »e f ↾A′ : A′ → B ′, tj. funkcja f ↾A′ nie przyjmuje
warto±ci f (a). Inaczej byªaby to surjekcja ze zbioru
n-elementowego do zbioru s(n)-elementowego.

Ponadto funkcja f ↾A′ : A′ → B ′ jest na B ′,
wi¦c z zaªo»enia indukcyjnego jest ró»nowarto±ciowa.

Zatem funkcja f jest te» ró»nowarto±ciowa. ◦
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Zbiory niesko«czone

134

Motywuj¡cy przykªad:

Niech

P = {n ∈ N | n jest parzyste},
N = {n ∈ N | n jest nieparzyste}.

Zbiory P i N s¡ równoliczne, bo mamy funkcj¦

λn. n + 1 : P
1−1−→
na

N.

Ale tak»e zbiory P i N s¡ równoliczne, bo

λn. 2n : N 1−1−→
na

P .

Zatem �poªowa� mo»e by¢ równoliczna z caªo±ci¡.

◦
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Przykªad: Zbiory N× N i N s¡ równoliczne.
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Funkcje pary z N× N do N

▶ t(m, n) = 2m3n (ró»nowarto±ciowa)

▶ u(m, n) = 2m(2n + 1) (ró»nowarto±ciowa)

▶ u(m, n) = 2m(2n + 1)− 1 (bijekcja)

▶ v(m, n) = (m + n)(m + n + 1)
2 +m (bijekcja)

◦
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Przykªad: v(m, n) = (m + n)(m + n + 1)
2 +m
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Przykªad: Zbiory Z× Z i N s¡ równoliczne.
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Przykªad: Przedziaªy otwarte (a, b) i (c , d) s¡ równoliczne,

bo je±li f (x) = d−c
b−a · x + bc−ad

b−a , to f : (a, b)
1−1−→
na

(c , d).

◦ 140

Przykªad: Przedziaª (−π
2
, π
2
) (i ka»dy inny przedziaª otwarty)

jest równoliczny z R (funkcja tangens).

◦
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Przykªad: Póªprosta otwarta jest równoliczna z prost¡
(funkcja logarytm).
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Przedziaªy (0, 1] i (0, 1) s¡ równoliczne
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Przykªad: Przedziaªy (0, 1] i (0, 1) s¡ równoliczne:

f (x) =

{
1

n+1
, je±li x = 1

n
, dla pewnego n ∈ N;

x , w przeciwnym przypadku.

Wtedy f : (0, 1]
1−1−→
na

(0, 1).

◦
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Proste obserwacje

▶ Je±li A ∼ B , to P(A) ∼ P(B).

▶ Je±li A ∼ B i C ∼ D, to A× C ∼ B × D.

◦
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Przykªad:

Zbiór P(N) jest równoliczny z produktem P(N)× P(N).

Dowód: Ju» wiemy, »e N ∼ P ∼ N.

Z tego ªatwo wynika, »e P(N) ∼ P(N) ∼ P(P).

Ale poniewa» N = P ∪ N, wi¦c mamy bijekcj¦:

F : P(N) 1−1−→
na

P(N)× P(P)

okre±lon¡ tak: F (A) = ⟨A ∩ N,A ∩ P⟩, dla A ⊆ N.

St¡d P(N) ∼ P(N)× P(P) ∼ P(N)× P(N).

◦
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Przykªad: P(N) = {0, 1}N = N→ {0, 1}.

Dowód: Bijekcja F : P(N) 1−1−→
na

(N→ {0, 1}) mo»e by¢

okre±lona tak: F (A) = λn:N. if n ∈ A then 1 else 0.

Uwaga: Funkcja F (A) to funkcja charakterystyczna zbioru A.
Bywa oznaczana symbolem χA.

◦
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Nie wszystkie zbiory niesko«czone s¡ równoliczne

Twierdzenie: Zbiór {0, 1}N wszystkich niesko«czonych ci¡gów
zerojedynkowych nie jest równoliczny z N.

Dowód: Przypu±¢my, »e wszystkie ci¡gi zerojedynkowe
mo»na ustawi¢ w ci¡g niesko«czony, np. tak:

r0 = 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 . . .
r1 = 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 . . .
r2 = 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 . . .
r3 = 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 . . .

Ale ci¡gu 1 0 1 0 . . . na pewno tutaj nie ma.
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Nie wszystkie zbiory niesko«czone s¡ równoliczne
Twierdzenie: Zbiór P(N) wszystkich podzbiorów zbioru N
nie jest równoliczny z N.

Dowód: Przypu±¢my, »e wszystkie podzbiory N mo»na
ustawi¢ w ci¡g niesko«czony, np. tak:

Zbiór Funkcja
charakterystyczna

A0 = {1, 2, 5, 7, 9, 10, 12, . . .} 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 . . .
A1 = {1, 3, 9, 12, . . .} 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 . . .
A2 = {0, 5, 6, 7, 9, . . .} 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 . . .
A3 = {0, 1, 3, 5, 7, 8, 12, . . .} 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 . . .

Jakiego zbioru brak? B = {0, 2, . . .} χB = 1 0 1 0 . . .

n ∈ B ⇔ n ̸∈ An,
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Nieprzeliczalno±¢

Twierdzenie
Zbiór P(N) nie jest równoliczny z N.

Dowód: Przypu±¢my, »e P(N) = {An | n ∈ N}. Niech

B = {n | n ̸∈ An}.

Wtedy B = Ak , dla pewnego k .

Je±li k ∈ B , to k ̸∈ Ak , wi¦c k ̸∈ B , sprzeczno±¢.

Je±li k ̸∈ B , to ¬(k ̸∈ Ak), czyli k ∈ Ak = B , sprzeczno±¢.

◦
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Uogólnienie:

Twierdzenie (Cantora)
Dla dowolnego zbioru A zachodzi A ̸= P(A).

Dowód: Przypu±¢my, »e F : A
1−1−→
na

P(A). Niech

B = {x ∈ A | x ̸∈ F (x)}.

Istnieje takie b ∈ A, »e F (b) = B .

Je±li b ∈ B , to b ̸∈ F (b) = B , sprzeczno±¢.

Je±li b ̸∈ B , to b ∈ F (b), sprzeczno±¢.
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Paradoks fryzjera

Fryzjerowi polecono goli¢ tych, którzy si¦ sami nie gol¡.

F : A → P(A)

F (x) = {y | x goli y}

To polecenie jest niewykonalne. Nie istnieje takie b, »e:

∀x(b goli x ⇔ x nie goli x)

∀x(x ∈ F (b) ⇔ x ̸∈ F (x))

b ∈ F (b) ⇔ b ̸∈ F (b)

◦
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Liczby kardynalne

Umowa: Zbiorom przypisujemy liczby kardynalne.
Liczb¦ kardynalna (moc) zbioru A oznaczamy przez A.
Robimy to tak, aby zachodziªa równowa»no±¢:

A = B wtedy i tylko wtedy, gdy A ∼ B .

▶ Liczby kardynalne zbiorów sko«czonych
to liczby naturalne.

▶ Moc zbioru N oznaczamy symbolem ℵ0 (�alef zero�).
▶ Moc zbioru R oznaczamy symbolem C (�continuum�).

Z poprzedniego wynika, »e P(N) ̸= ℵ0.

Poka»emy pó¹niej, »e P(N) = C.

◦
153

Zbiory przeliczalne

▶ Zbiór jest przeliczalny , gdy jest sko«czony lub mocy ℵ0

(czyli równoliczny z N).
▶ W przeciwnym razie zbiór jest nieprzeliczalny .

Przykªady:

▶ Zbiory N, Z, Q, ∅, {0, 1, 6} s¡ przeliczalne.
▶ Zbiory R, P(N), R2 (pªaszczyzna), P(R), NR

s¡ nieprzeliczalne.

Uwaga: nie wszystkie zbiory nieprzeliczalne s¡ równoliczne!
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Przeliczanie przeliczalnego

Elementy niepustych zbiorów przeliczalnych mo»na numerowa¢:

A = {an | n ∈ N}

Niesko«czone bez powtórze«, sko«czone z powtórzeniami.

Inaczej:

Niepusty zbiór A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje surjekcja g : N na−→ A.

◦

155

Wªasno±ci zbiorów przeliczalnych

Fakt
▶ Podzbiór zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.
▶ Je±li zbiory A i B s¡ przeliczalne,

to zbiory A⊕ B, A ∪ B i A× B s¡ przeliczalne.

Dowód: �wiczenie. (Podobne do dowodu, »e N× N
i P ∪ N s¡ przeliczalne. Trzeba wszystko ponumerowa¢.)

◦
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Twierdzenie
Suma przeliczalnej rodziny zbiorów przeliczalnych

jest przeliczalna.

Dowód: Niech A b¦dzie przeliczaln¡ rodzin¡ zbiorów
przeliczalnych. Zaªó»my, »e A ≠ ∅ oraz ∅ ̸∈ A.

Elementy rodziny A mo»na ponumerowa¢: A = {Xn | n ∈ N}.

Elementy zbiorów Xn te» mo»na: Xn = {akn | k ∈ N}

Niech G (n, k) = akn dla n, k ∈ N.

Funkcja G : N× N→
⋃

n∈N Xn jest na
⋃

n∈N Xn.

Zatem
⋃

n∈N Xn =
⋃
A jest zbiorem przeliczalnym.
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Przykªady zbiorów przeliczalnych

▶ Zbiór N× N jest przeliczalny.
▶ Zbiór Z wszystkich liczb caªkowitych jest przeliczalny.
▶ Zbiór Q wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny.
▶ Zbiór wszystkich punktów pªaszczyzny o wspóªrz¦dnych

wymiernych jest przeliczalny.
▶ Zbiór sko«czonych ci¡gów (krotek) liczb naturalnych

jest przeliczalny.

Bo to produkt zbiorów przeliczalnych.

Bo f : N× N na−→ Z, gdzie f ⟨m, n⟩ = m − n.

Bo f : Z× (Z− {0}) na−→ Q, gdzie f ⟨m, n⟩ = m

n
.

Bo to po prostu Q×Q.
Bo to w istocie przeliczalna suma

⋃
{Nk | k ∈ N}.
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Jeszcze jeden przykªad

De�nicja
Liczby algebraiczne to pierwiastki rzeczywiste wielomianów
o wspóªczynnikach wymiernych.

Fakt
Zbiór wszystkich liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Dowód: Wielomian jest wyznaczony przez sko«czony ci¡g
swoich wspóªczynników. Zbiór wielomianów Q[x ] jest wi¦c
równoliczny ze zbiorem sko«czonych ci¡gów (krotek) liczb
wymiernych i te» przeliczalny.

Wielomian ma sko«czenie wiele pierwiastków, wi¦c zbiór liczb
algebraicznych to przeliczalna suma zbiorów sko«czonych.
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Nierówno±ci

Mówimy, »e moc zbioru A jest mniejsza lub równa
mocy zbioru B (i piszemy A ≤ B), wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje injekcja f : A
1−1−→ B .

Je»eli A ≤ B ale zbiory A i B nie s¡ równoliczne, to piszemy
A < B i mówimy, »e zbiór A jest mocy mniejszej ni» zbiór B .

Przykªad: N < P(N).

◦
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Poprawno±¢ de�nicji ≤
Lemat Je»eli A = B = m i C = D = n oraz istnieje
injekcja f : A

1−1−→ C, to istnieje te» injekcja g : B
1−1−→ D.

Dowód: Istniej¡ bijekcje φ : B
1−1−→
na

A oraz ψ : C
1−1−→
na

D.

Zatem ψ ◦ f ◦ φ : B
1−1−→ D.

A f // C

ψ

��
B

φ

OO

// D
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Nierówno±ci

▶ Je±li A ⊆ B , to A ≤ B .

▶ Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi n < ℵ0.

▶ Dla dowolnego zbioru A zachodzi A < P(A).

Istotnie, z jednej strony λa. {a} : A
1−1−→ P(A), a z drugiej

strony mamy twierdzenie Cantora.
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Najmniejsza moc niesko«czona to ℵ0.

Twierdzenie
Zbiór A jest niesko«czony wtedy i tylko wtedy,

gdy ma podzbiór mocy ℵ0.

Szkic dowodu (⇒):

Zbiór niesko«czony jest niepusty, wi¦c jest jakie± a0 ∈ A.
Zbiór A−{a0} te» jest niepusty, wi¦c jest jakie± a1 ∈ A−{a0}.
I tak dalej: mamy ci¡g elementów an o wªasno±ci

an ∈ A− {a0, . . . , an−1}.

Te elementy tworz¡ zbiór mocy ℵ0.
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Wniosek
Zbiór A jest niesko«czony wtedy i tylko wtedy, gdy jest
równoliczny z pewnym swoim podzbiorem wªa±ciwym.

Dowód: (⇒) Zbiór A ma podzbiór B mocy ℵ0.

Mamy wtedy B = {f (n) | n ∈ N}, gdzie f : N 1−1−→
na

B .

Mo»emy okre±li¢ g : A
1−1−→ A:

g(x) =

{
f (n + 1), je±li x = f (n) ∈ B ;
x , w przeciwnym przypadku.

Funkcja g nie jest na A, bo f (0) ̸∈ Rg(g).
Zatem A ∼ Rg(g) ⊊ A.
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Wniosek
Zbiór A jest niesko«czony wtedy i tylko wtedy, gdy jest
równoliczny z pewnym swoim podzbiorem wªa±ciwym.

Dowód: (⇐) Wtedy istnieje funkcja f : A
1−1−→ A,

która nie jest na A. Zatem A nie jest sko«czony.
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Nierówno±ci

Fakt
Dla dowolnych niepustych zbiorów A,B nast¦puj¡ce warunki
s¡ równowa»ne:

1) A ≤ B;

2) Istnieje g : B
na−→ A;

3) Zbiór A jest równoliczny z pewnym podzbiorem zbioru B.
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Nierówno±ci

Fakt
Dla dowolnych zbiorów A,B ,C:

▶ A ≤ A;

▶ Je±li A ≤ B i B ≤ C, to A ≤ C.

Czy je±li A ≤ B i B ≤ A, to A = B ?
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Twierdzenie (Cantora-Bernsteina)
Je±li A ≤ B i B ≤ A to A = B.

Inaczej:

Je±li f : A
1−1−→ B oraz g : B

1−1−→ A,

to istnieje h : A
1−1−→
na

B.

◦
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Przykªad
Poniewa» K ⊆ A ⊆ L ∼ K, wi¦c wszystkie trzy zbiory
s¡ równoliczne.

K

A

L
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Przykªad

Przedziaªy (0, 1) i [0, 1] s¡ równoliczne, bo

▶ (0, 1) ⊆ [0, 1];
▶ [0, 1] ⊆ (−1, 2) ∼ (0, 1).
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Dowód twierdzenia Cantora-Bernsteina

Zaªó»my, »e A ≤ B ≤ A.

Istniej¡ funkcje f : A
1−1−→ B oraz g : B

1−1−→ A.

Niech C = Rg(g). Wtedy B ∼ C , oraz g ◦ f : A
1−1−→ C .

Wystarczy wi¦c udowodni¢:

Lemat: Je±li φ : A
1−1−→ C ⊆ A, to C ∼ A.

◦
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Dowód twierdzenia Cantora-Bernsteina
Lemat: Je±li φ : A

1−1−→ C ⊆ A to C ∼ A.
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Pomysª: u»y¢ φ tylko w cze±ciach zakreskowanych.
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Dowód twierdzenia Cantora-Bernsteina

Lemat: Je±li φ : A
1−1−→ C ⊆ A, to A ∼ C .
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C

A X0 = A− C
X1 = φ(X0)
. . .
Xn+1 = φ(Xn)
. . .

ψ : A
1−1−→
na

C

ψ(x) =

{
φ(x), je±li x ∈

⋃
n∈N Xn;

x , w przeciwnym przypadku.
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Moc continuum

174

De�nicja
Moc zbioru wszystkich liczb rzeczywistych
nazywamy continuum i oznaczamy przez C.

Twierdzenie

C = P(N) = {0, 1}N = N→ {0, 1}.

Dowód: Cz¦±¢ ªatwa ju» byªa.

◦
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N→ {0, 1} ≤ R

Dowód: Okre±lamy funkcj¦ H : (N→ {0, 1}) 1−1−→ [0, 1):

H(f ) =
∞∑
i=0

f (i)
10i+1

Na przykªad H(0110001110 . . .) = 0, 0110001110 . . .

Dwa ró»ne ci¡gi f i g daj¡ dwie ró»ne liczby H(f ) i H(g).
Ale nie ka»da liczba z przedziaªu [0, 1) jest postaci H(f ).

◦
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R ≤ P(Q)

Dowód: De�niujemy G : R 1−1−→ P(Q):

G (r) = Q ∩ (−∞, r)

Je±li r1 < r2 to r1 < q < r2 dla pewnego q ∈ Q.

Wtedy q ∈ G (r2)− G (r1).

Dygresja:

Czy ªa«cuch zbiorów przeliczalnych musi by¢ przeliczalny?

Nie.
Zbiory G (r) s¡ przeliczalne i tworz¡ nieprzeliczalny ªa«cuch!

◦
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Moraª: P(N) ∼ R

Dowód:

Po pierwsze, P(N) = N→ {0, 1} ≤ R = C.

Po drugie, C = R ≤ P(Q) = P(N).

Z twierdzenia Cantora-Bernsteina
zbiory P(N) i R s¡ równoliczne.

◦
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Dziaªania na liczbach kardynalnych

179

Arytmetyka liczb kardynalnych

Niech m, n to liczby kardynalne.

Suma m+ n to moc zbioru A⊕ C , gdzie A = m i C = n.

Iloczyn m · n to moc zbioru A× C , gdzie A = m, C = n.

Pot¦ga mn to moc zbioru AC , gdzie A = m, C = n.

(Dla liczb naturalnych wychodzi to, co zwykle.)

◦
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Przykªady:

▶ ℵ0 + ℵ0 = ℵ0, bo Z ∼ N.

▶ ℵ0 · ℵ0 = ℵ0, bo N× N ∼ N.

▶ 2ℵ0 = C, bo P(N) ∼ R.

◦
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Fakt
Je±li m ≥ ℵ0 to m+ ℵ0 = m.

Dowód: Niech A = m i C = ℵ0, a przy tym A ∩ C = ∅.
Wystarczy udowodni¢, »e A ∪ C = A.

Istnieje podzbiór B ⊆ A, o mocy ℵ0. Wtedy

A ∪ C = (A− B) ∪ (B ∪ C ) ∼ (A− B) ∪ B = A.

A zatem m+ ℵ0 = A ∪ C = A = m.

◦
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Dodawanie i mno»enie:
▶ m+ 0 = m;
▶ m+ n = n+m;
▶ (m+ n) + p = m+ (n+ p);
▶ m · 1 = m;
▶ m · 0 = 0;
▶ m · n = n ·m;
▶ (m · n) · p = m · (n · p);
▶ m · (n+ p) = m · n+m · p.

Bo A⊕∅ ∼ A.

Bo A⊕ B ∼ B ⊕ A.

Bo (A⊕ B)⊕ C ∼ A⊕ (B ⊕ C ).
Bo A× {c} ∼ A.

Bo A×∅ = ∅.
Bo A× B ∼ B × A.

Bo (A× B)× C ∼ A× (B × C ).

Bo A× (B ⊕ C ) ∼ (A× B)⊕ (A× C ).

◦
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Pot¦gowanie:
▶ m0 = 1;
▶ m1 = m;
▶ 1m = 1;
▶ 0m = 0 (o ile m ̸= 0);
▶ mn ·mp = m(n+p);
▶ mn · pn = (m · p)n;
▶ (mn)p = mn·p.

Bo tylko funkcja pusta nale»y do A∅.

Bo elementy A{0} to funkcje staªe.

Bo tylko λx . c nale»y do {c}A.
Bo nie ma funkcji ze zbioru niepustego do ∅.
Bo AB × AC ∼ AB⊕C .
Bo AB × CB ∼ (A× C )B .

Bo (AB)C ∼ AB×C .

◦
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Monotoniczno±¢

Je±li m ≤ n i p ≤ q, to:

▶ m+ p ≤ n+ q;

▶ m · p ≤ n · q;

▶ mp ≤ nq (o ile p ̸= 0).

◦
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Wnioski

▶ ℵ0 · C = C · C = C. A wi¦c N× R ∼ R2 ∼ R.
▶ ℵℵ0

0
= Cℵ0 = C; A wi¦c (N→ N) ∼ (N→ R) ∼ R.

▶ 2C = ℵC
0
= CC. A wi¦c (R→ N) ∼ (R→ R).

Bo C = 1 · C ≤ ℵ0 · C ≤ C · C = 2ℵ0 · 2ℵ0 = 2ℵ0+ℵ0 = 2ℵ0 = C.
Bo C = 2ℵ0 ≤ ℵℵ0

0
≤ Cℵ0 = (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0 = C.

Bo 2C ≤ ℵC
0
≤ CC = (2ℵ0)C = 2ℵ0·C = 2C.

◦
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Ostrze»enie

Monotoniczno±¢ dziaªa« nie jest ±cisªa.

▶ 5+ ℵ0 = ℵ0 + ℵ0 = ℵ0;
▶ 5 · ℵ0 = ℵ0 · ℵ0 = ℵ0;
▶ 2ℵ0 = ℵℵ0

0
= C;

▶ C5 = Cℵ0 = C.

Nie zachodz¡ prawa skracania; liczb kardynalnych nie mo»na
odejmowa¢, dzieli¢, pierwiastkowa¢ ani logarytmowa¢.

◦
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Alefy i bety

Niech ℶ0 = ℵ0 i dalej ℶn+1 = 2ℶn .

Wtedy P(N) = R = ℶ1, P(P(N)) = ℶ2, itd.

Liczba ℵ1 to najmniejsza nieprzeliczalna liczba kardynalna,
liczba ℵ2 to najmniejsza liczba wi¦ksza od ℵ1, itd.

Hipoteza continuum: ℵ1 = ℶ1.

Hipotezy continuum nie mo»na ani udowodni¢
ani obali¢ metodami teorii zbiorów.
Jest niezale»na od aksjomatów teorii zbiorów.

◦
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Ostrze»enie

Z tego, »e A ⊆ R jest nieprzeliczalny. . .
nie wynika, »e A = C !!

◦
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Relacje

(dwuargumentowe)

◦
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Relacje

Przypomnijmy, »e:

Dowolny podzbiór r iloczynu kartezja«skiego A× B nazywamy
relacj¡ z A do B . Je±li A = B , to relacja jest w zbiorze A.

Je±li ⟨x , y⟩ ∈ r , to cz¦sto piszemy x r y .

◦
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Operacje na relacjach

Relacja odwrotna do relacji r ⊆ A× B to zbiór

r−1 = {⟨y , x⟩ ∈ B × A | ⟨x , y⟩ ∈ r}.

Na przykªad relacj¡ odwrotn¡ do relacji ≤ w zbiorze N
jest relacja ≥. Mo»na napisa¢ ≤−1 = ≥.

◦
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Operacje na relacjach

Zªo»enie relacji r ⊆ A× B oraz s ⊆ B × C to relacja

r · s = {⟨x , y⟩ ∈ A× C | ∃z (x r z ∧ z s y)}

x (r · s) y wtedy i tylko wtedy, gdy ∃z (x r z ∧ z s y).

Przykªad:
Je±li znaki || i ⊥ oznaczaj¡ odpowiednio równolegªo±¢
i prostopadªo±¢ prostych na pªaszczy¹nie, to || · ⊥ = ⊥.
A co to jest ⊥ · ⊥?

◦
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Operacje na relacjach

Relacja identyczno±ciowa w A to relacja

1A = {⟨a, a⟩ | a ∈ A}.

Uwaga: a 1A b wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

◦
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Wªasno±ci operacji skªadania

▶ r · (s · p) = (r · s) · p;

▶ r · (s ∪ p) = r · s ∪ r · p;

▶ (s ∪ p) · r = s · r ∪ p · r ;

▶ r · 1B = 1A · r = r , gdy r ⊆ A× B ;

▶ Je±li r ⊆ r ′ i s ⊆ s ′, to r · s ⊆ r ′ · s ′.

◦
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Relacje przechodnie

Relacja r w A jest przechodnia, gdy

∀x , y , z∈A (x r y ∧ y r z → x r z)

Przykªady:

▶ Relacja ≤ w zbiorze liczb rzeczywistych.
▶ Relacja ⊆ w zbiorze P(A).
▶ Relacja równolegªo±ci prostych.

◦
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Relacje przechodnie

�wiczenie 1:

Relacja r jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy r · r ⊆ r .

Dowód: (⇒) Zaªó»my, »e r jest przechodnia i rozpatrzmy
dowolny element zªo»enia r · r . Zbiór r · r jest relacj¡, wi¦c ten
element musi by¢ par¡ uporz¡dkowan¡. A wi¦c:

Niech ⟨x , y⟩ ∈ r · r .
Z de�nicji r · r istnieje takie z , »e ⟨x , z⟩, ⟨z , y⟩ ∈ r .
Poniewa» jednak r jest przechodnia, wi¦c ⟨x , y⟩ ∈ r .

◦
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Relacje przechodnie

�wiczenie 1:

Relacja r jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy r · r ⊆ r .

Dowód: (⇐) Zaªó»my, »e r · r ⊆ r . Mamy udowodni¢,
»e r jest przechodnia, tj. »e ∀x y z . (x r y ∧ y r z → x r z).

Przypu±¢my, »e x r y i y r z .
Wtedy x (r · r) z .
A poniewa» r · r ⊆ r , wi¦c x r z .

◦
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Relacje przechodnie

�wiczenie 2:

Iloczyn niepustej rodziny relacji przechodnich jest przechodni.

Dowód: Niech R b¦dzie rodzin¡ relacji przechodnich.
Mamy wykaza¢, »e iloczyn

⋂
R jest przechodni.

Przypu±¢my, »e ⟨x , y⟩, ⟨y , z⟩ ∈
⋂
R.

Poka»emy, »e ⟨x , z⟩ ∈
⋂
R,

tj., »e ⟨x , z⟩ ∈ r , dla wszystkich relacji r ∈ R.
Niech r ∈ R. Wtedy ⟨x , y⟩, ⟨y , z⟩ ∈ r ,
a poniewa» r przechodnia, wi¦c ⟨x , z⟩ ∈ r .
Z dowolno±ci r wynika ⟨x , z⟩ ∈

⋂
R.

◦
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Domkni¦cie przechodnie

Niech r ⊆ A× A.
Relacj¦ r+ nazywamy domkni¦ciem przechodnim relacji r ,
gdy jest to najmniejsza relacja przechodnia zawieraj¡ca r , tj:

▶ r+ jest przechodnia;
▶ r ⊆ r+;
▶ je±li r ⊆ s i s przechodnia, to r+ ⊆ s.

Fakt: Istnieje dokªadnie jedna taka relacja r+.
Mo»emy j¡ zde�niowa¢ tak:

r+ =
⋂
{s ⊆ A× A | r ⊆ s oraz s przechodnia}

◦
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r+ =
⋂
{s ⊆ A× A | r ⊆ s oraz s przechodnia}

Przyjmijmy oznaczenie:

R = {s ⊆ A× A | r ⊆ s oraz s przechodnia}

Wtedy r+ =
⋂
R.

Wªasno±¢ 0: Zbiór R jest niepust¡ rodzin¡ relacji.

Dowód: Relacja A× A zawiera r i jest przechodnia,
czyli A× A ∈ R.

◦
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r+ =
⋂
R, gdzie R = {s ⊆ A× A | r ⊆ s oraz s przechodnia}

Wªasno±¢ 1: r ⊆ r+

Dowód: Niech ⟨x , y⟩ ∈ r .
Je±li s ∈ R, to r ⊆ s, wi¦c ⟨x , y⟩ ∈ s.
Z dowolno±ci s wynika ⟨x , y⟩ ∈

⋂
R = r+.

◦
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r+ =
⋂
R, gdzie R = {s ⊆ A× A | r ⊆ s oraz s przechodnia}

Wªasno±¢ 2: Relacja r+ jest przechodnia.

Dowód: Poniewa» R jest rodzin¡ relacji przechodnich,
wi¦c jej iloczyn jest przechodni.

◦
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r+ =
⋂
R, gdzie R = {s ⊆ A× A | r ⊆ s oraz s przechodnia}

Wªasno±¢ 3: Je±li r ⊆ s i s przechodnia, to r+ ⊆ s.

Dowód: Je±li r ⊆ s i s przechodnia, to s ∈ R.

Zatem r+ =
⋂
R ⊆ s.

◦
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r+ =
⋂
R, gdzie R = {s ⊆ A× A | r ⊆ s oraz s przechodnia}

0. Zbiór R jest niepust¡ rodzin¡ relacji.

1. r ⊆ r+.

2. Relacja r+ jest przechodnia.

3. Je±li r ⊆ s i s przechodnia, to r+ ⊆ s.

Zatem r+ jest

� dobrze okre±lon¡ relacj¡ (0),

� domkni¦ciem przechodnim relacji r (1�3).

◦
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Przykªady

▶ Je±li r = {⟨n, n + 1⟩ | n ∈ N}, to r+ = {⟨n,m⟩ | n < m}

▶ Relacja ≤ w zbiorze N jest swoim wªasnym domkni¦ciem
przechodnim.

◦
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Domkni¦cie przechodnie inaczej
Dla ustalonej relacji r w zbiorze A, de�niujemy ci¡g relacji rn:

▶ r0 = r ;
▶ rn+1 = rn ∪ (rn · rn).

Wreszcie niech rω =
⋃

n∈N rn.

�atwy lemat: Je±li m ≤ n, to rm ⊆ rn.

(Indukcja ze wzgl¦du na n.)

Fakt: rω = r+

Dowód: Zacznijmy od tego, »e relacja rω jest przechodnia.
Bo tak: je±li ⟨x , y⟩, ⟨y , z⟩ ∈ rω, to istniej¡ takie m, n, »e
⟨x , y⟩ ∈ rm i ⟨y , z⟩ ∈ rn. Wtedy obie pary nale»¡ do rmax{m,n},
sk¡d ⟨x , z⟩ ∈ rmax{m,n}+1 ⊆ rω.

Poniewa» r = r0 ⊆ rω i rω jest przechodnia, wi¦c r+ ⊆ rω.
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Domkni¦cie przechodnie inaczej
Dla ustalonej relacji r w zbiorze A, de�niujemy ci¡g relacji rn:

▶ r0 = r ;
▶ rn+1 = rn ∪ (rn · rn).

Wreszcie niech rω =
⋃

n∈N rn.

Fakt: rω = r+

Dowód: Teraz trzeba pokaza¢, »e rω ⊆ r+. W tym celu
przez indukcj¦ dowodzimy, »e rn ⊆ r+ dla wszystkich n ∈ N.

Po pierwsze, r0 = r ⊆ r+.

Po drugie, je±li rn ⊆ r+, to

rn+1 = rn ∪ (rn · rn) ⊆ r+ ∪ (r+ · r+) ⊆ r+ ∪ r+ = r+.

◦
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Relacje zwrotne

Relacja r ⊆ A× A jest zwrotna w A
wtedy i tylko wtedy, gdy x r x dla wszystkich x ∈ A.

(Inaczej: r jest zwrotna, gdy 1A ⊆ r .)

Przykªady: 1A, ≤, równolegªo±¢ prostych.

◦
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Domkni¦cie przechodnio-zwrotne

Domkni¦cie przechodnio-zwrotne relacji r to najmniejsza
relacja przechodnia i zwrotna zawieraj¡ca r , czyli relacja

r ∗ = 1A ∪ r+.

�wiczenie: Sprawdzi¢, »e to faktycznie ta relacja.

◦
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Przykªady

Niech → oznacza relacj¦ s¡siedztwa wierzchoªków w pewnym
gra�e. Wtedy relacja →∗ (oznaczana te» przez ↠) to relacja
osi¡galno±ci w tym gra�e.

Domkni¦ciem przechodnim relacji nast¦pnika w N
jest relacja <.

Relacja ≤ jest jej domkni¦ciem przechodnio-zwrotnym.

◦
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Wªasno±ci relacji

Relacja r w A jest

zwrotna (w A), gdy ∀x∈A (x r x);
symetryczna, gdy ∀x , y∈A (x r y → y r x);
przechodnia, gdy ∀x , y , z∈A (x r y ∧ y r z → x r z);

antysymetryczna, gdy ∀x , y∈A (x r y ∧ y r x → x = y);
spójna (w A), gdy ∀x , y∈A (x r y ∨ y r x).

◦
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Relacje równowa»no±ci

213

Przykªad: równolegªo±¢ prostych

Jakie wªasno±ci ma ta relacja?

Jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

◦
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Relacje równowa»no±ci

Dwuargumentowa relacja r w zbiorze A jest relacj¡
równowa»no±ci wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwrotna,
symetryczna i przechodnia:

▶ ∀x∈A (x r x);
▶ ∀x , y∈A (x r y → y r x);
▶ ∀x , y , z∈A(x r y ∧ y r z → x r z).

Przykªad: J¡dro przeksztaªcenia f : A → B :

⟨x , y⟩ ∈ ker(f ) ⇔ f (x) = f (y).

◦
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Przykªad: Liczby caªkowite x i y s¡ w relacji ≡3

wtedy i tylko wtedy, gdy 3 | x − y .

Inaczej:
x ≡3 y wtedy i tylko wtedy, gdy x mod 3 = y mod 3.

To jest j¡dro funkcji λx . x mod 3,
a wi¦c relacja równowa»no±ci.

◦
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Przykªad 1: Dwa punkty na prostej s¡ w relacji r ,
wtedy i tylko wtedy, gdy ich odlegªo±¢ jest liczb¡ wymiern¡.

To jest relacja równowa»no±ci, bo:

▶ Ka»dy punkt jest w odlegªo±ci zero sam od siebie;
▶ Punkt y jest w tej samej odlegªo±ci od x , co x od y ;
▶ Odlegªo±¢ od x do z jest zawsze sum¡ lub ró»nic¡

odlegªo±ci x od y i odlegªo±ci y od z .

Przykªad 2: Dwa punkty na pªaszczy¹nie s¡ w relacji, r2
wtedy i tylko wtedy, gdy ich odlegªo±¢ jest liczb¡ wymiern¡.

To nie jest relacja równowa»no±ci, bo nie jest przechodnia.
Na przykªad odlegªo±ci od ⟨1, 0⟩ do ⟨0, 0⟩ i od ⟨0, 0⟩ do ⟨0, 1⟩
s¡ wymierne, a odlegªo±¢ od ⟨1, 0⟩ do ⟨0, 1⟩ nie jest wymierna.

◦
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J¡dro

De�nicja: J¡dro przeksztaªcenia f : A → B :

⟨x , y⟩ ∈ ker(f ) ⇔ f (x) = f (y).

J¡dro jest zawsze relacj¡ równowa»no±ci.

Przykªad: Relacja

{⟨f , g⟩ ∈ NN × NN | ∀x (f (x) ̸= g(x) → x mod 3 ̸= 0)}

jest j¡drem przeksztaªcenia

λf . f ↾{x | x mod 3= 0}

a zatem jest relacj¡ równowa»no±ci.

◦
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Czy to jest ten sam tramwaj?

◦
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Zbiór (typ) ilorazowy

A/r = {a/r | a ∈ Dom(r)}

a/r = b/r wtedy i tylko wtedy, gdy a r b.

Klasy abstrakcji

[x ]r = {y ∈ A | y r x}.

Uwaga: x ∈ [x ]r ̸= ∅.

◦
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Przykªad: x ≡3 y wtedy i tylko wtedy, gdy
x mod 3 = y mod 3.

Ta relacja ma 3 klasy abstrakcji: [0]≡3
, [1]≡3

, [2]≡3
.
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Def. [x ]r = {y ∈ A | y r x}.

Fakt: Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

a) [x ]r = [y ]r .

b) x r y ;

c) x ∈ [y ]r ;

d) y ∈ [x ]r ;

e) [x ]r ∩ [y ]r ̸= ∅;

Te implikacje s¡ ªatwe:

(a) ⇒ (b), (b) ⇒ (c), (c) ⇒ (d) i (d) ⇒ (e)

Sens implikacji (e) ⇒ (a):

Klasy abstrakcji s¡ albo równe albo rozª¡czne.

◦
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Fakt: Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

a) [x ]r = [y ]r .
b) x r y ;
c) x ∈ [y ]r ;
d) y ∈ [x ]r ;
e) [x ]r ∩ [y ]r ̸= ∅;

Dowód (e) ⇒ (a):

Skoro [x ]r ∩ [y ]r ̸= ∅, to jest takie z , »e z ∈ [x ]r ∩ [y ]r .
Wtedy z r x oraz z r y .

Niech v ∈ [x ]r . Wtedy v r x , x r z , oraz z r y .
Z przechodnio±ci v r y , czyli v ∈ [y ]r .
Pokazali±my, »e [x ]r ⊆ [y ]r .

Podobnie w przeciwn¡ stron¦, a wi¦c [x ]r = [y ]r .

◦
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Wªasno±ci klas abstrakcji

1) x ∈ [x ]r .
2) Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

a) x r y ;

b) x ∈ [y ]r ;
c) y ∈ [x ]r ;
d) [x ]r = [y ]r ;
e) [x ]r ∩ [y ]r ̸= ∅.

Wniosek: [x ]r = [y ]r ⇔ x/r = y/r

Moraª: Mo»na uwa»a¢, »e A/r to zbiór klas abstrakcji.

Czyli [x ]r to to samo, co x/r .

A/r = {[x ]r | x ∈ A}

◦
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Przykªad: Dwa punkty na prostej s¡ w relacji r ,
wtedy i tylko wtedy, gdy ich odlegªo±¢ jest liczb¡ wymiern¡.
Inaczej: dwie liczby rzeczywiste s¡ w relacji,
wtedy i tylko wtedy, gdy ich ró»nica jest liczb¡ wymiern¡.

Jakie klasy abstrakcji ma taka relacja r?

Na przykªad [1
2
]r = Q = [1]r = [5

4
]r itd.

Ogólnie klasy s¡ postaci [a]r = {a + q | q ∈ Q}.
Ka»da klasa to �przesuni¦ta kopia� zbioru liczb wymiernych.

◦
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Przykªad: Punkty pªaszczyzny ⟨x1, y1⟩ i ⟨x2, y2⟩ s¡ w relacji
wtedy i tylko wtedy, gdy x2

1
+ y 2

1
= x2

2
+ y 2

2
.

Klasy abstrakcji to okr¦gi o ±rodku w (0, 0) i dowolnych
promieniach, oraz jeden singleton {⟨0, 0⟩}.

Te zbiory s¡ rozª¡czne i pokrywaj¡ caª¡ pªaszczyzn¦.

◦
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Zasada abstrakcji

Podziaª zbioru A to rodzina P ⊆ P(A) o wªasno±ciach:

▶ ∀p(p ∈ P → p ̸= ∅);
▶ ∀p, q(p, q ∈ P → (p = q ∨ p ∩ q = ∅));
▶

⋃
P = A, czyli ∀x(x∈A → ∃p ∈P (x ∈ p)).

Twierdzenie (Zasada abstrakcji)
1) Je»eli r jest relacj¡ równowa»no±ci w A, to A/r jest
podziaªem zbioru A.
2) Je»eli P jest podziaªem zbioru A, to istnieje taka relacja
równowa»no±ci r w A, »e P = A/r.

◦
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Zanim przejdziemy do dowodu. . .

�wiczenie 1: Czy istnieje taka relacja równowa»no±ci r
w zbiorze N, która ma 22 klasy abstrakcji, a ka»da klasa
abstrakcji ma 37 elementów?

Odpowied¹: Nie, bo suma wszystkich klas miaªaby
tylko 814 elementów, a liczb naturalnych jest wi¦cej.

�wiczenie 2: Czy istnieje taka relacja równowa»no±ci r
w zbiorze R, której klasami abstrakcji s¡ dokªadnie zbiory:

(−∞,−7], (−7,−5), [−5, 0), {0, 1, π}, (0, 1), (1, π), (π,∞)?

Odpowied¹: Tak, bo te zbiory tworz¡ podziaª prostej.

◦
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Zasada abstrakcji: Ka»dy podziaª zbioru A jest postaci A/r.

Dowód: P � podziaª zbioru A.

r = {⟨x , y⟩ ∈ A× A | ∃p ∈P (x ∈ p ∧ y ∈ p)}

Wtedy:

1. r jest relacj¡ równowa»no±ci;

2.

Zwrotno±¢ i symetria s¡ ªatwe.

Przechodnio±¢: Przypu±¢my, »e x r y i y r z . Wtedy s¡ takie
p, q ∈ P , »e x , y ∈ p oraz y , z ∈ q. Ale wtedy p ∩ q ̸= ∅,
wi¦c p = q. Skoro wi¦c x ∈ p i z ∈ q = p, to x r z .

◦
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Zasada abstrakcji: Ka»dy podziaª zbioru A jest postaci A/r.

Dowód: P � podziaª zbioru A.

r = {⟨x , y⟩ ∈ A× A | ∃p ∈P (x ∈ p ∧ y ∈ p)}

Wtedy:

1.

2. je±li x ∈ p ∈ P , to [x ]r = p.

([x ]r ⊆ p) Niech x ∈ p ∈ P i niech t ∈ [x ]r . Wtedy x , t ∈ q
dla pewnego q ∈ P . Ale q = p bo x ∈ p ∩ q. Zatem t ∈ p.

(p ⊆ [x ]r ) Je±li t ∈ p, to t r x (bo x ∈ p) wi¦c t ∈ [x ]r .

◦
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Zasada abstrakcji: Ka»dy podziaª zbioru A jest postaci A/r.

Dowód: P � podziaª zbioru A.

r = {⟨x , y⟩ ∈ A× A | ∃p ∈P (x ∈ p ∧ y ∈ p)}

Wtedy:

1. r jest relacj¡ równowa»no±ci;

2. je±li x ∈ p ∈ P , to [x ]r = p.

Poka»emy, »e P = A/r.

(⊆): Je±li p ∈ P , to p ̸= ∅, wi¦c jest x ∈ p. Wtedy p = [x ]r
na mocy (2), wi¦c p ∈ A/r.

(⊇): Dla dowolnego x ∈ A istnieje takie p ∈ P , »e x ∈ p.
Wtedy [x ]r = p. A zatem ka»da klasa [x ]r ∈ A/r nale»y do P .

◦
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Zasada abstrakcji

Podziaª zbioru A to rodzina P ⊆ P(A) o wªasno±ciach:

▶ ∀p(p ∈ P → p ̸= ∅);
▶ ∀p, q(p, q ∈ P → (p = q ∨ p ∩ q = ∅));
▶

⋃
P = A, czyli ∀x(x∈A → ∃p ∈P (x ∈ p)).

Twierdzenie (Zasada abstrakcji)
1) Je»eli r jest relacj¡ równowa»no±ci w A, to A/r jest
podziaªem zbioru A.
2) Je»eli P jest podziaªem zbioru A, to istnieje taka relacja
równowa»no±ci r w A, »e P = A/r.

◦
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Jeszcze kilka przykªadów

Przykªad: Je±li V0 jest podprzestrzeni¡ przestrzeni liniowej V ,
to relacja ∼ w zbiorze V :

x ∼ y wtedy i tylko wtedy, gdy x− y ∈ V0

jest relacj¡ równowa»no±ci.

Jej klasy abstrakcji nazywamy warstwami podprzestrzeni V0.

Ta relacja jest j¡drem pewnego homomor�zmu h : V → V ′,
który ma t¦ wªasno±¢, »e V0 = h−1({0}).

h(x) = h(y) ⇔ h(x − y) = 0

◦

233

Podprzestrze« i warstwa

◦
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Ka»da relacja równowa»no±ci jest j¡drem

x r y wtedy i tylko wtedy, gdy [x ]r = [y ]r

r = ker(λx . [x ]r)

◦
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Niech Pr oznacza zbiór wszystkich liczb parzystych

�wiczenie: Dwie relacje w zbiorze N→ N:

▶ f r g wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x : N. |f (x)− g(x)| ∈ Pr;
▶ f s g wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x ∈ Pr. f (x) = g(x).

Czy to s¡ relacje równowa»no±ci? Mo»e j¡dra?

Relacja r jest j¡drem operacji λf (λx . f (x) mod 2).

Relacja s jest j¡drem operacji λf . f |Pr.

Jakie s¡ klasy abstrakcji? Czy jest ich sko«czenie wiele?

◦
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Porz¡dki

237

Relacje porz¡dkuj¡ce

Relacja cz¦±ciowego porz¡dku to relacja
zwrotna, antysymetryczna i przechodnia.

Relacja liniowego porz¡dku to spójny cz¦±ciowy porz¡dek.

◦
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Przykªady porz¡dków

▶ Relacja ≤ w N jest liniowym porz¡dkiem.

▶ Relacja podzielno±ci jest cz¦±ciowym porz¡dkiem:

m|n wtedy i tylko wtedy, gdy ∃k :N (k ·m = n).

▶ Inkluzja cz¦±ciowo porz¡dkuje P(A).

▶ Porz¡dek leksykogra�czny w zbiorze N× N:

⟨x , y⟩ ≤ ⟨x ′, y ′⟩ ⇔ x < x ′ ∨ (x = x ′ ∧ y ≤ y ′)

jest porz¡dkiem liniowym.

◦
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Przykªad

W zbiorze A −◦� B funkcji cz¦±ciowych z A do B
de�niujemy relacj¦ ⊆ :

f ⊆ g wtedy i tylko wtedy, gdy

Dom(f ) ⊆ Dom(g) ∧ ∀a (a ∈ Dom(f ) → f (a) = g(a)).

◦
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De�nicje

Niech ⟨A,≤⟩ b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem.

1. Elementy a, b ∈ A s¡ porównywalne,
gdy a ≤ b lub b ≤ a.
W przeciwnym razie a, b s¡ nieporównywalne.

2. Je±li ka»de dwa elementy zbioru B ⊆ A s¡ porównywalne
to mówimy, »e B jest ªa«cuchem w A.

3. Je±li ka»de dwa ró»ne elementy zbioru B s¡
nieporównywalne, to B jest antyªa«cuchem w A.

◦
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Przykªady

▶ W porz¡dku ⟨N, | ⟩ pot¦gi dwójki tworz¡ ªa«cuch,
a liczby pierwsze tworz¡ antyªa«cuch.

▶ Zbiór jednoelementowy jest zarówno ªa«cuchem
jak antyªa«cuchem.Tak samo zbiór pusty.

▶ Zbiory dwuelementowe tworz¡ antyªa«cuch w ⟨P(N),⊆⟩.
▶ Rodzina {(−x , 0) | x > 0} jest ªa«cuchem w P(R).
▶ Rodzina {(x ,∞) | x > 0} te».

◦
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De�nicje

Niech ⟨A,≤⟩ b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem i niech a ∈ A.
Mówimy, »e element a jest w zbiorze A:

najwi¦kszy, gdy ∀x ∈ A (x ≤ a);
maksymalny, gdy ∀x ∈ A (a ≤ x → a = x);
najmniejszy, gdy ∀x ∈ A (a ≤ x);
minimalny, gdy ∀x ∈ A (x ≤ a → a = x).

Uwaga:
Element maksymalny w porz¡dku liniowym jest najwi¦kszy.
Element minimalny w porz¡dku liniowym jest najmniejszy.

◦
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Przykªady

▶ Zero jest elementem najwi¦kszym a 1 najmniejszym
w zbiorze N uporz¡dkowanym przez podzielno±¢.

▶ W porz¡dku ⟨N− {0, 1}, | ⟩ nie ma elementu
najmniejszego ani »adnych elementów maksymalnych.
Elementami minimalnymi s¡ liczby pierwsze.

▶ W zbiorze ⟨Z,≤⟩ nie ma »adnych elementów minimalnych
ani maksymalnych.

▶ W zbiorze ⟨P(N),⊆⟩ najmniejszy jest zbiór pusty,
a najwi¦kszy jest zbiór N.

▶ W zbiorze ⟨P(N)− {∅},⊆⟩ nie ma elementu
najmniejszego, a minimalne s¡ singletony.

◦
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Przykªad

W zbiorze ⟨A −◦� B ,⊆⟩ funkcji cz¦±ciowych z A do B :

▶ Elementem najmniejszym jest funkcja pusta ⊥,
która nigdzie nie jest okre±lona.

▶ Elementami maksymalnymi s¡ funkcje caªkowite.
▶ Je±li A ̸= ∅ i B jest co najmniej dwuelementowy,

to nie istnieje element najwi¦kszy.

◦
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Maksymalne i najwi¦ksze

Fakt: Element najwi¦kszy (najmniejszy) jest
jedynym elementem maksymalnym (minimalnym).

Dowód: Niech a b¦dzie najwi¦kszy w A i niech b ∈ A.
Przypu±¢my, »e a ≤ b. Poniewa» a jest najwi¦kszy,
wi¦c tak»e a ≥ b, sk¡d a = b.
Zatem a jest maksymalny.

Niech teraz c b¦dzie dowolnym elementem maksymalnym.
Skoro c ≤ a, to a = c z maksymalno±ci c .

◦
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Maksymalne i najwi¦ksze

Fakt: Element najwi¦kszy (najmniejszy) jest
jedynym elementem maksymalnym (minimalnym).

Ale nie na odwrót:

Cz¦±ciowy porz¡dek ⟨Z⊕ {ω},⪯⟩, w którym:

x ⪯ y ⇔ [(x , y ∈ Z) ∧ (x ≤ y)] ∨ [x = y = ω],

ma tylko jeden element minimalny ω,
ale nie ma elementu najmniejszego.

. . . −4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 . . . . . .

ω

◦
247

Izomor�zmy porz¡dków

De�nicja
Mówimy, »e zbiory cz¦±ciowo uporz¡dkowane ⟨A,≤⟩ i ⟨B ,≤⟩
s¡ izomor�czne, gdy istnieje taka bijekcja f : A

1−1−→
na

B , »e

a ≤ a′ ⇔ f (a) ≤ f (a′),

dla dowolnych a, a′ ∈ A. Piszemy ⟨A,≤⟩ ≈ ⟨B ,≤⟩ lub A ≈ B .
Funkcj¦ f nazywamy izomor�zmem.

◦
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Izomor�zmy porz¡dków

Je±li dwa zbiory cz¦±ciowo uporz¡dkowane s¡ izomor�czne
i jeden z nich

▶ ma element najmniejszy, najwi¦kszy, maksymalny,
minimalny;2

▶ jest liniowo uporz¡dkowany;
▶ ma niesko«czony antyªa«cuch;
▶ ma jak¡± inn¡ wªasno±¢ porz¡dkow¡,

to ten drugi te».

◦
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Przykªad

Zbiór ⟨N,≤⟩ jest izomor�czny ze zbiorem

A = {1− 1

n
| n ∈ N− {0}}

r r r r r rrr b
0

1

2

2

3

3

4

4

5
· · · 1

ale nie ze zbiorem B = {m − 1

n
| m, n ∈ N− {0}}.

r r r rrr r
0

r r rrr r
1 2 3

· · ·r r rrr r
Zbiór B jest izomor�czny ze zbiorem N× N
uporz¡dkowanym leksykogra�cznie.

◦
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Przykªad

Zbiór B = {m − 1

n
| m, n ∈ N− {0}}

r r r rrr r
0

r r rrr r
1 2 3

· · ·r r rrr r
jest izomor�czny ze zbiorem N× N uporz¡dkowanym
leksykogra�cznie:

⟨0, 0⟩, ⟨0, 1⟩, ⟨0, 2⟩, . . . ⟨1, 0⟩, ⟨1, 1⟩, ⟨1, 2⟩, . . . ⟨2, 0⟩, ⟨2, 1⟩, . . .

◦
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Ograniczenie górne i dolne

Niech ⟨A,≤⟩ b¦dzie porz¡dkiem cz¦±ciowym i niech B ⊆ A
i a ∈ A. Mówimy, »e a jest ograniczeniem górnym zbioru B
(oznaczenie B ≤ a), gdy b ≤ a dla wszystkich b ∈ B .

Analogicznie de�niujemy ograniczenia dolne:

(a ≤ B oznacza, »e a ≤ b dla wszystkich b ∈ B .)

Je±li istnieje ograniczenie górne (odp. dolne), to mówimy, »e
zbiór jest ograniczony z góry (odp. z doªu).

◦
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Przykªad

W porz¡dku ⟨N, | ⟩ podzbiór {18, 30} jest ograniczony

z doªu (np. przez 1 albo 3)

i z góry (np. przez 180 lub 360).

◦
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Kresy

Element a jest kresem górnym zbioru B (a = supB),
gdy jest najmniejszym ograniczeniem górnym B , czyli:

▶ a ≥ B ;
▶ dla dowolnego c ∈ A, je±li c ≥ B , to c ≥ a.

Analogicznie, a jest kresem dolnym zbioru B (a = inf B),
gdy jest najwi¦kszym ograniczeniem dolnym B , czyli:

▶ a ≤ B ;
▶ dla dowolnego c ∈ A, je±li c ≤ B , to c ≤ a.

◦

254

Przykªady

▶ W porz¡dku ⟨N, | ⟩ kresem górnym zbioru {18, 30}
jest liczba 90 a dolnym liczba 6.

▶ Ogólniej: w tym porz¡dku kresem górnym zbioru liczb
jest ich najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ a kresem
dolnym � najwi¦kszy wspólny dzielnik.

▶ W rodzinie ⟨P(A),⊆⟩ kresem górnym dowolnej
podrodziny X ⊆ P(A) jest suma

⋃
X .

▶ W szczególno±ci sup{B ,C} = B ∪ C .
Podobnie inf{B ,C} = B ∩ C .

◦
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Przykªady

▶ W zbiorze liczb wymiernych Q, zbiór {q ∈ Q | q2 < 2}
ma ograniczenia górne, ale nie ma kresu górnego.

▶ W zbiorze liczb rzeczywistych R ka»dy niepusty podzbiór
ograniczony z góry ma kres górny (i analogicznie z doªu).
Wªasno±¢ t¦ nazywamy ci¡gªo±ci¡.

◦

256



Przykªady

▶ Rodzina R funkcji cz¦±ciowych jest zgodna, gdy dla
dowolnych f , g ∈ R i dowolnego x ∈ Dom(f ) ∩ Dom(g)
zachodzi f (x) = g(x).

▶ W zbiorze ⟨A −◦� B ,⊆⟩ funkcji cz¦±ciowych z A do B
ka»da zgodna rodzina R ma kres górny, supR =

⋃
R,

gdzie:

▶ Dom(
⋃
R) =

⋃
{Dom(f ) | f ∈ R};

▶ je±li f ∈ R i f (x) jest okre±lone,
to (

⋃
R)(x) = f (x).

◦
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Przykªady

▶ Kres górny zbioru pustego to element najmniejszy.

▶ Kres dolny zbioru pustego to element najwi¦kszy.

◦
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Przykªad

Podzbiór {c , d} ma dwa ograniczenia górne. . .

a b

c

OO ??����������������
d

OO__>>>>>>>>>>>>>>>>

ale nie ma kresu górnego.

◦
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Zadanie: Jakiej mocy jest zbiór P wszystkich porz¡dków
cz¦±ciowych w R?

Rozwi¡zanie: Po pierwsze ka»dy porz¡dek cz¦±ciowy jest

relacj¡ w R, wi¦c P ≤ P(R× R) = 2C.

Po drugie poka»emy, »e 2C ≤ P .

Pierwszy pomysª: Spróbujmy pokaza¢, »e P(R) ≤ P .
Je±li X ⊆ R, to okre±lmy tak¡ relacj¦ ≤X , »e dla x , y ∈ R:

x ≤X y wtw, gdy albo x = y , albo x ∈ X i y ̸∈ X .

Tak otrzymamy funkcj¦ λX .≤X : P(R) → P .

Dlaczego to jest niedobrze i jak to poprawi¢?

Jest niedobrze, bo ≤∅ i ≤R to ta sama relacja.
Zatem λX .≤X nie jest injekcj¡.
Trzeba si¦ pozby¢ np. R. . .

◦
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Zadanie: Jakiej mocy jest zbiór P wszystkich porz¡dków
cz¦±ciowych w R?

Rozwi¡zanie c.d. Poka»emy, »e P(R+) ≤ P .
Je±li X ⊆ R+, to okre±lmy tak¡ relacj¦ ≤X , »e dla x , y ∈ R:

x ≤X y wtw, gdy albo x = y , albo x ∈ X i y ̸∈ X .

Tak otrzymamy injekcj¦ λX .≤X : P(R+)
1−1−→ P .

Ale dlaczego to jest injekcja?

Bo je±li X ̸= Y , np. a ∈ X − Y , to a ≤X −1, ale a ̸≤Y −1.

Wnioski: Poniewa» R+ ∼ R, wi¦c P(R+) ∼ P(R).

A zatem P ≤ P(R+) = 2C. . .

i z twierdzenia Cantora-Bernsteina P = 2C.

261

Zasada minimum

262

Fakt
Ka»dy sko«czony i niepusty liniowy porz¡dek
ma element najmniejszy (i najwi¦kszy te»).

Dowód: Indukcja ze wzgl¦du na liczb¦ elementów.
Dla zbioru pustego i zbiorów jednoelementowych oczywiste.

Zaªó»my, »e teza zachodzi dla zbiorów n-elementowych.
Niech ⟨A,≤⟩ b¦dzie liniowym porz¡dkiem mocy s(n).
Wtedy A = B ∪ {a}, gdzie B ma n elementów.
Z zaªo»enia indukcyjnego B ma element najmniejszy b.
Je±li teraz b ≤ a, to b jest elementem najmniejszym w A.
A je±li a ≤ b, to elementem najmniejszym jest a.

◦
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Uogólnienie

Fakt
Ka»dy sko«czony i niepusty cz¦±ciowy porz¡dek

ma element maksymalny i minimalny.

Dowód: �wiczenie.
(Co trzeba zmieni¢ w poprzednim dowodzie?)

◦
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Zasada minimum

Fakt
Ka»dy niepusty podzbiór A ⊆ N ma element najmniejszy,
tj. taki element a ∈ A, »e ∀b (b ∈ A → a ≤ b).

Dowód: Skoro A jest niepusty, to ma jaki± element n.
Zbiór B = {m ∈ A | m ≤ n} jest podzbiorem s(n),
wi¦c jest sko«czony, a zatem ma element najmniejszy b,
bo jest uporz¡dkowany liniowo.

Liczba b jest elementem najmniejszym zbioru A. Istotnie,
niech m ∈ A. Je±li m ≤ n, to m ∈ B , wi¦c b ≤ m.
A je±li n < m, to b ≤ n < m, bo n ∈ B .

◦
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Zasada minimum

Ka»dy niepusty podzbiór A ⊆ N ma element najmniejszy,
tj. taki element a ∈ A, »e ∀b (b ∈ A → a ≤ b).

Oznaczenie: a = minA

◦
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Troch¦ inna zasada indukcji

Wniosek
Je±li ∀n:N(∀m:N(m < n → W (m)) → W (n)),

to ∀n:N.W (n).

Dowód: Niech A = {n :N | ¬W (n)}. Je±li teza nie
zachodzi, to zbiór A jest niepusty, ma wi¦c element
najmniejszy n. Wtedy ∀m:N(m < n → W (m)) ale nie jest
speªniony warunek W (n), co jest sprzeczne z zaªo»eniem.

Moraª: Aby udowodni¢, »e ka»da liczba naturalna ma
wªasno±¢ W , wystarczy dla ka»dego n pokaza¢, »e:

je±li wszystkie liczby mniejsze od n maj¡ wªasno±¢ W ,
to tak»e n ma wªasno±¢ W

◦
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Przykªad

Graf spójny, w którym nie ma cykli, nazywamy drzewem.

Fakt: Drzewo o n ≥ 1 wierzchoªkach ma n − 1 kraw¦dzi.

Dowód: Indukcja ze wzgl¦du na liczb¦ wierzchoªków n.

Usuwaj¡c jedn¡ kraw¦d¹ dostajemy dwa drzewa.
Jedno ma n1 wierzchoªków, drugie n2 wierzchoªków.
Razem jest n1 + n2 = n wierzchoªków.

Z zaªo»enia indukcyjnego, pierwsze drzewo ma n1 − 1
kraw¦dzi, a drugie n2 − 1. Razem z t¡ usuniet¡ mamy
dokªadnie n1 − 1+ n2 − 1+ 1 = n − 1 kraw¦dzi.

◦
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Zªy przykªad

Niefakt: W dowolnym sko«czonym zbiorze koni K
wszystkie konie s¡ tego samego koloru.

Niedowód: Je±li zbiór K jest pusty, albo w zbiorze
jest tylko jeden ko«, to warunek jest speªniony.

Je±li jest wi¦cej koni, to wybierzmy jednego konia k ∈ K ,
a reszt¦ zbioru K podzielmy na dwie mniejsze cz¦±ci A i B .
Zbiory A ∪ {k} i B ∪ {k} s¡ mniejsze ni» zbiór K ,
wi¦c konie w zbiorze A ∪ {k} s¡ tego samego koloru
i konie w zbiorze B ∪ {k} te».
No to wszystkie konie s¡ tego samego koloru co ko« k .

Gdzie jest bª¡d? To nie dziaªa dla 2 koni.

◦
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Poprzedni przykªad jeszcze raz

Graf spójny, w którym nie ma cykli nazywamy drzewem.

Fakt: Drzewo o n ≥ 1 wierzchoªkach ma n − 1 kraw¦dzi.

Dowód: Indukcja ze wzgl¦du na liczb¦ wierzchoªków n.

Je±li drzewo nie ma kraw¦dzi, to ma tylko 1 wierzchoªek.
Warunek jest wtedy speªniony.

Dalej mo»na zaªo»y¢, »e drzewo ma jakie± kraw¦dzie.
Usuwaj¡c jedn¡ z nich dostajemy dwa drzewa. . .

◦
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Porz¡dki dobrze ufundowane

271

Dobre ufundowanie

Niech ⟨A,≤⟩ b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym.
Je±li ka»dy niepusty podzbiór zbioru A ma element minimalny,
to mówimy, »e ⟨A,≤⟩ jest cz¦±ciowym dobrym porz¡dkiem,
lub, »e A jest dobrze ufundowany .

Je±li ponadto porz¡dek ⟨A,≤⟩ jest liniowy,
to jest to dobry porz¡dek.

(Wtedy ka»dy niepusty podzbiór A ma element najmniejszy.)

◦
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Przykªady

▶ Ka»dy porz¡dek sko«czony jest dobrze ufundowany.

▶ Zbiór N jest dobrze uporz¡dkowany przez zwykªe ≤ .

▶ Zbiór N jest dobrze ufundowany przez podzielno±¢.

▶ Zbiór N×N jest dobrze uporz¡dkowany leksykogra�cznie.

▶ Zbiory Z, Q, R, [0, 1] nie s¡ dobrze ufundowane.

▶ Zbiór P(N) nie jest dobrze ufundowany przez inkluzj¦. . .
. . . bo rodzina wszystkich zbiorów niesko«czonych
nie ma elementu minimalnego.

◦
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Inna de�nicja dobrego ufundowania

Fakt
Zbiór ⟨A,≤⟩ jest dobrze ufundowany wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje w nim ci¡g malej¡cy, tj. taki podzbiór {ai | i ∈ N},
»e ai+1 < ai dla dowolnego i .

Dowód: (⇒) Gdyby taki istniaª, to by nie miaª elementu
minimalnego.

(⇐) Przypu±¢my, »e niepusty podzbiór B ⊆ A nie ma
elementu minimalnego. Skoro B jest niepusty, to ma jaki±
element b0. On oczywi±cie nie jest minimalny, wi¦c jest takie
b1 ∈ B , »e b1 < b0. I tak dalej: przez indukcj¦ okre±lamy
ci¡g malej¡cy b0 > b1 > b2 > · · ·

◦
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De�nicja
W porz¡dku cz¦±ciowym ⟨A,≤⟩ odcinkiem pocz¡tkowym
wyznaczonym przez element x ∈ A nazwiemy zbiór:

OA(x) = {y ∈ A | y < x}.

Zasada indukcji

Niech ⟨A,≤⟩ b¦dzie dobrze ufundowany i niech W ⊆ A.
Zaªó»my, »e dla dowolnego a ∈ A zachodzi implikacja:

OA(a) ⊆ W ⇒ a ∈ W .

Wtedy W = A.

Dowód: Przypu±¢my, »e W ̸= A. Zbiór A−W jest wtedy
niepusty i ma element minimalny a. Z minimalno±ci mamy
jednak OA(a) ⊆ W , wi¦c a ∈ W .

◦
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Przykªad: funkcja Ackermanna-Sudana
Fakt: Nast¦puj¡ca procedura rekurencyjna

A(n,m) = if n = 0 then m + 1
else if m = 0 then A(n − 1, 1)

else A(n − 1,A(n,m − 1))

zatrzymuje si¦ dla dowolnej pary ⟨n,m⟩ ∈ N2.

Dowód: Indukcja ze wzgl¦du na porz¡dek leksykogra�czny
w zbiorze N2. (�Indukcja ze wzgl¦du na dwa parametry�)

Dowodzimy, »e: �A(n,m) jest okre±lone�

przy zaªo»eniu: �A(i , j) jest okre±lone dla wszystkich par ⟨i , j⟩
leksykogra�cznie mniejszych od ⟨n,m⟩.
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Przykªad: funkcja Ackermanna-Sudana
Fakt: Nast¦puj¡ca procedura rekurencyjna

A(n,m) = if n = 0 then m + 1
else if m = 0 then A(n − 1, 1)

else A(n − 1,A(n,m − 1))

zatrzymuje si¦ dla dowolnej pary ⟨n,m⟩ ∈ N2.

Dowód: Indukcja ze wzgl¦du na porz¡dek leksykogra�czny
w zbiorze N2. (�Indukcja ze wzgl¦du na dwa parametry�)

Dla n = 0 teza jest oczywista.

Dla n > 0 i m = 0, u»yjemy zaª. indukcyjnego o ⟨n − 1, 1⟩.

Je±li n > 0 i m > 0, to z zaªo»enia indukcyjnego o ⟨n,m − 1⟩
obliczenie A(n,m − 1) zatrzymuje si¦ z pewnym wynikiem a
Teraz u»ywamy zaªo»enia indukcyjnego dla ⟨n − 1, a⟩.

◦
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De�nicja
W porz¡dku cz¦±ciowym ⟨A,≤⟩ odcinkiem pocz¡tkowym
wyznaczonym przez element x ∈ A nazwiemy zbiór:

OA(x) = {y ∈ A | y < x}.

Zasada indukcji

Niech ⟨A,≤⟩ b¦dzie dobrze ufundowany i niech W ⊆ A.
Zaªó»my, »e dla dowolnego a ∈ A zachodzi implikacja:

OA(a) ⊆ W ⇒ a ∈ W .

Wtedy W = A.

278

Moraª

Mo»na dowodzi¢ przez indukcj¦ (i de�niowa¢ przez indukcj¦)
ze wzgl¦du na dowolny zbiór dobrze ufundowany.

Na przykªad wtedy, kiedy sam zbiór jest skonstruowany przez
indukcj¦ � wtedy mamy indukcj¦ strukturaln¡.
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Sªowa

280



Typ indukcyjny: sªowa nad {a, b}

Na±laduj¡c Giuseppe Peana:

▶ Sªowo puste ε jest sªowem.
▶ Ka»de sªowo w mo»na przedªu»y¢, dopisuj¡c na ko«cu

liter¦ a lub b (oznaczenie wa, wb).
▶ Je±li wa = va lub wb = vb to w = v ;
▶ Sªowa wa i vb s¡ ró»ne i niepuste;
▶ Zasada indukcji?

◦
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Zasada indukcji dla sªów

Je±li

▶ sªowo puste ma wªasno±¢ X ,
▶ z tego, »e sªowo w ma wªasno±¢ X wynika, »e

sªowa wa i wb te» maj¡ wªasno±¢ X ,

to

▶ ka»de sªowo ma wªasno±¢ X .

X (ε) ∧ (∀w :{a, b}∗(X (w) → X (wa) ∧ X (wb))) →
→ ∀w :{a, b}∗.X (w).

◦
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De�niowanie przez indukcj¦
Dªugo±¢ sªowa:

▶ |ε| = 0;
▶ |wa| = |w |+ 1;
▶ |wb| = |w |+ 1.

Skªadanie (konkatenacja) sªów:

▶ w · ε = w ;
▶ w · va = (w · v)a;
▶ w · vb = (w · v)b.

Konkatenacja jest ª¡czna:
ein · (und · zwanzig) = (ein · und) · zwanzig = einundzwanzig .

◦
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Dowodzenie przez indukcj¦

Fakt
Dla dowolnych sªów w i v zachodzi |w · v | = |w |+ |v |.

Dowód: Udowodnimy, »e ka»de sªowo v ma wªasno±¢

∀w :{a, b}∗.|w · v | = |w |+ |v |.

Krok bazowy: Poniewa» w · ε = w , wi¦c |w · ε| = |w |.

Krok indukcyjny: Niech |w · v | = |w |+ |v | dla wszystkich w .

|w · va| = |(w · v)a| = |w · v |+ 1 = |w |+ |v |+ 1 = |w |+ |va|.

Drugi przypadek jest analogiczny.

�wiczenie: Udowodni¢, »e ∀w (ε · w = w).

◦
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Porz¡dek pre�ksowy

De�nicja: w ⊆ v ⇔ ∃u (v = w · u).

Fakt
Relacja ⊆ jest cz¦±ciowym porz¡dkiem,
na dodatek dobrze ufundowanym.

Dowód: Zwrotno±¢ i przechodnio±¢ s¡ oczywiste.

Antysymetria: je±li w = vx i v = wy to w = wyx .
Ale |w | = |wyx | = |w |+ |y |+ |x |, wi¦c x = y = ε.

Ufundowanie: w malej¡cym ci¡gu sªów maleje te» dªugo±¢.

◦
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Porz¡dek leksykogra�czny

Zaªó»my, »e alfabet A jest uporz¡dkowany przez relacj¦ ≤.
Dla w , v ∈ A∗, przyjmujemy, »e w ⪯ v , gdy:

▶ w ⊆ v , albo
▶ istnieje takie sªowo u, »e ua ⊆ w i ub ⊆ v ,

dla pewnych a, b ∈ A takich, »e a < b.

Na przykªad, je±li a < b, to ε ⪯ ab ⪯ aba ⪯ baba ⪯ bba
(decyduje pierwsza ró»nica).

◦
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Fakt (¢wiczenie)

Porz¡dek leksykogra�czny jest relacj¡ cz¦±ciowego porz¡dku
w zbiorze A∗. Je±li alfabet jest liniowo uporz¡dkowany, to
porz¡dek leksykogra�czny te» jest liniowy.

◦
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Porz¡dek leksykogra�czny

Uwaga: Je±li w A s¡ dwa elementy a, b, takie »e a < b, to
porz¡dek leksykogra�czny ⪯ nie jest dobrym ufundowaniem
zbioru A∗.

Bo np. zbiór {anb | n ∈ N} nie ma elementu minimalnego.
Istotnie, anb > an+1b, dla ka»dego n.

◦
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Typy indukcyjne

Co ª¡czy ze sob¡ liczby naturalne i sªowa?

- De�nicja przez konstruktory;

- Indukcja.

Takie dziedziny nazywamy typami indukcyjnymi .

◦
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Typy indukcyjne

Obiekty typu indukcyjnego tworzone s¡ przez konstruktory .

Ka»dy element mo»na otrzyma¢ tylko w jeden sposób,
przez pewne zªo»enie konstruktorów.

Z typem indukcyjnym zwi¡zane s¡

▶ swoista zasada indukcji;
▶ swoisty schemat de�niowania przez indukcj¦.

◦
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Listy

Listy liczb naturalnych tworz¡ typ indukcyjny list generowany
przez dwa konstruktory:

nil : list, oraz cons : N× list → list.

Zamiast cons(n, ℓ) cz¦sto piszemy n :: ℓ.

Zasada indukcji:

W (nil) ∧ ∀ℓ : list(W (ℓ) → ∀n :N.W (n :: ℓ)) → ∀ℓ : list.W (ℓ).

Schemat de�niowania przez indukcj¦:

f (nil, d) = g(d);
f (n :: ℓ, d) = h(ℓ, n, d , f (ℓ, d)).

◦
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Inne typy indukcyjne

Drzewa binarne:

leaf : tree node : tree× tree → tree

Omega-drzewa:

leaf : ω-tree node : (N→ ω-tree) → ω-tree.

◦
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Typy indukcyjne z trywialn¡ indukcj¡

Suma prosta:

Suma prosta A⊕ B ma dwa konstruktory
in1 : A → A⊕ B , in2 : B → A⊕ B .

Dowodzenie przez indukcj¦ sprowadza si¦ do dwóch
przypadków. (Nie ma zaªo»enia indukcyjnego.)

Iloczyn kartezja«ski:

Iloczyn A× B ma jeden konstruktor para : A → (B → A× B).

Typ jednostkowy:

Typ Unit ma jeden konstruktor • ∈ Unit.

Typ Bool:

Typ warto±ci logicznych Bool to suma prosta Unit⊕ Unit.

◦
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Abstrakcyjna skªadnia

Wyra»enia algebraiczne (termy), w których wyst¦puj¡
(na przykªad):

zmienne ze zbioru V = {xi | i ∈ N},
staªe ze zbioru {0, 1},
operacje + oraz ∗,

tworz¡ typ indukcyjny WA o konstruktorach:

x : N→ WA,
0, 1 : WA,
+, ∗ : WA×WA → WA.

◦
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Przykªad: skªadnia abstrakcyjna
Wyra»enie algebraiczne (term) to w istocie drzewo, np. takie:
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4 x1 +
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�

55
55
55
5 1

0 1 x2 1

Taki term mo»na zapisa¢ tak:
∗(+(∗(0, 1), x(1)),+(+(x(2), 1), 1))
albo tak: ((0 ∗ 1) + x1) ∗ ((x2 + 1) + 1).
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Skªadnia konkretna

Skªadnia abstrakcyjna termu to jego faktyczna struktura.
Term mo»na sobie wyobra»a¢ jako drzewo.

Skªadnia konkretna, to przedstawienie termu w postaci napisu.
Mo»e u»ywa¢ nawiasów, albo konwencji notacyjnych,
na przykªad okre±lenia priorytetów:

▶ Mno»enie ma wy»szy priorytet ni» dodawanie,
▶ Dodawanie wykonujemy od lewej, itp.

Wtedy wyra»enie ((0 ∗ 1) + x1) ∗ ((x2 + 1) + 1) mo»na zapisa¢
w postaci (0 ∗ 1+ x1) ∗ (x2 + 1+ 1).

◦
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De�niowanie przez indukcj¦

Warto±ciowanie zmiennych ze zbioru V = {xi | i ∈ N}
w zbiorze N to dowolna funkcja v : V → N.

Umówmy si¦, »e znaki +, ∗, 0 i 1 interpretujemy jak zwykle.

Warto±¢ termu t przy warto±ciowaniu v , ozn. [[t]]v ,
de�niujemy przez indukcj¦:

[[xi ]]v = v(xi), [[0]]v = 0, [[1]]v = 1.

[[t + u]]v = [[t]]v + [[u]]v , [[t ∗ u]]v = [[t]]v ∗ [[u]]v

Je±li v(x1)=7 i v(x2)=3, to [[(0 ∗ 1+ x1) ∗ (x2 + 1+ 1)]]v = 35.

Ale mo»emy si¦ umówi¢ inaczej.

◦
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Warto±¢ termu, ogólniej

Warto±ciowanie zmiennych ze zbioru V = {xi | i ∈ N}
w zbiorze A to dowolna funkcja v : V → A.

Ustalamy pewne funkcje a,m : A× A → A i staªe z , j ∈ A.

Umówmy si¦, »e +, ∗, 0 i 1 interpretujemy jako a, m, z , j .

Warto±¢ termu t przy warto±ciowaniu v de�niujemy
przez indukcj¦:

[[xi ]]v = v(xi), [[0]]v = z , [[1]]v = j .

[[t + u]]v = a([[t]]v , [[u]]v ), [[t ∗ u]]v = m([[t]]v , [[u]]v )

Wtedy [[(0 ∗ 1+ x1) ∗ (x2 + 1+ 1)]]v jest jakim± elementem A.

◦
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Warto±¢ termu, przykªad

Przyjmijmy A = P(R), z = ∅, j = Q
i niech a(u, v) = u ∪ v , m(u, v) = u − v .

Je±li v jest takie, »e v(x1) = R i v(x2) = {0, π}, to

[[(0 ∗ 1+ x1) ∗ (x2 + 1+ 1)]]v =

((∅−Q) ∪ R)− (({0, π} ∪Q) ∪Q) =

R− (Q ∪ {π}) = IQ− {π},

gdzie IQ to zbiór wszystkich liczb niewymiernych.

◦
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Przerwa na reklam¦

◦

300

Skªadnia (abstrakcyjna) rachunku zda«

▶ Symbole (zmienne) zdaniowe (p, q, r , . . .),
oraz staªe ⊥ i ⊤ s¡ formuªami zdaniowymi.

▶ Je±li α jest formuª¡ zdaniow¡,
to tak»e ¬α jest formuª¡ zdaniow¡.

▶ Je±li α i β s¡ formuªami zdaniowymi to

α → β, α ∨ β, α ∧ β
te» s¡ formuªami zdaniowymi.

Inaczej: formuªy zdaniowe tworz¡ typ indukcyjny,
o konstruktorach p, q, r , . . . ,⊥,⊤,¬,→,∨,∧

◦
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Przykªad: skªadnia abstrakcyjna

→

sss
sss

sss
s
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L
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8
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88
88

88
8 r ¬ r

p q p

Skªadnia konkretna: (((p ∧ q) → r) → ((¬p) → r))

◦
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Przykªad: skªadnia abstrakcyjna

→
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sss
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8 r ¬ r

p q p

Skªadnia konkretna: (p ∧ q → r) → (¬p → r)

◦
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Skªadnia konkretna

▶ Koniunkcja i alternatywa maj¡ wy»szy priorytet ni»
implikacja: zamiast (p ∧ q) → r piszemy p ∧ q → r .

▶ Negacja ma najwy»szy priorytet:
napis ¬p → q oznacza implikacj¦.

▶ Koniunkcja i alternatywa maj¡ ten sam priorytet:
napis p ∨ q ∧ r jest niepoprawny.

▶ Ale wielokrotn¡ koniunkcj¦ (alternatyw¦) piszemy bez
nawiasów: napis p ∨ q ∨ r oznacza (p ∨ q) ∨ r .

Przykªady:

(p ∧ q → r) → (¬p → r) p ∧ (q → r) → ¬(p → r)

◦
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Równowa»no±¢

▶ Napis α ↔ β jest skrótem napisu (α → β) ∧ (β → α).

◦
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Semantyka rachunku zda«
Interpretacja zdaniowa (inaczej: warto±ciowanie zdaniowe)
to funkcja ϱ, która ka»dej zmiennej zdaniowej p

przypisuje warto±¢ logiczn¡ ϱ(p) ∈ {0, 1}.

Warto±¢ formuªy przy interpretacji ϱ
de�niujemy (oczywi±cie) przez indukcj¦:

▶ [[⊥]]ϱ = 0 oraz [[⊤]]ϱ = 1;
▶ [[p]]ϱ = ϱ(p), gdy p jest symbolem zdaniowym;
▶ [[¬α]]ϱ = 1− [[α]]ϱ;
▶ [[α ∨ β]]ϱ = max{[[α]]ϱ, [[β]]ϱ};
▶ [[α ∧ β]]ϱ = min{[[α]]ϱ, [[β]]ϱ};
▶ [[α → β]]ϱ = 0, gdy [[α]]ϱ = 1 i [[β]]ϱ = 0;
▶ [[α → β]]ϱ = 1, w przeciwnym przypadku.

◦
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Przykªad

Formuªa (p ∧ q → r) → (¬p → r) ma warto±¢ jeden przy
interpretacji ϱ, gdzie

ϱ(p) = ϱ(r) = 1 i ϱ(q) = 0.

Ta sama formuªa ma warto±¢ zero przy interpretacji µ, gdzie

µ(p) = µ(r) = 0 i µ(q) = 1.

◦
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Speªnialno±¢ i prawdziwo±¢

Je±li [[φ]]ϱ = 1, to piszemy te» ϱ |= φ i mówimy, »e

formuªa φ jest speªniona przez interpretacj¦ ϱ.

Formuªa φ jest speªnialna,

gdy ϱ |= φ zachodzi dla pewnej interpretacji ϱ.

Formuªa speªniona przy ka»dej interpretacji

jest prawdziwa (jest tautologi¡). Piszemy |= φ.

◦
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Równowa»no±¢ i implikacja

▶ Formuªy ((p ↔ q) ↔ r) i (p ↔ (q ↔ r))
s¡ równowa»ne.

▶ Ale »adna z nich nie jest równowa»na
formule (p ↔ q) ∧ (q ↔ r).

▶ Co znaczy napis: p ↔ q ↔ r ?
▶ Zdania postaci ((p → q) → r) i (p → (q → r))

nie s¡ równowa»ne.
▶ I »adne z nich nie jest równowa»ne

zdaniu (p → q) ∧ (q → r).
▶ Co znaczy napis p → q → r ?

◦
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Przykªady tautologii

▶ Prawo wyª¡czonego ±rodka: p ∨ ¬p.

▶ Prawo podwójnego przeczenia: ¬¬p ↔ p.

▶ Prawa De Morgana:

▶ ¬(p ∧ q) ↔ (¬p ∨ ¬q);

▶ ¬(p ∨ q) ↔ (¬p ∧ ¬q).

◦
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�¡czno±¢ i przemienno±¢

▶ (p ∨ q) ∨ r ↔ p ∨ (q ∨ r);

▶ (p ∧ q) ∧ r ↔ p ∧ (q ∧ r);

▶ (p ∨ q) ↔ (q ∨ p);

▶ (p ∧ q) ↔ (q ∧ p).

Moraª:
mo»na pisa¢ p ∨ q ∨ r ∨ . . . nie dbaj¡c o nawiasy i kolejno±¢.

311

Wa»ne schematy z implikacj¡

▶ (p → q) ↔ (¬p ∨ q).

▶ ¬(p → q) ↔ (p ∧ ¬q).

▶ (p → q) ↔ (¬q → ¬p) (prawo kontrapozycji).

▶ ¬p ↔ (p → ⊥).

▶ p ∧ (p → q) → q (odrywanie, czyli modus ponens).

◦
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Wa»ne schematy z implikacj¡

▶ (p → q) ↔ (¬p ∨ q).

▶ ¬(p → q) ↔ (p ∧ ¬q).

▶ (p → q) ↔ (¬q → ¬p) (prawo kontrapozycji).

▶ ¬p ↔ (p → ⊥).

▶ p ∧ (p → q) → q (odrywanie, czyli modus ponens).

◦
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Koniunkcja i alternatywa

▶ p → (p ∨ q), q → (p ∨ q),

▶ (p → r) → ((q → r) → (p ∨ q → r));

▶ (p ∧ q) → p, (p ∧ q) → q,

▶ (r → p) → ((r → q) → (r → p ∧ q));

▶ p ∨ ⊥ ↔ p, p ∨ ⊤ ↔ ⊤;

▶ p ∧ ⊥ ↔ ⊥, p ∧ ⊤ ↔ p.

◦
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Wnioskowanie z przesªanek

Mówimy, »e formuªa φ jest konsekwencj¡ zbioru zaªo»e« Γ
i piszemy Γ |= φ, gdy dla dowolnej interpretacji zdaniowej ϱ,

je»eli [[γ]]ϱ = 1 dla ka»dego γ ∈ Γ, to tak»e [[φ]]ϱ = 1.

Przykªad: {φ→ ψ, ψ → ϑ} |= φ→ ϑ.

(Mo»na to napisa¢ bez klamerek: φ→ ψ, ψ → ϑ |= φ→ ϑ.)

Zwi¡zek Γ |= φ to ogólnie poprawny schemat wnioskowania.

◦
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Semantyka rachunku zda«
Interpretacja zdaniowa (inaczej: warto±ciowanie zdaniowe)
to funkcja ϱ, która ka»dej zmiennej zdaniowej p

przypisuje warto±¢ logiczn¡ ϱ(p) ∈ {0, 1}.

Warto±¢ formuªy przy interpretacji ϱ
de�niujemy (oczywi±cie) przez indukcj¦:

▶ [[⊥]]ϱ = 0 oraz [[⊤]]ϱ = 1;
▶ [[p]]ϱ = ϱ(p), gdy p jest symbolem zdaniowym;
▶ [[¬α]]ϱ = 1− [[α]]ϱ;
▶ [[α ∨ β]]ϱ = max{[[α]]ϱ, [[β]]ϱ};
▶ [[α ∧ β]]ϱ = min{[[α]]ϱ, [[β]]ϱ};
▶ [[α → β]]ϱ = 0, gdy [[α]]ϱ = 1 i [[β]]ϱ = 0;
▶ [[α → β]]ϱ = 1, w przeciwnym przypadku.

◦
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Normalizacja formuª

Literaª to symbol zdaniowy lub negacja symbolu zdaniowego.

Formuªa zdaniowa φ jest w koniunkcyjnej postaci normalnej,
gdy φ jest koniunkcj¡ alternatyw literaªów, tj. wygl¡da tak:

(p1
1
∨ · · · ∨ pk1

1
) ∧ · · · ∧ (p1r ∨ · · · ∨ pkrr ),

gdzie wszystkie pij s¡ literaªami.

Przykªad: (p ∨ ¬q) ∧ (q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r)

Uwaga: (1) Pusta koniunkcja (r = 0) to staªa ⊤.
(2) Pusta alternatywa (ki = 0) to staªa ⊥.

◦
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Normalizacja formuª

Twierdzenie: Dla ka»dej formuªy zdaniowej istnieje
równowa»na jej formuªa w koniunkcyjnej postaci normalnej.

Szkic dowodu:

Najpierw eliminujemy implikacje, stosuj¡c zasad¦:

(α → β) ↔ (¬α ∨ β).

Otrzymujemy formuª¦, w której wyst¦puj¡ tylko ∨, ∧ i ¬.

◦
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Normalizacja formuª

Dana jest formuªa, w której wyst¦puj¡ tylko ∨, ∧ i ¬.
Je±li ta formuªa nie jest w postaci normalnej

(p1
1
∨ · · · ∨ pk1

1
) ∧ · · · ∧ (p1r ∨ · · · ∨ pkrr ),

to zawiera �podformuª¦� jednej z nast¦puj¡cych postaci:

¬(α ∨ β), ¬(α ∧ β), ¬⊤, ¬⊥, ¬¬α,

⊤ ∨ α, ⊤ ∧ α, ⊥ ∧ α, ⊥ ∨ α

α ∨ (β ∧ γ)

(z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci argumentów).

◦
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Reguªy przepisywania

Eliminujemy podwójne i trywialne negacje:

¬¬α ⇒ α ¬⊤ ⇒ ⊥ ¬⊥ ⇒ ⊤

�Przesuwamy w dóª� negacje z pomoc¡ praw De Morgana:

¬(α ∨ β) ⇒ (¬α ∧ ¬β) ¬(α ∧ β) ⇒ (¬α ∨ ¬β)

Eliminujemy nadmiar staªych logicznych:

⊤ ∨ α ⇒ ⊤, ⊤ ∧ α ⇒ α,

⊥ ∧ α ⇒ ⊥, ⊥ ∨ α ⇒ α.

�Przesuwamy w dóª� alternatywy:

α ∨ (β ∧ γ) ⇒ (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ).

◦
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Przykªad

Formuª¦ ¬(p ∨ ¬q) ∨ (r ∧ ⊤) przepisujemy do postaci:

¬(p ∨ ¬q) ∨ r

(¬p ∧ ¬¬q) ∨ r

(¬p ∧ q) ∨ r

(¬p ∨ r) ∧ (q ∨ r).

Wszystkie te formuªy s¡ równowa»ne.
Ostatnia formuªa jest w koniunkcyjnej postaci normalnej.

◦
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Dlaczego ta procedura musi si¦ zako«czy¢?

Ka»dej formule (bez →) przypiszemy liczbow¡ wag¦:

▶ waga(p) = 2, gdy p jest atomem (w tym ⊤,⊥).
▶ waga(φ ∧ ψ) = waga(φ) + waga(ψ) + 2;
▶ waga(φ ∨ ψ) = 2 · waga(φ) · waga(ψ);
▶ waga(¬φ) = 2waga(φ).

Fakt: Ka»da operacja zmniejsza wag¦.

We¹my na przykªad ¬(α ∨ β) ⇒ (¬α ∧ ¬β).

Niech waga(α) = a i waga(β) = b. Wtedy:

waga(¬(α ∨ β)) = 2waga(α∨β) = 22ab;
waga(¬α ∧ ¬β) = 2a + 2b + 2 < 22ab.

◦
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Rozmiar postaci normalnej

Operacja

α ∨ (β ∧ γ) ⇒ (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ)

podwaja podformuª¦ α. Wielokrotne podwajanie mo»e
wykªadniczo zwi¦kszy¢ rozmiary caªej formuªy.

Jakiej wielko±ci jest posta¢ normalna tej formuªy?

(p1 ∧ q1) ∨ (p2 ∧ q2) ∨ · · · ∨ (pn ∧ qn)

◦
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Siªa wyrazu rachunku zda«

Kolorowanie grafu

Niech G b¦dzie (sko«czonym) zbiorem, w którym okre±lono
symetryczn¡ relacj¦ r . Par¦ G = ⟨G , r⟩ nazwiemy grafem.

(My±limy o G jak o zbiorze wierzchoªków grafu,
a o relacji r jak o zbiorze kraw¦dzi tego grafu.)

Graf G = ⟨G , r⟩ jest trójkolorowy , gdy istnieje taki podziaª
zbioru G na trzy rozª¡czne cz¦±ci, »e »adne dwa elementy
zbioru G , nale»¡ce do jednej skªadowej, nie s¡ w relacji r .

(Wierzchoªki poª¡czone kraw¦dziami s¡ ró»nych kolorów.)

◦
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Ten graf jest trójkolorowy

◦
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Kolorowanie grafu
Dany graf G = ⟨G , r⟩. Okre±limy tak zbiór formuª ΓG, »e:

G jest trójkolorowy ⇔ ΓG jest speªnialny.

w ten sposób pytanie dotycz¡ce grafu sprowadzimy do pytania
o speªnialno±¢. (Podobnie mo»na robi¢ z innymi pytaniami.)

U»yjemy do tego zmiennych zdaniowych postaci pia, dla a ∈ G
oraz i ∈ {1, 2, 3}. (Sens: wierzchoªek a ma kolor i .)

W zbiorze ΓG s¡ takie formuªy:

αa = (p1a ∨ p2a ∨ p3a) ∧ ¬(p1a ∧ p2a) ∧ ¬(p1a ∧ p3a) ∧ ¬(p3a ∧ p2a),

dla ka»dego a ∈ G . (Element a ma dokªadnie jeden kolor.)

βab = ¬(p1a ∧ p1b) ∧ ¬(p2a ∧ p2b) ∧ ¬(p3a ∧ p3b),

dla ka»dej pary ⟨a, b⟩ ∈ r . (Elementy a i b s¡ ró»nego koloru.)

◦
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Rachunek predykatów

(pierwszego rz¦du)

◦
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J¦zyk logiki pierwszego rz¦du

▶ Zmienne indywiduowe, np. x , y , . . .

▶ Symbole relacyjne, np. r , ≤, itp.

▶ Symbole funkcyjne (w tym staªe), np. +, f , $.

Symbole funkcyjne i relacyjne tworz¡ sygnatur¦.
(Taka sygnatura jest zwykle sko«czona.)

Na przykªad sygnatura arytmetyki mo»e by¢ taka:

+, ∗, 0, 1,≤.

◦
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Formuªy pierwszego rz¦du
▶ Formuªy atomowe r(t1, . . . , tn) s¡ formuªami,

gdzie r to symbol relacyjny a t1, . . . , tn to termy
(wyra»enia algebraiczne).

(Zwykle piszemy np. t1 + t2 zamiast +(t1, t2).)

▶ Staªe logiczne ⊥, ⊤ s¡ formuªami.

▶ Je±li φ, ψ s¡ formuªami, to

φ→ ψ, φ ∨ ψ, φ ∧ ψ, ¬φ
s¡ formuªami.

▶ Je±li φ jest formuª¡, a x zmienn¡ indywiduow¡, to

∀xφ, ∃xφ

s¡ formuªami.

◦
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Zmienne wolne

FV(φ) to zbiór wszystkich zmiennych wolnych formuªy φ:

FV(r(t1, . . . , tn)) to zbiór wszystkich zmiennych w t1, . . . , tn.

FV(α ∨ β) = FV(α ∧ β) = FV(α → β) = FV(α) ∪ FV(β),

FV(⊤) = FV(⊥) = ∅,

FV(¬α) = FV(α),

FV(∀x φ) = FV(∃x φ) = FV(φ)− {x}.

Na przykªad FV(∀x (r(x , x) → r(x , y)) ∨ ∃z r(x , z)) = {x , y}.

◦
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Semantyka formuª

Struktura relacyjna (tak»e: model, interpretacja),
to niepusty zbiór wraz z odpowiednimi relacjami i funkcjami:

A = ⟨A, rA
1
, . . . , rAn , f

A
1
, . . . , f Am ⟩

Warto±ciowanie w strukturze A, to funkcja v : V → A.

Znaczenie formuªy φ przy warto±ciowaniu v
to jej warto±¢ logiczna [[φ]]v ∈ {0, 1}.

◦
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Semantyka formuª

Znaczenie formuªy φ przy warto±ciowaniu v
to jej warto±¢ logiczna [[φ]]v ∈ {0, 1}.

Znaczenie formuªy atomowej:

▶ [[⊥]]v = 0;
▶ [[⊤]]v = 1;
▶ [[r(t1, . . . , tn)]]v = 1, gdy ⟨[[t1]]v , . . . , [[tn]]v⟩ ∈ rA;
▶ [[r(t1, . . . , tn)]]v = 0, w przeciwnym przypadku.

◦
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Znaczenie formuª zªo»onych

▶ [[¬α]]v = 1− [[α]]v ;

▶ [[α ∨ β]]v = max{[[α]]v , [[β]]v};

▶ [[α ∧ β]]v = min{[[α]]v , [[β]]v};

▶ [[α → β]]v = 0, gdy [[α]]v = 1 i [[β]]v = 0;

▶ [[α → β]]v = 1, w przeciwnym przypadku.

◦
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Znaczenie formuª z kwanty�katorami

Poni»ej, v [x 7→ a] oznacza takie warto±ciowanie, »e

v [x 7→ a](x) = a oraz v [x 7→ a](y) = v(y).

▶ [[∀xφ]]v = min{[[φ]]v [x 7→a] | a ∈ A};

▶ [[∃xφ]]v = max{[[φ]]v [x 7→a] | a ∈ A}.

◦
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Przykªad

Znaczeniem formuªy ∃z(x < z ∧ z < y) w strukturze ⟨Q, <⟩,

� przy warto±ciowaniu v(x) = 1, v(y) = 2 jest 1,

� przy warto±ciowaniu v(x) = 3, v(y) = 2 jest 0.

Znaczeniem tej samej formuªy w strukturze ⟨Z, <⟩,

� przy warto±ciowaniu v(x) = 1, v(y) = 2 jest 0.

� przy warto±ciowaniu v(x) = 1, v(y) = 7 jest 1.

◦
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Wa»ny fakt:

Znaczenie formuªy zale»y tylko od warto±ci jej zmiennych
wolnych. �ci±lej:

Je±li v(x) = w(x) dla ka»dego x ∈ FV(φ), to [[φ]]v = [[φ]]w

Zdanie, to formuªa, która nie ma zmiennych wolnych.

Na przykªad formuªa ∃x∀y (x ≤ y) jest zdaniem,
a formuªa ∀y(x ≤ y ∧ y ≤ z) nie jest zdaniem.

W ustalonej strukturze zdanie jest albo prawdziwe
albo faªszywe (niezale»nie od warto±ciowania).

◦
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Speªnialno±¢ i prawdziwo±¢

Formuªa jest speªnialna (speªnialna w A) je±li jest speªniona
w pewnym modelu (w modelu A) przez pewne warto±ciowanie.

Formuªa φ jest prawdziwa w A (piszemy A |= φ), je»eli jest
speªniona w A przez wszystkie warto±ciowania.

Formuªa φ jest prawdziwa (jest tautologi¡), je»eli jest
prawdziwa w ka»dym modelu A. Wtedy piszemy |= φ.

◦
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Przykªad

Zdanie ∀x(P(x) ∨ Q(x)) → ∀x P(x) ∨ ∀x Q(x)
nie jest tautologi¡, ale jest speªnialne.

Interpretacja pierwsza: zbiór liczb naturalnych, gdzie P(x)
oznacza parzysto±¢, a Q(x) nieparzysto±¢ liczby x .

Interpretacja druga: zbiór liczb naturalnych, gdzie P(x)
oznacza podzielno±¢ przez 3, a Q(x) podzielno±¢ przez 7.

◦
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Tautologie z kwanty�katorami

▶ ¬∀xA(x) ↔ ∃x¬A(x);

▶ ¬∃xA(x) ↔ ∀x¬A(x);

▶ ∀x(A(x) ∧ B(x)) ↔ ∀xA(x) ∧ ∀xB(x);

▶ ∃x(A(x) ∨ B(x)) ↔ ∃xA(x) ∨ ∃xB(x);

Poni»ej, zmienna x nie jest wolna w A:

▶ ∀x(A ∨ B(x)) ↔ A ∨ ∀xB(x);
▶ ∃x(A ∧ B(x)) ↔ A ∧ ∃xB(x).

◦
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Zadanie: Czy to jest tautologia?

(∃yP(y) → ∀zQ(z)) → ∀y(P(y) → Q(y))

Rozwi¡zanie: Przesªanka ∃yP(y) → ∀zQ(z)
jest równowa»na ka»dej z formuª:

¬∃y P(y) ∨ ∀z Q(z);

∀y ¬P(y) ∨ ∀z Q(z);

∀y(¬P(y) ∨ ∀z Q(z));

∀y∀z(¬P(y) ∨ Q(z));

∀y∀z(P(y) → Q(z)).

Zatem caªo±¢ jest równowa»na oczywistej tautologii:

∀y∀z(P(y) → Q(z)) → ∀y(P(y) → Q(y)).

◦
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�wiczenie

Symbole relacyjne R , S s¡ jednoargumentowe,
symbol funkcyjny f jest dwuargumentowy.

Napisa¢ zdanie prawdziwe dokªadnie w tych modelach

A = ⟨A, f A,RA, SA⟩,

w których obraz zbioru RA × SA przy przeksztaªceniu f A

zawiera si¦ w zbiorze RA ∩ SA.

Rozwi¡zanie:

∀x∀y(R(x) ∧ S(y) → R(f (x , y)) ∧ S(f (x , y))

◦
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�wiczenie

Napisa¢ zdanie prawdziwe w strukturze ⟨{a, b}∗, ·, ε,=⟩

sªów nad alfabetem {a, b}∗ z konkatenacj¡ i sªowem pustym,

ale nieprawdziwe w strukturze ⟨{a, b, c}∗, ·, ε,=⟩.

Rozwi¡zanie:

∃x1∃x2∀y(∀z1∀z2(y = z1 · z2 → y = z1 ∨ y = z2) →
y = x1 ∨ y = x2 ∨ y = ε)

Powy»sze zdanie zdanie rozró»nia te dwie struktury.

◦
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Zªe wiadomo±ci

Jak ustali¢, »e formuªa jest tautologi¡?

▶ Formuªa zdaniowa z n symbolami zdaniowymi ma 2n

ró»nych interpretacji. Mo»e tylko jedna jest zªa?
Sprawdzenie wszystkich stanowczo trwa zbyt dªugo.

▶ Nie istnieje »adna algorytmiczna metoda sprawdzania
czy dana formuªa pierwszego rz¦du jest tautologi¡.
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Jak ustali¢, »e formuªa jest tautologi¡?

Mo»na j¡ udowodni¢ .

◦
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Naturalna dedukcja

◦
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Stanisªaw Ja±kowski, Gerhard Gentzen

◦
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Naturalna dedukcja

▶ Reguªy wprowadzania spójników logicznych: jak mo»na
udowodni¢ formuª¦ danej postaci?

▶ Reguªy eliminacji spójników: jak mo»na wykorzysta¢
formuª¦ tej postaci do udowodnienia innej?

◦
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Wprowadzanie koniunkcji

...
A
...
B

Poniewa» A oraz B , wi¦c A ∧ B .

Zapisujemy to jako reguª¦ wnioskowania W∧ :

A B
A ∧ B

albo tak :
Γ ⊢ A Γ ⊢ B
Γ ⊢ A ∧ B

,

gdzie �Γ ⊢� oznacza: �przy zaªo»eniach Γ�
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Eliminacja koniunkcji

A ∧ B
...

Poniewa» A ∧ B , wi¦c A.

A ∧ B
...

Poniewa» A ∧ B , wi¦c B .

Reguªy wnioskowania E∧:

A ∧ B
A

A ∧ B
B

◦
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Eliminacja koniunkcji

A ∧ B
...

Poniewa» A ∧ B , wi¦c A.

A ∧ B
...

Poniewa» A ∧ B , wi¦c B .

Reguªy wnioskowania E∧:

Γ ⊢ A ∧ B
Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∧ B
Γ ⊢ B

◦
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Eliminacja implikacji (odrywanie)

A
...

A → B
...

Poniewa» A oraz A → B , wi¦c B .

Reguªa modus ponens:

A A → B
B

◦
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Eliminacja implikacji (odrywanie)

A
...

A → B
...

Poniewa» A oraz A → B , wi¦c B .

Reguªa modus ponens:

Γ ⊢ A Γ ⊢ A → B
Γ ⊢ B

(E →)

◦
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Wprowadzanie implikacji

Zaªó»my A. (Cel: B)
...
Zatem B . (Cel osi¡gni¦ty)

Zatem A → B .

Jak¡ tu mamy reguª¦?

A ⊢ B
A → B

Aby udowodni¢ A → B , dowodzimy B przy zaªo»eniu A.
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Wprowadzanie implikacji

Zaªó»my A. (Cel: B)
...
Zatem B . (Cel osi¡gni¦ty)

Zatem A → B .

Jak¡ tu mamy reguª¦?

Γ ∪ {A} ⊢ B
Γ ⊢ A → B

Aby udowodni¢ A → B , dodajemy zaªo»enie A i dowodzimy B .
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Wprowadzanie implikacji

Zaªó»my A. (Cel: B)
...
Zatem B . (Cel osi¡gni¦ty)

Zatem A → B .

Jak¡ tu mamy reguª¦?

Γ,A ⊢ B
Γ ⊢ A → B

(W →)

Aby udowodni¢ A → B , dodajemy zaªo»enie A i dowodzimy B .
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Przykªad

Zaªó»my p (Cel 1: q → p)

Zaªó»my q (Cel 2: p)
Z zaªo»enia mamy p (Cel 2 osi¡gni¦ty)

Zatem q → p (Cel 1 osi¡gni¦ty)

Zatem p → (q → p)

Spróbujemy to zapisa¢ zwi¦¹lej.

◦
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Przykªad

p (Cel 1: q → p)

p, q (Cel 2: p)
⊢ p (Cel 2 osi¡gni¦ty)

p ⊢ q → p (Cel 1 osi¡gni¦ty)

⊢ p → (q → p)

Jeszcze zwi¦¹lej: Bez ramek:

p, q ⊢ p

p ⊢ q → p

p, q ⊢ p
(W→)

p ⊢ q → p
(W→)

⊢ p → (q → p)
⊢ p → (q → p)
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Naturalna dedukcja: formalizacja w stylu Gentzena

▶ Rozwa»amy os¡dy postaci Γ ⊢ φ, gdzie Γ jest zbiorem
formuª (zaªo»e«), a φ to formuªa (teza).
Zamiast ∅ ⊢ φ piszemy po prostu ⊢ φ.

▶ Reguªy w stylu Gentzena sªu»¡ do wyprowadzania os¡dów
(z innych os¡dów). Zapisujemy je tak:

Γ1 ⊢ φ1, . . . , Γn ⊢ φn

∆ ⊢ ψ

Na górze s¡ przesªanki, na dole konkluzja.

Uwaga: Naturalna dedukcja w stylu Gentzena,
to co innego ni» �rachunek sekwentów Gentzena�!
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Przykªad dowodu

(p→p)→q, p ⊢ p
(W→)

(p→p)→q ⊢ p→p (p→p)→q ⊢ (p→p)→q
(E→)

(p→p)→q ⊢ q
(W→)

⊢ ((p→p)→q) → q

Dowód formalny to drzewo, którego korze« (u doªu!),
to udowodniony os¡d.

A li±cie (u góry)?
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Trzeba od czego± zacz¡¢

Poni»sza reguªa nie ma przesªanek.

(Ax)
Γ ∪ {φ} ⊢ φ

Nazywamy j¡ aksjomatem naturalnej dedukcji
i zwykle zapisujemy tak:

Γ, φ ⊢ φ (Ax)

(Najprostszy dowód polega na przywoªaniu zaªo»enia.)

◦
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Wprowadzanie negacji

Zaªó»my A (Cel: ⊥)
...
Zatem ⊥ (sprzeczno±¢).

Zatem ¬A.

Γ,A ⊢ ⊥
(W¬)

Γ ⊢ ¬A

◦
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Eliminacja negacji

A
...

¬A
...

Poniewa» A oraz ¬A wi¦c ⊥ (sprzeczno±¢).

Γ ⊢ ¬A Γ ⊢ A
(E¬)

Γ ⊢ ⊥

◦
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Eliminacja faªszu: ex falso quodlibet

...
⊥
...

Poniewa» ⊥, wi¦c A

Γ ⊢ ⊥
(E⊥)

Γ ⊢ A

◦
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Wprowadzanie prawdy

Jeszcze jedna reguªa bez przesªanek:

(W⊤)
Γ ⊢ ⊤

◦
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Wprowadzanie alternatywy

A
...

Poniewa» A, wi¦c A ∨ B .

B
...

Poniewa» B , wi¦c A ∨ B .

Γ ⊢ A
(W∨)

Γ ⊢ A ∨ B

Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨ B

◦
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Eliminacja alternatywy
A ∨ B

...

Zaªó»my A. (Cel 1: C )
...

Zatem C .

Zaªó»my B . (Cel 2: C )
...

Zatem C .

Poniewa» A ∨ B , wi¦c C .

Γ ⊢ A ∨ B Γ,A ⊢ C Γ,B ⊢ C
(E∨)

Γ ⊢ C

◦ 366

Wnioskowanie przez zaprzeczenie

Zaªó»my ¬A. (Cel: ⊥)
...
Zatem ⊥.

Zatem A.

Γ,¬A ⊢ ⊥

Γ ⊢ A

◦
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�Nienaturalny wyj¡tek�

Γ,¬A ⊢ ⊥
(E¬¬)

Γ ⊢ A

Ta reguªa to jakby eliminacja podwójnej negacji:

Γ ⊢ ¬¬A

Γ ⊢ A

◦
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Przykªad: Tertium non datur

Zaªó»my ¬(p ∨ ¬p) (Cel 1: ⊥)
(Cel 2: p ∨ ¬p)

(Cel 3: ¬p)
Zaªó»my p. (Cel 4: ⊥)
Poniewa» p, wi¦c p ∨ ¬p.
Poniewa» p ∨ ¬p oraz ¬(p ∨ ¬p), wi¦c sprzeczno±¢.

(Cel 4 osi¡gni¦ty)

Zatem ¬p. (Cel 3 osi¡gni¦ty)
Poniewa» ¬p, wi¦c p ∨ ¬p. (Cel 2 osi¡gni¦ty)
Poniewa» p ∨ ¬p oraz ¬(p ∨ ¬p), wi¦c ⊥. (Cel 1 osi¡gni¦ty)

Zatem p ∨ ¬p.
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To samo w notacji Gentzena:

¬(p ∨ ¬p), p ⊢ p

¬(p ∨ ¬p), p ⊢ p ∨ ¬p ¬(p ∨ ¬p), p ⊢ ¬(p ∨ ¬p)

¬(p ∨ ¬p), p ⊢ ⊥

¬(p ∨ ¬p) ⊢ ¬p

¬(p ∨ ¬p) ⊢ p ∨ ¬p ¬(p ∨ ¬p) ⊢ ¬(p ∨ ¬p)

¬(p ∨ ¬p) ⊢ ⊥

⊢ p ∨ ¬p

Uwaga: Istot¡ naturalnej dedukcji jest wprowadzanie
i eliminacja spójników. Pudeªka, drzewa itp. to tylko
sposoby prezentacji.
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Podsumowanie: aksjomat i implikacja

Γ, φ ⊢ φ (Ax)

Γ,A ⊢ B
Γ ⊢ A → B

(W→)
Γ ⊢ A Γ ⊢ A → B

Γ ⊢ B
(E→)

◦

371

Reguªy dla koniunkcji

Γ ⊢ A Γ ⊢ B
(W∧)

Γ ⊢ A ∧ B

Γ ⊢ A ∧ B
(E∧)

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∧ B
(E∧)

Γ ⊢ B

◦
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Reguªy dla alternatywy

Γ ⊢ A
(W∨)

Γ ⊢ A ∨ B

Γ ⊢ B
(W∨)

Γ ⊢ A ∨ B

Γ ⊢ A ∨ B Γ,A ⊢ C Γ,B ⊢ C
(E∨)

Γ ⊢ C

◦
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Reguªy dla prawdy, faªszu i negacji

(W⊤)
Γ ⊢ ⊤

Γ ⊢ ⊥
(E⊥)

Γ ⊢ A

Γ,A ⊢ ⊥
(W¬)

Γ ⊢ ¬A

Γ ⊢ ¬A Γ ⊢ A
(E¬)

Γ ⊢ ⊥

Γ,¬A ⊢ ⊥
(E¬¬)

Γ ⊢ A

◦
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Dowód formalny

Dowód formalny os¡du Γ ⊢ φ w naturalnej dedukcji,
to drzewo sko«czone, w którym ka»demu wierzchoªkowi
przypisano pewien os¡d. Przy tym:

▶ Korzeniowi drzewa przypisano os¡d Γ ⊢ φ.
▶ Os¡d przypisany dowolnemu wierzchoªkowi powstaje

z os¡dów przypisanych jego dzieciom poprzez
zastosowanie jednej z reguª wnioskowania.

▶ Li±ciom przypisano os¡dy postaci ∆, α ⊢ α.

Dowód os¡du ⊢ φ nazywamy dowodem formuªy φ.

◦
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Przykªad : ¬β ⊢ ¬(β ∧ γ)

¬β, β ∧ γ ⊢ ¬β

¬β, β ∧ γ ⊢ β ∧ γ
(E∧)

¬β, β ∧ γ ⊢ β
(E¬)

¬β, β ∧ γ ⊢ ⊥
(W¬)

¬β ⊢ ¬(β ∧ γ)

◦
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Poprawno±¢ i peªno±¢ (dla rachunku zda«)

Twierdzenie (o peªno±ci)

▶ System naturalnej dedukcji jest poprawny: Je±li formuªa
ma dowód (jest twierdzeniem) to jest tautologi¡.

▶ System naturalnej dedukcji jest peªny : Ka»da tautologia
ma dowód.

◦
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Przypomnienie notacji

Piszemy ϱ |= Γ, gdy [[γ]]ϱ = 1, dla ka»dego γ ∈ Γ.

Piszemy Γ |= φ, gdy dla dowolnej interpretacji zdaniowej ϱ:

je»eli ϱ |= Γ, to tak»e [[φ]]ϱ = 1.

Je±li os¡d Γ ⊢ φ ma dowód, to piszemy po prostu �Γ ⊢ φ�.

◦
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Poprawno±¢

Twierdzenie: Je±li os¡d Γ ⊢ α ma dowód, to Γ |= α.

Dowód: Dowód jest przez indukcj¦ ze wzgl¦du
na wielko±¢. . . dowodu Γ ⊢ α. Rozwa»amy kilka przypadków,
zale»nie od ostatniej u»ytej reguªy.

Przypadek 1: Os¡d Γ ⊢ α jest aksjomatem, tj. Γ = Γ′, α.
Wtedy teza jest oczywista.

Przypadek 2: Os¡d Γ ⊢ α otrzymano przez (E→) z os¡dów
Γ ⊢ β → α i Γ ⊢ β. Z zaªo»enia indukcyjnego Γ |= β → α
oraz Γ |= β, bo te dowody maj¡ mniejsze rozmiary.
Je±li wi¦c ϱ |= Γ, to ϱ speªnia obie formuªy β → α i β.
Wtedy ϱ musi te» speªnia¢ α.
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Je±li Γ ⊢ α, to Γ |= α

Przypadek 3: Os¡d Γ ⊢ α otrzymano przez (W→).
Wtedy α = β → γ oraz Γ, β ⊢ γ ma dowód mniejszych
rozmiarów, zatem Γ, β |= γ, z zaªo»enia indukcyjnego.

Zaªó»my, »e ϱ |= Γ. Je±li [[β]]ϱ = 1, to ϱ |= Γ, β, wi¦c
[[γ]]ϱ = 1, sk¡d [[β → γ]]ϱ = 1. A je±li [[β]]ϱ = 0, to tym
bardziej [[β → γ]]ϱ = 1.

◦

380

Je±li Γ ⊢ α, to Γ |= α

Przypadek 4: Os¡d Γ ⊢ α otrzymano przez (E⊥) z Γ ⊢ ⊥.
Z zaªo»enia indukcyjnego dostajemy Γ |= ⊥, co oznacza,
»e nie istnieje interpretacja zdaniowa speªniaj¡ca Γ.

A wi¦c Γ |= α, walkowerem.

Przypadek 5: Os¡d Γ ⊢ α otrzymano z pomoc¡ reguªy (E¬¬)
z os¡du Γ,¬α ⊢ ⊥. Wtedy Γ,¬α |= ⊥ z zaªo»enia
indukcyjnego, czyli nie istnieje interpretacja zdaniowa
speªniaj¡ca Γ,¬α. Znaczy to dokªadnie tyle, »e ka»da
interpretacja zdaniowa speªniaj¡ca Γ musi speªnia¢ α.
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Je±li Γ ⊢ α, to Γ |= α

Przypadek 6: Os¡d Γ ⊢ α otrzymano z pomoc¡ reguªy (E∨)
z trzech os¡dów: Γ ⊢ β ∨ γ, Γ, β ⊢ α, Γ, γ ⊢ α.
Z zaªo»enia indukcyjnego wiemy, »e Γ |= β ∨ γ.

Je±li wi¦c ϱ |= Γ, to [[β]]ϱ = 1 lub [[γ]]ϱ = 1, sk¡d ϱ speªnia
jeden ze zbiorów Γ, β, lub Γ, γ. W obu przypadkach
z zaªo»enia indukcyjnego wynika, »e [[α]]ϱ = 1.

Przypadki 7�14: Podobnie.

◦
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Peªno±¢: Je±li |= α, to ⊢ α

383

Lemat 1:
Nast¦puj¡ce os¡dy maj¡ dowody w naturalnej dedukcji:

1. β, γ ⊢ β ∧ γ;
2. β,¬γ ⊢ ¬(β → γ);

3. ¬β,¬γ ⊢ ¬(β ∨ γ);

4. ¬β ⊢ ¬(β ∧ γ) oraz ¬γ ⊢ ¬(β ∧ γ);

5. ¬β ⊢ β → γ;

6. γ ⊢ β → γ;

7. ⊢ ¬⊥;

8. ⊢ α ∨ ¬α;
9. β ⊢ ¬¬β.

◦
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(1) β, γ ⊢ β ∧ γ

β, γ ⊢ β β, γ ⊢ γ
(W∧)

β, γ ⊢ β ∧ γ

◦
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(2) β,¬γ ⊢ ¬(β → γ)

Oznaczenie: Γ = {β,¬γ, β → γ}

Γ ⊢ ¬γ

Γ ⊢ β Γ ⊢ β → γ
(E →)

Γ ⊢ γ
(E¬)

Γ ⊢ ⊥
(W¬)

β,¬γ ⊢ ¬(β → γ)
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(3) ¬β,¬γ ⊢ ¬(β ∨ γ)

Oznaczenie: Γ = {¬β,¬γ, β ∨ γ}

Γ ⊢ β ∨ γ

Γ, β ⊢ β Γ, β ⊢ ¬β
(E¬)

Γ, β ⊢ ⊥

Γ, γ ⊢ γ Γ, γ ⊢ ¬γ

Γ, γ ⊢ ⊥
(E∨)

Γ ⊢ ⊥
(E⊥)

¬β,¬γ ⊢ ¬(β ∨ γ)
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(5) ¬β ⊢ β → γ

¬β, β ⊢ ¬β ¬β, β ⊢ β
(E¬)

¬β, β ⊢ ⊥
(E⊥)

¬β, β ⊢ γ
(W →)

¬β ⊢ β → γ

◦
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(6) γ ⊢ β → γ

γ, β ⊢ γ
(W →)

γ ⊢ β → γ
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(7) ⊢ ¬⊥

⊥ ⊢ ⊥
(W¬)

⊢ ¬⊥
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(9) β ⊢ ¬¬β

β,¬β ⊢ β β,¬β ⊢ ¬β
(E¬)

β,¬β ⊢ ⊥
(W¬)

β ⊢ ¬¬β
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Peªno±¢: Je±li |= α, to ⊢ α

Lemat 2 (Osªabianie): Je±li Γ ⊢ α to tak»e Γ ∪∆ ⊢ α.

Dowód: We wszystkich os¡dach wyst¦puj¡cych
w dowodzie Γ ⊢ α dopisujemy ∆ po lewej stronie.
(Porz¡dny dowód jest przez indukcj¦.)

◦
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Lemat 3 (Reguªa ci¦cia):

Je±li Γ ⊢ α oraz Γ, α ⊢ β, to Γ ⊢ β.

Dowód:

Γ, α ⊢ β
(W →)

Γ ⊢ α → β Γ ⊢ α
(E →)

Γ ⊢ β

Wniosek:
Je±li Γ ⊢ α1,. . . , Γ ⊢ αn, oraz Γ, α1 . . . , αn ⊢ β , to Γ ⊢ β.
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Lemat 4: Je±li Γ, γ ⊢ α oraz Γ,¬γ ⊢ α, to Γ ⊢ α.

Dowód: Poniewa» ⊢ γ ∨ ¬γ, wi¦c Γ ⊢ γ ∨ ¬γ (osªabianie).
Teraz nale»y zastosowa¢ reguª¦ eliminacji alternatywy:

Γ ⊢ γ ∨ ¬γ Γ, γ ⊢ α Γ,¬γ ⊢ α

Γ ⊢ α
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Lemat Kalmára

Oznaczenie: Dla dowolnej interpretacji zdaniowej ϱ
i dowolnej formuªy α przyjmijmy, »e

αϱ =

{
α, je±li [[α]]ϱ = 1;
¬α, w przeciwnym przypadku.

Na przykªad je±li ϱ(p) = 0 i ϱ(q) = 1, to qϱ = q, pϱ = ¬p oraz
((p → q) → p)ϱ = ¬((p → q) → p).

Lemat Kalmára: Niech p1, . . . , pn b¦d¡ wszystkimi
symbolami zdaniowymi wyst¦puj¡cymi w formule α.
Wówczas pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ αϱ, dla dowolnego ϱ.

Czyli na przykªad q,¬p ⊢ ¬((p → q) → p).
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Lemat Kalmára

Je±li w formule α wyst¦puj¡ tylko symbole p1, . . . , pn,
to pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ αϱ.

Dowód: Indukcja ze wzgl¦du na dªugo±¢ formuªy α.

Przypadek 1: Je±li α = pi , to pϱ
1
, . . . , pϱn ⊢ pϱi jest aksjomatem.

Przypadek 2: Je±li α = ⊥, to αϱ = ¬⊥. A skoro ⊢ ¬⊥,
to tak»e pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ ¬⊥ (osªabianie).

Podobnie dla α = ⊤.
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Dowód lematu Kalmára

Przypadek 3: Niech α = β → γ.

Je±li [[α]]ϱ = 0 to [[β]]ϱ = 1 i [[γ]]ϱ = 0. Formuªy β i γ s¡
krótsze od α, wi¦c pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ β oraz pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ ¬γ

z zaªo»enia indukcyjnego. Z lematu 1(2) wiadomo,
»e β,¬γ ⊢ ¬(β → γ). U»ywaj¡c osªabiania i reguªy ci¦cia
dostaniemy pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ ¬(β → γ).

Je±li [[α]]ϱ = 1, to albo [[β]]ϱ = 0 albo [[γ]]ϱ = 1.
W pierwszym przypadku z zaªo»enia indukcyjnego wiemy,
»e pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ ¬β, a w drugim, »e pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ γ. W obu

przypadkach potra�my udowodni¢ β → γ z lematu 1(5,6).
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Dowód lematu Kalmára

Przypadek 4: Zaªó»my, »e α = β ∨ γ i niech [[α]]ϱ = 1. Zatem
[[β]]ϱ = 1 lub [[γ]]ϱ = 1. Wtedy jedna z formuª β, γ ma dowód
przy zaªo»eniach pϱ

1
, . . . , pϱn i stosuj¡c reguª¦ wprowadzania

alternatywy od razu dostajemy pϱ
1
, . . . , pϱn ⊢ β ∨ γ.

Je±li natomiast [[α]]ϱ = 0, to z zaªo»enia indukcyjnego wynika,
»e mamy dowody dla os¡du pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ ¬γ oraz dla os¡du

pϱ
1
, . . . , pϱn ⊢ ¬β. Ale z lematu 1(3) mamy ¬β,¬γ ⊢ ¬(β ∨ γ),

sk¡d wynika pϱ
1
, . . . , pϱn ⊢ ¬(β ∨ γ).
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Dowód lematu Kalmára

Przypadek 5: Niech α = β ∧ γ

Je±li [[α]]ϱ = 1, to [[β]]ϱ = [[γ]]ϱ = 1 i mamy dowody
os¡dów pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ β i pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ γ. Pozostaje

zastosowa¢ reguª¦ (W∧).

Je±li [[α]]ϱ = 0, to jedna z warto±ci [[β]]ϱ, [[γ]]ϱ jest zerem,
istnieje wi¦c dowód os¡du pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ ¬β lub dowód

os¡du pϱ
1
, . . . , pϱn ⊢ ¬γ. Mo»na teraz skorzysta¢ z tego,

»e ¬β ⊢ ¬(β ∧ γ) oraz ¬γ ⊢ ¬(β ∧ γ).

◦
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Dowód lematu Kalmára

Przypadek 6: Niech α = ¬β.

Je±li [[α]]ϱ = 1, to [[β]]ϱ = 0
i z zaªo»enia indukcyjnego pϱ

1
, . . . , pϱn ⊢ ¬β.

W przeciwnym razie, pϱ
1
, . . . , pϱn ⊢ β, a skoro β ⊢ ¬¬β

(lemat 1(9)), to te» pϱ
1
, . . . , pϱn ⊢ ¬α.

◦
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Peªno±¢ rachunku zda«

Twierdzenie (o peªno±ci): Ka»da tautologia ma dowód.

Dowód: Niech α b¦dzie tautologi¡ zdaniow¡.
Wtedy αϱ = α dla dowolnej interpretacji ϱ.

Niech p1, . . . , pn b¦d¡ wszystkimi symbolami zdaniowymi
w formule α. Udowodnimy, »e dla dowolnego m ≤ n
i dowolnego ϱ zachodzi pϱ

1
, . . . , pϱm ⊢ α.

Przyjmuj¡c m = 0 otrzymamy ⊢ α.

Dowód przebiega przez indukcj¦ ze wzgl¦du na n −m.
Dla m = n teza wynika z lematu Kalmára.

◦
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Krok indukcyjny

Zaªo»enie indukcyjne:
pϱ
1
, . . . , pϱm, p

ϱ
m+1

⊢ α, dla dowolnego ϱ.

Teza:
pϱ
1
, . . . , pϱm,⊢ α, dla dowolnego ϱ.

We¹my dowolne ϱ. Z zaªo»enia indukcyjnego wynika, »e

pϱ
1
, . . . , pϱm, pm+1 ⊢ α oraz pϱ

1
, . . . , pϱm,¬pm+1 ⊢ α

Pozostaje skorzysta¢ z lematu 4

(Je±li Γ, γ ⊢ α oraz Γ,¬γ ⊢ α, to Γ ⊢ α.)

◦
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Nieco silniejsza wersja twierdzenia o peªno±ci

Twierdzenie (ªatwe) Dla dowolnej formuªy φ i dowolnego
sko«czonego zbioru formuª Γ zachodzi równowa»no±¢:

Γ |= φ wtw, gdy Γ ⊢ φ

Twierdzenie uogólnione: Dla dowolnej formuªy φ
i dowolnego zbioru formuª Γ zachodzi równowa»no±¢:

Γ |= φ wtw, gdy Γ ⊢ φ

Ale co znaczy Γ ⊢ φ, je±li Γ jest zbiorem niesko«czonym?

�e istnieje taki sko«czony zbiór Γ0 ⊆ Γ, »e Γ0 ⊢ φ.

◦
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Nieco silniejsza wersja twierdzenia o peªno±ci

Twierdzenie uogólnione: Dla dowolnej formuªy φ
i dowolnego zbioru formuª Γ zachodzi równowa»no±¢:

Γ |= φ wtw, gdy istnieje taki sko«czony
zbiór Γ0 ⊆ Γ, »e Γ0 ⊢ φ.

Twierdzenie (o zwarto±ci): Je»eli Γ |= φ, to istnieje taki
sko«czony podzbiór Γ0 ⊆ Γ, »e Γ0 |= φ.

◦
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Zwarto±¢

Twierdzenie (o zwarto±ci): Je»eli Γ |= φ, to istnieje taki
sko«czony podzbiór Γ0 ⊆ Γ, »e Γ0 |= φ.

Wniosek: Je»eli ka»dy sko«czony podzbiór zbioru Γ
jest speªnialny, to caªy zbiór Γ jest speªnialny.

Dowód: Je±li Γ nie jest speªnialny, to Γ |= ⊥. Z twierdzenia
o zwarto±ci istnieje wi¦c sko«czony niespeªnialny podzbiór.

◦
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Przykªad: kolorowanie niesko«czonego grafu

Niech G b¦dzie niesko«czonym zbiorem, w którym okre±lono
symetryczn¡ relacj¦ r .

(My±limy o G jak o zbiorze wierzchoªków niesko«czonego
grafu i o relacji r jak o zbiorze kraw¦dzi tego grafu.)

Relacja r jest trójkolorowa, gdy istnieje taki podziaª zbioru G
na trzy skªadowe, »e »adne dwa elementy zbioru G , nale»¡ce
do jednej skªadowej, nie s¡ w relacji r .

(Wierzchoªki poª¡czone kraw¦dziami s¡ ró»nych kolorów.)

Relacja r jest trójkolorowa w podzbiorze H ⊆ G , gdy
trójkolorowa jest relacja r ∩ (H × H) w zbiorze H.

◦
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Kolorowanie niesko«czonego grafu

Twierdzenie: Je±li relacja r jest trójkolorowa w ka»dym
sko«czonym podzbiorze zbioru G , to jest trójkolorowa w G .

Dowód: Zde�niujemy pewien niesko«czony zbiór Γ formuª
rachunku zda«. U»yjemy do tego (niesko«czenie wielu)
zmiennych zdaniowych postaci pia, dla a ∈ G oraz i ∈ {1, 2, 3}.

Intuicja: pia czytamy �wierzchoªek a ma kolor i �.

W zbiorze Γ s¡ takie formuªy:

αa = (p1a ∨ p2a ∨ p3a) ∧ ¬(p1a ∧ p2a) ∧ ¬(p1a ∧ p3a) ∧ ¬(p3a ∧ p2a),
dla ka»dego a ∈ G . (Element a ma dokªadnie jeden kolor.)

βab = ¬(p1a ∧ p1b) ∧ ¬(p2a ∧ p2b) ∧ ¬(p3a ∧ p3b),
dla ka»dej pary ⟨a, b⟩ ∈ r . (Elementy a i b s¡ ró»nego koloru.)

◦
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Kolorowanie niesko«czonego grafu

αa = (p1a ∨ p2a ∨ p3a) ∧ ¬(p1a ∧ p2a) ∧ ¬(p1a ∧ p3a) ∧ ¬(p3a ∧ p2a)

βab = ¬(p1a ∧ p1b) ∧ ¬(p2a ∧ p2b) ∧ ¬(p3a ∧ p3b)

ΓH = {αa | a ∈ H} ∪ {βab | ⟨a, b⟩ ∈ r ∩ H × H}, dla H ⊆ G .

Γ = ΓG .

Zbiór ΓH jest speªnialny wtw, gdy relacja r jest trójkolorowa
w podzbiorze H. A tak jest dla wszystkich sko«czonych H.

Niech Γ′ ⊆ Γ b¦dzie sko«czony. Wtedy Γ′ ⊆ ΓH dla pewnego
sko«czonego H ⊆ G . Zatem Γ′ jest speªnialny.

Z twierdzenia o zwarto±ci caªy zbiór Γ jest speªnialny, czyli
relacja r jest trójkolorowa.

◦
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Naturalna dedukcja pierwszego rz¦du

(Dygresja fakultatywna)

◦
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Wprowadzanie ∀

We¹my dowolne y . (Cel: A(y))
...
Zatem A(y).

Zatem ∀x A(x).

Γ ⊢ A(y)
y ̸∈ FV(Γ)

Γ ⊢ ∀x A(x)

◦
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Eliminacja ∀
...

∀x A(x)
...

Poniewa» ∀x A(x), wi¦c A(t).

gdzie t jest dowolnym termem (tak»e zmienn¡).

Γ ⊢ ∀x A(x)

Γ ⊢ A(t)

◦
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Wprowadzanie ∃
...

A(t)
...

Poniewa» A(t), wi¦c ∃x A(x)

gdzie t jest dowolnym termem.

Γ ⊢ A(t)

Γ ⊢ ∃x A(x)

◦
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Eliminacja ∃
∃x A(x)

...

Niech y b¦dzie takie, »e A(y) (Cel: B)
...
Zatem B .

Poniewa» ∃x A(x), wi¦c B .

Γ ⊢ ∃x A(x) Γ,A(y) ⊢ B
(y ̸∈ FV(Γ) ∪ FV(B))

Γ ⊢ B

◦
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Przykªad: ∀x(P(x) → C ), ∃y P(y) ⊢ C

Zaªó»my, »e ∀x(P(x) → C ) oraz ∃y P(y) (Cel 1: C )
Niech y b¦dzie takie, »e P(y). (Cel 2: C )
Poniewa» ∀x(P(x) → C ), wi¦c P(y) → C .
Poniewa» P(y) oraz P(y) → C , wi¦c C .

Poniewa» ∃y P(y), wi¦c C

Oznaczenie: Γ = {∀x(P(x) → C ),∃y P(y)}

Γ ⊢ ∃y P(y)

Γ,P(y) ⊢ ∀x(P(x) → C )

Γ,P(y) ⊢ P(y) → C Γ,P(y) ⊢ P(y)

Γ,P(y) ⊢ C

Γ ⊢ C

◦
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Przykªad: ∃x∀y P(x , y) → ∀y∃x P(x , y)

Zaªó»my ∃x∀y P(x , y) (Cel: ∀y∃x P(x , y))
We¹my dowolne y . (Cel: ∃x P(x , y))
Niech x b¦dzie takie, »e ∀y P(x , y). (Cel: ∃x P(x , y))
Poniewa» ∀y P(x , y), wi¦c P(x , y).
Poniewa» P(x , y), wi¦c ∃x P(x , y).

Poniewa» ∃x∀y P(x , y), wi¦c ∃x P(x , y).
Zatem ∀y∃x P(x , y).

Zatem ∃x∀y P(x , y) → ∀y∃x P(x , y).

�wiczenie: Napisa¢ dowód formalny.

◦

415

Twierdzenie o peªno±ci

Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

▶ Formuªa φ jest prawdziwa w dowolnej interpretacji.
▶ Os¡d ⊢ φ ma dowód.

◦
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Silniejsza wersja twierdzenia o peªno±ci

Twierdzenie: Dla dowolnej formuªy φ i dowolnego
zbioru formuª Γ zachodzi równowa»no±¢:

Γ |= φ wtedy i tylko wtedy, gdy Γ ⊢ φ

Co to znaczy?

Γ ⊢ φ wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taki sko«czony podzbiór Γ0 ⊆ Γ, »e Γ0 ⊢ φ.

Twierdzenie (o zwarto±ci): Je»eli Γ |= φ, to istnieje
taki sko«czony podzbiór Γ0 ⊆ Γ, »e Γ0 |= φ.

◦
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Zwarto±¢ logiki pierwszego rz¦du

Twierdzenie (o zwarto±ci): Je»eli Γ |= φ, to istnieje
taki sko«czony podzbiór Γ0 ⊆ Γ, »e Γ0 |= φ.

Wniosek: Je»eli ka»dy sko«czony podzbiór zbioru Γ
jest speªnialny, to caªy zbiór Γ jest speªnialny.

Dowód: Je±li Γ nie jest speªnialny, to Γ |= ⊥. Z twierdzenia
o zwarto±ci istnieje wi¦c sko«czony niespeªnialny podzbiór.

◦
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Zastosowanie twierdzenia o zwarto±ci

Fakt: Nie istnieje formuªa φ speªnialna dokªadnie w tych
modelach, gdzie interpretacj¡ symbolu relacyjnego r jest
relacja dobrego porz¡dku.

Dowód: Zaªó»my, »e takie φ istnieje. Zde�niujmy formuªy

αn = r(x2, x1) ∧ ¬r(x1, x2) ∧
r(x3, x2) ∧ ¬r(x2, x3) ∧
. . .
r(xn, xn−1) ∧ ¬r(xn−1, xn)

(Sens: warto±ci x1, x2, . . . , xn tworz¡ sko«czony ci¡g malej¡cy.)

Zbiór Γ = {αn | n > 1} ∪ {φ} jest niespeªnialny.
Ale ka»dy jego sko«czony podzbiór Γ0 jest speªnialny,
na przykªad w ⟨N,≤⟩. Sprzeczno±¢.

419

Jeszcze o porz¡dkach

◦
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Przypomnijmy sobie, »e:

Element a jest kresem górnym zbioru B (a = supB),
gdy jest najmniejszym ograniczeniem górnym B , czyli:

▶ a ≥ B ;
▶ dla dowolnego c ∈ A, je±li c ≥ B , to c ≥ a.

Analogicznie, a jest kresem dolnym zbioru B (a = inf B),
gdy jest najwi¦kszym ograniczeniem dolnym B , czyli:

▶ a ≤ B ;
▶ dla dowolnego c ∈ A, je±li c ≤ B , to c ≤ a.

◦
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Kraty zupeªne

Zbiór uporz¡dkowany ⟨A,≤⟩ jest krat¡ zupeªn¡ wtedy i tylko
wtedy, gdy ka»dy podzbiór A ma kres górny.

▶ Zbiór pot¦gowy P(X ) jest krat¡ zupeªn¡ (dla ka»dego X ).
Kresem dolnym niepustej rodziny zbiorów jest iloczyn,
a kresem górnym suma.

▶ Zbiór wypukªych podzbiorów pªaszczyzny jest krat¡
zupeªn¡. Kresem dolnym niepustej rodziny zbiorów
jest iloczyn, a kresem górnym?

▶ Zbiór funkcji cz¦±ciowych ⟨N −◦� N,⊆⟩ nie jest krat¡
zupeªn¡.

◦
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Fakt
W kracie zupeªnej istnieje element najmniejszy ⊥
i najwi¦kszy ⊤.

Fakt
W kracie zupeªnej ka»dy podzbiór ma kres dolny.

Dowód: Niech ⟨A,≤⟩ b¦dzie krat¡ zupeªn¡ i niech B ⊆ A.

Rozpatrzmy zbiór C = {x ∈ A | x ≤ B}. Istnieje supC .

Je±li b ∈ B , to b ≥ C , wi¦c dla c = supC mamy b ≥ c .
Zatem c jest ograniczeniem dolnym zbioru B .

Ponadto c jest kresem dolnym, bo x ≤ B implikuje x ≤ c .

◦
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Punkty staªe

Niech ⟨A,≤⟩ i ⟨B ,≤⟩ b¦d¡ porz¡dkami cz¦±ciowymi.

▶ Funkcja f : A → B jest monotoniczna,
gdy x ≤ y implikuje f (x) ≤ f (y).

▶ Je±li f : A → A oraz f (a) = a, to mówimy,
»e a jest punktem staªym funkcji f .

◦
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Przykªad

Niech f :P(N)→P(N) b¦dzie taka, »e f (A) = A ∪ {1, 3, 7}.

To jest funkcja monotoniczna.

Punkty staªe przeksztaªcenia f to wszystkie te zbiory A,
do których nale»¡ liczby 1, 3, 7.

Zbiór {1, 3, 7} jest najmniejszym punktem staªym funkcji f .

Piszemy {1, 3, 7} = lfp(f ).

◦
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Twierdzenie o punkcie staªym (Tarski-Knaster)

Je±li ⟨A,≤⟩ jest krat¡ zupeªn¡, to ka»da monotoniczna
funkcja f : A → A ma najmniejszy punkt staªy.

Dowód: Niech B = {x ∈ A | f (x) ≤ x}; niech a = inf B .
Poka»emy, »e a jest najmniejszym punktem staªym funkcji f .

Dla dowolnego x ∈ B mamy a ≤ x , wi¦c f (a) ≤ f (x) ≤ x .
Zatem f (a) jest ograniczeniem dolnym zbioru B , sk¡d
f (a) ≤ a, bo a jest kresem dolnym.

Ale skoro f (a) ≤ a, to tak»e f (f (a)) ≤ f (a), wi¦c f (a) ∈ B .
Zatem a ≤ f (a) i mamy równo±¢.

Poniewa» wszystkie punkty staªe funkcji f musz¡ nale»e¢
do B , wi¦c a jest najmniejszym punktem staªym.

◦
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Przykªad

Niech f : P(N) → P(N) b¦dzie tak¡ funkcj¡, »e dla X ⊆ N:

f (X ) = {0} ∪ (X ∩ {1, 2}).

Wtedy:

B = {X ∈ P(N) | f (X ) ⊆ X} = {X ⊆ N | 0 ∈ X},

lfp(f ) = {0}

◦
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Przykªad: domkni¦cie przechodnie relacji

(Przypomnijmy, »e relacja s jest przechodnia
wtedy i tylko wtedy, gdy s · s ⊆ s.)

Niech r ⊆ A× A niech φ : P(A× A) → P(A× A) b¦dzie taka:

φ(s) = r ∪ s ∪ (s · s).

Punkty staªe funkcji φ to relacje przechodnie zawieraj¡ce r .
Inaczej: rozwi¡zania równania s = r ∪ s ∪ (s · s). (�wiczenie)

Najmniejszy punkt staªy φ to domkni¦cie przechodnie relacji r .

◦
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Przykªad

Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad R. Ustalmy Z ⊆ V
i niech F : P(V ) → P(V ) b¦dzie tak¡ funkcj¡, »e

F (W ) = Z ∪{u+w | u,w ∈ W }∪{s ·w | s ∈ R ∧ w ∈ W }.

Punkty staªe operacji F , to podprzestrzenie przestrzeni V
zawieraj¡ce zbiór Z .

Najmniejszym punktem staªym operacji F jest podprzestrze«
rozpi¦ta na zbiorze Z .

◦
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Najmniejsze punkty staªe

Rozwi¡zanie równania X = F (X ) to punkt staªy
przeksztaªcenia λX .F (X ).

Je±li równanie X = F (X ) stanowi rekurencyjn¡ de�nicj¦ X ,
to szukamy najmniejszego punktu staªego.

◦
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Motywuj¡cy przykªad

Rozpatrzmy program (de�nicj¦ funkcji):

f (m, n) = if m = n then 0 else f (m + 3, n) + 3.

Mamy tu w istocie równanie postaci f = Φ(f ).

Znaczeniem tego programu jest funkcja f : Z× Z −◦� Z,
która jest punktem staªym przeksztaªcenia

Φ : (Z× Z −◦� Z) → (Z× Z −◦� Z)

Φ(f )(m, n) = if m = n then 0 else f (m + 3, n) + 3.

◦
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Motywuj¡cy przykªad

Przeksztaªcenie Φ : (Z× Z −◦� Z) → (Z× Z −◦� Z)

Φ(f )(m, n) = if m = n then 0 else f (m + 3, n) + 3

ma ró»ne punkty staªe, na przykªad:

▶ f1(m, n) = n −m;
▶ f2(m, n) = if 3|(n −m) then n −m else 7−m;
▶ f0(m, n) = if n ≥ m ∧ 3|(n −m) then n −m else ⊥.

Nas interesuje najmniejszy punkt staªy f0. Dlaczego?

◦
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Motywuj¡cy przykªad

Najmniejszym rozwi¡zaniem równania

f (m, n) = if m = n then 0 else f (m + 3, n) + 3

jest funkcja

f0(m, n) = if n ≥ m ∧ 3|(n −m) then n −m else ⊥.

Jest to kres górny ci¡gu przybli»e«:

if m = n then 0 else ⊥;

if m = n then 0 else if m + 3 = n then 0+ 3 else ⊥;

i tak dalej.

◦
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Motywuj¡cy przykªad: Semantyka denotacyjna

Znaczeniem programu:

f (m, n) = if m = n then 0 else f (m + 3, n) + 3

jest f0 : Z× Z −◦� Z, która jest najmniejszym punktem
staªym przeksztaªcenia

Φ : (Z× Z −◦� Z) → (Z× Z −◦� Z)

Φ(f )(m, n) = if m = n then 0 else f (m + 3, n) + 3.

Fakt: To przeksztaªcenie jest monotoniczne:
je±li g ⊆ h to Φ(g) ⊆ Φ(h).

ale...

◦
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niestety. . .

▶ Zbiór funkcji cz¦±ciowych ⟨A −◦� B ,⊆⟩ nie jest krat¡
zupeªn¡ (o ile B ma co najmniej dwa elementy).

Na szcz¦±cie:

▶ W zbiorze ⟨A −◦� B ,⊆⟩ funkcji cz¦±ciowych z A do B
ka»da zgodna rodzina R ma kres górny supR =

⋃
R.

(Rodzina R funkcji cz¦±ciowych jest zgodna, gdy dla dowolnych f , g ∈ R
i dowolnego x ∈ Dom(f ) ∩ Dom(g) zachodzi f (x) = g(x).)
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Porz¡dki zupeªne

Niech ⟨A,≤⟩ b¦dzie porz¡dkiem cz¦±ciowym.

▶ Podzbiór B zbioru A jest skierowany , gdy
dla dowolnych a, b ∈ B istnieje takie c ∈ B , »e a, b ≤ c .

▶ Zbiór A jest zupeªnym porz¡dkiem cz¦±ciowym (cpo)
wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy jego skierowany podzbiór
ma kres górny.

Uwaga: Ka»de cpo ma najmniejszy element ⊥ = sup∅.

Fakt: Ka»dy ªa«cuch jest zbiorem skierowanym.
A zatem w ka»dym cpo istniej¡ kresy wszystkich ªa«cuchów.

◦
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Przykªady

▶ Ka»da krata zupeªna
jest zupeªnym porz¡dkiem cz¦±ciowym.

▶ Zbiór funkcji cz¦±ciowych ⟨N −◦� N,⊆⟩ nie jest krat¡
zupeªn¡, ale jest zupeªnym porz¡dkiem cz¦±ciowym.
(Uwaga: nie ka»da rodzina zgodna jest skierowana,
ale ka»da skierowana jest zgodna.)

▶ Zbiór N⊥ = N ∪ {⊥} uporz¡dkowany w ten sposób, »e
▶ nowy element ⊥ jest najmniejszy;
▶ ró»ne liczby naturalne s¡ nieporównywalne,

jest zupeªnym porz¡dkiem cz¦±ciowym.

◦
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Nie mówcie tego na analizie

De�nicja
Niech ⟨A,≤⟩ i ⟨B ,≤⟩ b¦d¡ porz¡dkami cz¦±ciowymi.
Je±li ⟨A,≤⟩ i ⟨B ,≤⟩ s¡ cpo, to f : A → B jest ci¡gªa,
gdy f (supX ) = sup f (X ) dla skierowanych i niepustych X .

Fakt
Ka»da funkcja ci¡gªa jest monotoniczna.

Dowód: Niech x ≤ y . Wtedy zbiór {x , y} jest skierowany,
a jego kresem górnym jest y . Zatem f (y) jest kresem górnym
zbioru {f (x), f (y)}, czyli f (x) ≤ f (y).

◦
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Twierdzenie o punkcie staªym (Kleene)
Je±li ⟨A,≤⟩ jest cpo, to ka»da funkcja ci¡gªa f : A → A
ma najmniejszy punkt staªy, którym jest sup{f n(⊥) | n ∈ N}.

Dowód: Oczywi±cie ⊥ ≤ f (⊥). Poniewa» f jest
monotoniczna, wi¦c ci¡g f n(⊥) jest wst¦puj¡cy (indukcja):

⊥ ≤ f (⊥) ≤ f 2(⊥) ≤ f 3(⊥) ≤ · · ·

Zbiór {f n(⊥) | n ∈ N} jest wi¦c skierowany i z ci¡gªo±ci:

f (sup{f n(⊥) | n ∈ N}) = sup{f n+1(⊥) | n ∈ N}
= sup{f n(⊥) | n ∈ N},

czyli a = sup{f n(⊥) | n ∈ N} jest punktem staªym.

Je±li b jest innym punktem staªym, to z nierówno±ci ⊥ ≤ b
wynika przez indukcj¦ f n(⊥) ≤ f n(b) = b, sk¡d a ≤ b.
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Przykªad: domkni¦cie przechodnie

(Przypomnijmy, »e relacja s jest przechodnia
wtedy i tylko wtedy, gdy s · s ⊆ s.)

Niech r ⊆ A× A niech f : P(A× A) → P(A× A) b¦dzie taka:

φ(s) = r ∪ s ∪ (s · s).

Punkty staªe funkcji φ to relacje przechodnie zawieraj¡ce r .

Najmniejszy punkt staªy φ to domkni¦cie przechodnie relacji r .

Otrzymujemy go jako sum¦ ci¡gu przybli»e«:

∅ ⊆ φ(∅) ⊆ φ2(∅) ⊆ . . .

Uwaga: φ(∅) = r0 = r , φ2(∅) = r1 = r ∪ (r · r), i tak dalej.
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Wracamy do naszego przykªadu

Rozpatrzmy program (de�nicj¦ funkcji):

f (m, n) = if m = n then 0 else f (m + 3, n) + 3

Znaczeniem tego programu jest funkcja f0 : Z× Z −◦� Z,
która jest najmniejszym punktem staªym przeksztaªcenia

Φ : (Z× Z −◦� Z) → (Z× Z −◦� Z)

Φ(f )(m, n) = if m = n then 0 else f (m + 3, n) + 3.

Fakt: To przeksztaªcenie jest ci¡gªe: je±li R jest skierowan¡
rodzin¡ funkcji cz¦±ciowych, to Φ(supR) = supΦ(R).

◦
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Semantyka denotacyjna

Najmniejszym rozwi¡zaniem równania

f (m, n) = if m = n then 0 else f (m + 3, n) + 3

jest funkcja

f0(m, n) = if n ≥ m ∧ 3|(n −m) then n −m else ⊥.

Jest to kres górny ci¡gu przybli»e«:

⊥(m, n) = ⊥;

Φ(⊥)(m, n) = if m = n then 0 else ⊥

Φ2(⊥)(m, n) =
if m = n then 0 else if m + 3 = n then 0+ 3 else ⊥

i tak dalej.
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Jeszcze jeden przykªad punktu staªego: palindromy

adapannapocaªowanawoªacopannapada

napotkaªatypazapytaªaktopan

◦
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Gramatyka dla palindromów

Palindromy nad alfabetem {a, b}:

X ::= ε | a | b | a X a | b X b

▶ Sªowo puste i sªowa jednoliterowe s¡ palindromami.
▶ Je±li X jest palindromem, to a X a jest palindromem.
▶ Je±li X jest palindromem, to b X b jest palindromem.
▶ Nie ma innych palindromów.

Zbiór P wszystkich palindromów speªnia warunek

P = {ε, a, b} ∪ {aXa | X ∈ P} ∪ {bXb | X ∈ P}.

Jest to jedyny zbiór o tej wªasno±ci.

◦
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Palindromy: X ::= ε | a | b | a X a | b X b

Zbiór P to najmniejszy (bo jedyny) punkt staªy przeksztaªcenia

F : P({a, b}∗) → P({a, b}∗):

F (B) = {ε, a, b} ∪ {aXa | X ∈ B} ∪ {bXb | X ∈ B}.

Jest to suma ci¡gu przybli»e« F n(∅):

∅,

F (∅) = {ε, a, b},

F ({ε, a, b}) = {ε, a, b, aa, bb, aaa, bab, aba, bbb},

F ({ε, a, b, aa, bb, aaa, bab, aba, bbb}) =
= {ε, a, b, aaa, bab, aba, bbb, aaaaa, . . . }
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Wyra»enia nawiasowe

Rozwa»amy sªowa zbudowane z symboli (,).

Gramatyka pierwsza: X ::= ε | X · X | (X ).

Ta gramatyka odpowiada przeksztaªceniu

F = λX . {ε} ∪ {xy | x , y ∈ X} ∪ {(x) | x ∈ X},

które ma wiele punktów staªych. Najmniejszy z nich,
to zbiór poprawnych wyra»e« nawiasowych. A inne?

Gramatyka druga: X ::= ε | (X )X .

�wiczenie: ile rozwi¡za« ma równanie
X = {ε} ∪ {(x)y | x , y ∈ X}?

◦
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Relacje równowa»no±ci

447

Przypomnienie

Dwuargumentowa relacja r w zbiorze A jest relacj¡
równowa»no±ci wtedy i tylko wtedy, gdy jest zwrotna,
symetryczna i przechodnia:

▶ ∀x∈A (x r x);
▶ ∀x , y∈A (x r y → y r x);
▶ ∀x , y , z∈A(x r y ∧ y r z → x r z).

Przykªad: J¡dro przeksztaªcenia f : A → B :

⟨x , y⟩ ∈ ker(f ) ⇔ f (x) = f (y).

◦
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Przykªad: alfa-konwersja

Formuªy ∃x (x + 1 = y) i ∃z (z + 1 = y) znacz¡ dokªadnie
to samo (maj¡ zawsze t¦ sam¡ warto±¢), bo ró»ni¡ si¦ tylko
wyborem zmiennej zwi¡zanej.

Mówimy, »e mi¦dzy tymi formuªami zachodzi relacja
alfa-konwersji. Cz¦sto uto»samiamy takie formuªy.

◦
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Konstrukcje ilorazowe

Nowe typy mo»na de�niowa¢ jako ilorazy.

◦

450

Liczby caªkowite

Chcemy odejmowa¢ liczby naturalne, tj. mie¢ dziaªanie
odwrotne do dodawania: chcemy, »eby �3− 5� + 5 = 3.
Inaczej: chcemy rozwi¡za¢ równanie x + 5 = 3.

Pomysª: implementowa¢ �3− 5� jako par¦ ⟨3, 5⟩.

Ale wtedy �3− 5� + 4+ 1 = 2+ 1, sk¡d �3− 5� + 4 = 2.
Zatem �3− 5� = �2− 4�. Tak jest dlatego, »e 3+ 4 = 2+ 5.
A wi¦c niektóre ró»nice musz¡ by¢ równe:

⟨m, n⟩ ∼ ⟨m′, n′⟩ ⇔ m + n′ = m′ + n

To jest relacja równowa»no±ci w N× N. Liczby caªkowite to
jej abstrakty (pary liczb naturalnych �z dokªadno±ci¡ do ∼�).

Moraª: Mo»na de�niowa¢ Z jako N× N/∼.
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Liczby wymierne

Liczby wymierne (uªamki) to pary liczb caªkowitych
z dokªadno±ci¡ do (cz¦±ciowej) relacji równowa»no±ci

⟨x , y⟩ ≈ ⟨u, v⟩ ⇔ (y , v ̸= 0 ∧ x · v = u · y)

Oczywi±cie zamiast [⟨x , y⟩]≈ piszemy
x
y
.
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Liczby rzeczywiste

Ci¡g Cauchy'ego to taki ci¡g f liczb (wymiernych), »e

∀ε:Q (ε > 0 → ∃n:N∀k :N(k ≥ n → |f (n)− f (k)| < ε))

Liczby rzeczywiste to ci¡gi Cauchy'ego liczb wymiernych
z dokªadno±ci¡ do relacji równowa»no±ci ≡:

f ≡ g wtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε:Q (ε > 0 → ∃n ∀k (k ≥ n → |f (k)− g(k))| < ε)).

◦
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Dwa naturalne przeksztaªcenia

▶ Kanoniczna surjekcja κ : A → A/r (jest jedna taka)

κ(a) = [a]r

▶ Funkcja wyboru σ : A/r → A (mog¡ by¢ ró»ne takie)

σ([a]r ) ∈ [a]r

◦
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Pewnik wyboru

De�nicja
Funkcja wyboru dla rodziny zbiorów R: taka funkcja f , »e

f (X ) ∈ X , gdy X ∈ R.

Czy funkcja wyboru (dla rodziny R zbiorów niepustych)
zawsze istnieje?

Zakªadamy, »e tak.

To zaªo»enie nazywamy pewnikiem (aksjomatem) wyboru.

◦
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Pewnik wyboru inaczej

Zbiór S ⊆
⋃
R jest selektorem dla rodziny R,

gdy S ma dokªadnie po jednym elemencie wspólnym
z ka»dym zbiorem rodziny R, tj.:

∀a ∈ R∃t ∈ a (S ∩ a = {t}).

Wierzymy, »e dla dowolnej rodziny niepustych zbiorów
istnieje funkcja wyboru.

Wniosek
Dla dowolnej rodziny niepustych zbiorów parami rozª¡cznych
istnieje selektor.

Dowód: Selektorem jest zbiór warto±ci funkcji wyboru.

◦
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Iloczyn kartezja«ski

Iloczyn kartezja«ski A× B skªada si¦ z par. Para to obiekt
wyznaczony przez jeden element A i jeden element B .

Iloczyn kartezja«ski trzech zbiorów skªada si¦ z trójek.

Ogólnie, iloczyn postaci A1 × · · · × An skªada si¦ z krotek
postaci ⟨a1, . . . , an⟩. Czyli z ci¡gów sko«czonych.

Jak zde�niowa¢ iloczyn kartezja«ski
niesko«czenie wielu zbiorów?

Je±li te zbiory Ai s¡ numerowane liczbami naturalnymi i ∈ N,
to elementami iloczynu kartezja«skiego powinny by¢ ci¡gi
niesko«czone postaci {ai}i∈N.

A co zrobi¢ z dowoln¡ rodzin¡ indeksowan¡ {At}t∈T?

◦
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Produkt uogólniony

Produkt uogólniony rodziny indeksowanej {At}t∈T
podzbiorów D, to zbiór∏

t∈T At = {f :T → D | ∀t ∈ T .f (t) ∈ At}

f ∈
∏

t∈T At ⇔ Dom(f ) = T ∧ ∀t ∈ T . f (t) ∈ At .

Uwaga:
Je±li At = A, dla wszystkich t ∈ T , to

∏
t∈T At = AT .

◦
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�wiczenie

▶ Zbiory
∏

t∈T (At ∩ Bt) i
∏

t∈T At ∩
∏

t∈T Bt s¡ równe.

▶ Zbiory
∏

t∈T (At ∪ Bt) i
∏

t∈T At ∪
∏

t∈T Bt

niekoniecznie.

Na przykªad dla T = N, At = {0}, Bt = {1},
do pierwszego zbioru nale»¡ wszystkie ci¡gi
zerojedynkowe, do drugiego tylko ci¡gi staªe.

▶ Por. ∀t(A(t) ∨ B(t)) vs. ∀t A(t) ∨ ∀t B(t)

◦
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Niepusto±¢ produktu

Twierdzenie
Je±li {At}t∈T jest rodzin¡ indeksowan¡ zbiorów niepustych,
to produkt Πt∈TAt jest niepusty.

Dowód: Niech φ b¦dzie funkcj¡ wyboru dla {At | t ∈ T},
i niech f (t) = φ(At), dla t ∈ T . Wtedy f ∈

∏
t∈T At .

◦
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Twierdzenie

Zaªó»my, »e A ̸= ∅. Wtedy:

1) Je±li f : A
1−1−→ B to istnieje g : B

na−→ A, »e g ◦ f = idA.

2) Je±li g : B
na−→ A to istnieje f : A

1−1−→ B, »e g ◦ f = idA.

Wniosek

Je±li A ̸= ∅, to nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1) Istnieje funkcja f : A
1−1−→ B;

2) Istnieje funkcja g : B
na−→ A.

◦
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Je±li A ̸= ∅ i f : A
1−1−→ B to istnieje takie g : B

na−→ A, »e g ◦ f = idA.
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Je±li A ̸= ∅ i f : A
1−1−→ B to istnieje takie g : B

na−→ A, »e g ◦ f = idA.
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g(b) = if b ∈ Rg(f ) then f −1(b) else α
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Je±li g : B
na−→ A to istnieje takie f : A

1−1−→ B , »e g ◦ f = idA.
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Je±li g : B
na−→ A to istnieje takie f : A

1−1−→ B , »e g ◦ f = idA.
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f ∈
∏
a∈A

g−1({a}) ̸= ∅
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Twierdzenie
Suma przeliczalnej rodziny zbiorów przeliczalnych

jest przeliczalna.

Dowód: Niech A b¦dzie przeliczaln¡ rodzin¡ zbiorów
przeliczalnych. Zaªó»my, »e A ≠ ∅ oraz ∅ ̸∈ A. Wtedy:

▶ Istnieje funkcja F : N na−→ A.
▶ Istniej¡ funkcje fm : N na−→ F (m).

Ka»de a ∈
⋃
A nale»y do pewnego F (m).

Zatem ka»de a ∈
⋃
A jest postaci fm(n).

Niech G (m, n) = fm(n), dla m, n ∈ N. Ale które fm?
Funkcja G : N× N→

⋃
A jest na

⋃
A.

Zatem
⋃

A jest zbiorem przeliczalnym.
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Twierdzenie
Suma przeliczalnej rodziny zbiorów przeliczalnych

jest przeliczalna.

Dowód: Niech A b¦dzie przeliczaln¡ rodzin¡ zbiorów
przeliczalnych. Zaªó»my, »e A ≠ ∅ oraz ∅ ̸∈ A. Wtedy:

▶ Istnieje funkcja F : N na−→ A.
▶ Istniej¡ funkcje f : N na−→ F (m).

Niech Fm = {f | f : N na−→ F (m)} i niech φ b¦dzie
funkcj¡ wyboru dla rodziny {Fm | m ∈ N}.

Teraz G (m, n) = φ(Fm)(n), dla m, n ∈ N.

Funkcja G : N× N→
⋃
A jest na

⋃
A.

Zatem
⋃

A jest zbiorem przeliczalnym.

◦
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Mniej oczywisty skutek pewnika wyboru:
lemat Kuratowskiego-Zorna

Twierdzenie
Niech ⟨Z ,≤⟩ b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym,
speªniaj¡cym nast¦puj¡cy warunek:

(*) Ka»dy ªa«cuch ma w Z ograniczenie górne.
Wtedy w Z istnieje element maksymalny.

◦
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Tymczasem, w przestrzeni liniowej. . .

Podzbiór A przestrzeni liniowej V jest liniowo niezale»ny ,
je±li z warunku k1v1 + · · ·+ knvn = 0, gdzie v1, . . . , vn ∈ A,
wynika k1 = · · · = kn = 0.

Zbiór A jest baz¡ przestrzeni V , wtedy i tylko wtedy, gdy jest
liniowo niezale»ny, oraz ka»dy element przestrzeni V jest
kombinacj¡ liniow¡ elementów zbioru A.

Wniosek
Baza to maksymalny zbiór liniowo niezale»ny,
czyli maksymalny element rodziny

Z = {A ⊆ V | A jest liniowo niezale»ny}
uporz¡dkowanej przez inkluzj¦.

◦

469

Twierdzenie: Ka»da przestrze« liniowa ma baz¦
Dowód: Niech Z = {A ⊆ V | A jest liniowo niezale»ny}.
Wyka»emy, »e ⟨Z ,⊆⟩ ma element maksymalny.

Sprawdzamy czy ka»dy ªa«cuch ma w Z ograniczenie górne.
Niech � b¦dzie ªa«cuchem w Z i niech B =

⋃
�.

Poka»emy, »e zbiór B jest liniowo niezale»ny.
Przypu±¢my k1v1 + · · ·+ knvn = 0, gdzie v1, . . . , vn ∈ B .
Wtedy v1 ∈ A1, . . . , vn ∈ An dla pewnych A1, . . . ,An ∈ �.
Który± zbiór Ai jest najwi¦kszy; wtedy v1, . . . , vn ∈ Ai .
Skoro Ai jest liniowo niezale»ny oraz k1v1 + · · ·+ knvn = 0,
to k1 = · · · = kn = 0.

Zatem zbiór B =
⋃
� jest liniowo niezale»ny, tj. B ∈ Z .

Oczywi±cie B jest ograniczeniem górnym dla �.
A wi¦c ka»dy ªa«cuch ma ograniczenie górne. (*)

Pokazali±my, »e speªniony jest warunek (*).
Zatem ⟨Z ,⊆⟩ ma element maksymalny.
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Ka»da przestrze« liniowa ma baz¦

Cel 1: Ka»dy ªa«cuch jest ograniczony z góry.

Zaªó»my, »e � jest ªa«cuchem. Cel 2: B =
⋃

� ogranicza � w Z.

Cel 3: B ∈ Z
Niech k1v1 + · · ·+ knvn = 0. . . Cel 4: k1 = · · · = kn = 0.
...

Zatem k1 = · · · = kn = 0 (Cel 4 osi¡gni¦ty)

Zatem B jest liniowo niezale»ny, tj. B ∈ Z (Cel 3 osi¡gni¦ty)

�atwo widzie¢, »e ∀A .A ∈ � → A ⊆ B

Zatem B jest ograniczeniem � w Z (Cel 2 osi¡gni¦ty)

Zatem ka»dy ªa«cuch ma ograniczenie górne (Cel 1 osi¡gni¦ty)

Z lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny.
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Zadanie

Niech A b¦dzie ustalonym podzbiorem pªaszczyzny, który
ma przynajmniej dwa elementy. Udowodni¢, »e istnieje
podzbiór B ⊆ A, o takich wªasno±ciach:

▶ �adne trzy ró»ne punkty zbioru B nie s¡ wspóªliniowe;

▶ Ka»dy punkt zbioru A− B le»y na pewnej prostej
wyznaczonej przez dwa ró»ne punkty ze zbioru B .

Je±li A jest caª¡ pªaszczyzn¡, to wystarczy dowolny okr¡g.

Ale je±li A jest jakim± dziwnym zbiorem?

◦
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Zadanie

Niech A b¦dzie podzbiorem pªaszczyzny. Udowodni¢, »e
istnieje zbiór B ⊆ A, o takich wªasno±ciach:

1. �adne trzy ró»ne punkty zbioru B nie s¡ wspóªliniowe;

2. Ka»dy punkt zbioru A− B le»y na pewnej prostej
wyznaczonej przez dwa ró»ne punkty ze zbioru B .

Potrzebujemy zbioru B ⊆ A o wªasno±ci (1),
którego nie da si¦ ju» powi¦kszy¢, bez utraty tej wªasno±ci.

Czyli maksymalnego zbioru o wªasno±ci (1).
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Rozwi¡zanie

A � jaki± podzbiór pªaszczyzny.

W = {X ⊆ A | »adne trzy punkty w X nie s¡ wspóªliniowe}.

Nasze B to element maksymalny w porz¡dku ⟨W ,⊆⟩.
Czy taki element istnieje?

U»yjemy lematu Kuratowskiego-Zorna. Sprawdzamy warunek

(*) Ka»dy ªa«cuch ma w ⟨W ,⊆⟩ ograniczenie górne.

◦
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Rozwi¡zanie

W = {X ⊆ A | »adne trzy punkty w X nie s¡ wspóªliniowe}.

Sprawdzamy warunek

(*) Ka»dy ªa«cuch ma w ⟨W ,⊆⟩ ograniczenie górne.

Niech wi¦c � b¦dzie ªa«cuchem w W i niech S =
⋃
�.

Wtedy S ∈ W . Istotnie, je±li a, b, c ∈ S =
⋃
�, to ka»dy

z tych punktów nale»y do pewnego zbioru z ªa«cucha �.
Jeden z tych trzech zbiorów zawiera pozostaªe (bo � jest
ªa«cuchem) wi¦c punkty a, b, c nie mog¡ by¢ wspóªliniowe.

Skoro S =
⋃
� ∈ W , to S jest szukanym ograniczeniem

ªa«cucha �. Sprawdzili±my warunek (*).
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Rozwi¡zanie

A � jaki± podzbiór pªaszczyzny.

W = {X ⊆ A | »adne trzy punkty w X nie s¡ wspóªliniowe}.

Nasze B to element maksymalny w porz¡dku ⟨W ,⊆⟩.
Czy taki element istnieje?

Tak, na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna, bo zachodzi
warunek

(*) Ka»dy ªa«cuch ma w ⟨W ,⊆⟩ ograniczenie górne.
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Paradoksalny skutek pewnika wyboru:
twierdzenie Banacha-Tarskiego

Twierdzenie
Niech K oznacza kul¦ w R3 o promieniu 1.
Istnieje taki podziaª K na sko«czenie wiele cz¦±ci
C1,C2, . . .Cn, oraz takie izometrie φ1, . . . , φn,
»e φ1(C1) ∪ · · · ∪ φ1(Cn) = K1 ∪ K2,
gdzie K1 i K2 to rozª¡czne kule o promieniu 1.

Uwaga: Nie ka»dy zbiór ma �obj¦to±¢�.
Istniej¡ zbiory niemierzalne.

Dowód: https://www.youtube.com/watch?v=s86-Z-CbaHA

◦
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Dobre ufundowanie

478

Przypomnijmy:

Niech ⟨A,≤⟩ b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym.
Je±li ka»dy niepusty podzbiór zbioru A ma element minimalny,
to mówimy, »e ⟨A,≤⟩ jest cz¦±ciowym dobrym porz¡dkiem,
lub, »e A jest dobrze ufundowany .

Je±li ponadto porz¡dek ⟨A,≤⟩ jest liniowy,
to jest to dobry porz¡dek.

(Wtedy ka»dy niepusty podzbiór A ma element najmniejszy.)

◦
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Inna de�nicja dobrego ufundowania

Fakt
Zbiór ⟨A,≤⟩ jest dobrze ufundowany wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje w nim ci¡g malej¡cy, tj. taki podzbiór {ai | i ∈ N},
»e ai+1 < ai dla dowolnego i .

◦

480

https://www.youtube.com/watch?v=s86-Z-CbaHA


Przykªady

▶ Relacja porz¡dku pre�ksowego jest dobrym ufundowaniem
zbioru A∗.

▶ Je±li w A s¡ dwa elementy a, b, takie »e a < b, to
porz¡dek leksykogra�czny ⪯ nie jest dobrym
ufundowaniem zbioru A∗.

Zbiór {anb | n ∈ N} nie ma elementu minimalnego:
b ≻ ab ≻ aab ≻ aaab ≻ · · ·

▶ Dla dowolnego k , zbiór Nk , zªo»ony z k-krotek liczb
naturalnych (sªów dªugo±ci k) jest dobrze uporz¡dkowany
przez porz¡dek leksykogra�czny.

◦
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Odcinki pocz¡tkowe

Podzbiór B zbioru cz¦±ciowo uporz¡dkowanego A
nazywamy odcinkiem pocz¡tkowym w A, gdy

∀x , y ∈ A (x ∈ B ∧ y ≤ x → y ∈ B).

Szczególny przypadek odcinka pocz¡tkowego, to odcinek
wyznaczony przez element x ∈ A:

OA(x) = {y ∈ A | y < x}.

◦
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Dendrologia

Zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany ⟨T ,≤⟩ nazywamy drzewem,
gdy speªnia on nast¦puj¡ce warunki:

1) Istnieje element najmniejszy.

2) Ka»dy odcinek OT (x) jest sko«czonym ªa«cuchem.

Je±li ªa«cuch OT (x) ma n elementów, to powiemy, »e x jest
wierzchoªkiem o wysoko±ci n. Element najmniejszy, nazywany
korzeniem, ma wysoko±¢ zerow¡.

Fakt: ka»de drzewo jest dobrze ufundowane.

◦
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Drzewa rosn¡ z góry na dóª.
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Drzewo sªów

Niepusty podzbiór T zbioru A∗ nazywamy drzewem sªów ,
gdy jest on odcinkiem pocz¡tkowym w ⟨A∗,⊆⟩, czyli gdy

∀w , u ∈ A∗ (w · u ∈ T → w ∈ T ).

Przykªad: {ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 011,
101, 110, 111, 0010, 0011, 1010, 1101}.

Drzewa sªów nad alfabetem dwuliterowym to drzewa binarne.
Zbiór {0, 1}∗ to peªne niesko«czone drzewo binarne.

Uwaga: w ogólno±ci alfabet mo»e by¢ tak»e niesko«czony.

◦
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Ka»de drzewo jest izomor�czne z pewnym drzewem sªów.
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{ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 011,
101, 110, 111, 0010, 0011, 1010, 1101}
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De�nicje

▶ Gaª¦zi¡ w drzewie T nazywamy dowolny ci¡g postaci
ε= a0, a1, a2, . . . (sko«czony lub niesko«czony) gdzie
ka»de ai+1 jest bezpo±rednim nast¦pnikiem ai .

▶ Mówimy, »e T jest drzewem o sko«czonym rozgaª¦zieniu,
je±li ka»dy element T ma sko«czenie wiele bezpo±rednich
nast¦pników.

◦
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Lemat Königa

Je±li T jest niesko«czonym drzewem o sko«czonym
rozgaª¦zieniu, to w T jest gaª¡¹ niesko«czona.

Dowód: Dla a ∈ T niech Ta = {b ∈ T | a ≤ b}.

Przez indukcj¦ konstruujemy gaª¡¹ ε= a0, a1, a2, . . .
tak, aby ka»de Tai byªo niesko«czone.

Krok bazowy jest poprawny, bo Tε = T .

◦
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Lemat Königa
Je±li T jest niesko«czonym drzewem o sko«czonym
rozgaª¦zieniu to w T jest gaª¡¹ niesko«czona.

Dowód: Dla a ∈ T niech Ta = {b ∈ T | a ≤ b}.

Przez indukcj¦ konstruujemy gaª¡¹ ε= a0, a1, a2, . . .
tak, aby ka»de Tai byªo niesko«czone.

Krok bazowy jest poprawny, bo Tε = T .

Niech Tan b¦dzie niesko«czony i niech b1, . . . , bk b¦d¡
bezpo±rednimi nast¦pnikami an. Poniewa»

Tan = {an} ∪ Tb1 ∪ · · · ∪ Tbk ,

wi¦c które± Tbi jest niesko«czone.
Mo»na przyj¡¢ an+1 = bi .

◦
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Przykªad: Niech f : N→ {0, 1}. Liczba c ∈ N jest
±wiadkiem pitagorejskim dla funkcji f , gdy istniej¡ takie
liczby a, b < c , »e f (a) = f (b) = f (c) oraz a2 + b2 = c2.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1

Twierdzenie (M. Heule, O. Kullmann, W. Marek):
Dla ka»dego f : N→ {0, 1} istnieje ±wiadek pitagorejski.

◦
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Przykªad: Niech f : N→ {0, 1}. Liczba c ∈ N jest
±wiadkiem pitagorejskim dla funkcji f , gdy istniej¡ takie
liczby a, b < c , »e f (a) = f (b) = f (c) oraz a2 + b2 = c2.

Twierdzenie (M. Heule, O. Kullmann, W. Marek):
Dla ka»dego f : N→ {0, 1} istnieje ±wiadek pitagorejski.

Wniosek: Istnieje taka staªa N, »e ka»da funkcja
ma ±wiadka pitagorejskiego mniejszego od N.

Dowód: Funkcje f : N→ {0, 1} to niesko«czone gaª¦zie
w peªnym drzewie binarnym. Na ka»dej gaª¦zi jest ±wiadek
pitagorejski. Je±li usuniemy z drzewa wszystkie potomki
±wiadków pitagorejskich, to otrzymamy drzewo binarne bez
gaª¦zi niesko«czonej. Z lematu Königa to drzewo musi by¢
sko«czone, ma wi¦c sko«czon¡ wysoko±¢.

Rekord ±wiata: W istocie wystarczy N = 7826.
Dowód komputerowy ma 200. . . terabajtów.

◦
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Przykªad: silna normalizacja

De�nicja: Relacja → w zbiorze A ma wªasno±¢ SN,
gdy nie istnieje ci¡g niesko«czony postaci

a0 → a1 → a2 → · · ·

Fakt: Zaªó»my, »e → ma wªasno±¢ SN, i »e dla ka»dego a
zbiór {b | a → b} jest sko«czony. Wtedy dla ka»dego a zbiór
{b ∈ A | a →∗ b} elementów osi¡galnych z a jest sko«czony.

Dowód: Drzewo sªów:
Ta = {a0a1 . . . ak | a = a0 → a1 → a2 → · · · → ak}
jest drzewem o sko«czonym rozgaª¦zieniu, ale nie ma
niesko«czonej gaª¦zi. Zatem musi by¢ sko«czone.

◦
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Drzewo o niesko«czonym rozgaª¦zieniu
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Uporz¡dkowanie dobre

czyli liniowe dobre ufundowanie

496



Dobre porz¡dki

Przykªady dobre:

▶ Zbiór liczb naturalnych N;
▶ Ka»dy sko«czony liniowy porz¡dek;
▶ Zbiór Nk uporz¡dkowany leksykogra�cznie.

Przykªady nie-dobre:

▶ Zbiór liczb caªkowitych Z;
▶ Odcinek [0, 1];
▶ Zbiór N∗ uporz¡dkowany leksykogra�cznie.

◦
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Nast¦puj¡ce nieizomor�czne podzbiory R s¡ dobrze uporz¡dkowane

▶ A = {1− 1

n
| n ∈ N− {0}};r r r r r rrr b
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▶ A′ = {1− 1

n
| n ∈ N− {0}} ∪ {1};r r r r r rrr r
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▶ A′′ = A ∪ {2− 1

n
| n ∈ N− {0}};r r r r r rrr r
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· · ·

r r r r rrr b
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▶ B = {m − 1

n
| m, n ∈ N− {0}}.r r r rrr r

0

r r rrr r
1 2 3

· · ·r r rrr r
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Wªasno±ci dobrych porz¡dków

Fakt:

▶ Niepusty zbiór dobrze uporz¡dkowany ma element
najmniejszy.
Ale [0, 1] te» ma.

▶ W zbiorze dobrze uporz¡dkowanym ka»dy element
oprócz ostatniego ma bezpo±redni nast¦pnik.
Ale w zbiorze Z te».

▶ Dobry porz¡dek jest liniowy i ka»dy wªa±ciwy odcinek
pocz¡tkowy jest postaci OA(x).
I na odwrót.

◦
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Wªasno±ci dobrych porz¡dków

▶ Je±li A jest zbiorem dobrze uporz¡dkowanym, to A
nie jest izomor�czny z »adnym swoim wªa±ciwym
odcinkiem pocz¡tkowym.

▶ Je±li A i B s¡ dobrze uporz¡dkowane, to jeden z nich
jest izomor�czny z odcinkiem pocz¡tkowym drugiego.

◦
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Liczby porz¡dkowe

Konwencja: Ka»demu dobremu porz¡dkowi A
przypisujemy jego liczb¦ porz¡dkow¡, oznaczan¡ przez A.
Robimy to tak, aby zachodziªa równowa»no±¢:

A = B wtedy i tylko wtedy, gdy A ≈ B .

Piszemy A ≤ B , gdy A jest izomor�czny z pewnym odcinkiem
pocz¡tkowym w B .

▶ Liczby porz¡dkowe zbiorów sko«czonych
to liczby naturalne.

▶ Liczba porz¡dkowa zbioru N to ω.

◦
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Dziaªania na liczbach porz¡dkowych

Niech A = α i B = β.

▶ Suma α + β to liczba porz¡dkowa zbioru A⊕ B
uporz¡dkowanego tak:

⟨x⟩i ≤ ⟨y⟩j ⇔ i < j , lub i = j oraz x ≤ y .

▶ Iloczyn α · β to liczba porz¡dkowa zbioru A× B
uporz¡dkowanego �antyleksykogra�cznie�:

⟨a, b⟩ ≤ ⟨a′, b′⟩ ⇔ b < b′, lub b = b′ oraz a ≤ a′.

◦
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Dziaªania na liczbach porz¡dkowych

◦
503

Mno»enie

◦
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Przykªady

▶ A = {1− 1

n
| n ∈ N− {0}}; (ω)r r r r r rrr b
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▶ A′ = {1− 1

n
| n ∈ N− {0}} ∪ {1}; (ω + 1)r r r r r rrr r
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▶ A′′ = A ∪ {2− 1

n
| n ∈ N− {0}}; (ω + ω = ω · 2)r r r r r rrr r
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▶ B = {m − 1

n
| m, n ∈ N− {0}}. (ω · ω)r r r rrr r

0

r r rrr r
1 2 3

· · ·r r rrr r
◦

505

Dziaªania na liczbach porz¡dkowych

▶ 1+ ω = ω ̸= ω + 1;

▶ 2 · ω = ω ̸= ω + ω = ω · 2;

▶ α2 := α · α;

▶ αk+1 := α · αk ;

▶ αω := najmniejsza liczba wi¦ksza od wszystkich αk .

▶ 2ω = ω.

◦
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Porz¡dkowanie zbioru Nk

Zwykªy porz¡dek ≤ w zbiorze N jest typu ω.

Porz¡dek leksykogra�czny w N2 jest typu ω · ω = ω2:

t r r rrr t r r rrr t r r rrr t
⟨0, 0⟩ < ⟨0, 1⟩ < ⟨0, 2⟩ < · · · < ⟨1, 0⟩ < ⟨1, 1⟩ < · · · < ⟨2, 1⟩ < . . .

Porz¡dek leksykogra�czny w N3 jest typu ω2 · ω = ω3:

⟨0, 0, 0⟩ . . . ⟨0,m, n⟩ . . . ⟨1,m, n⟩ . . . ⟨2,m, n⟩ . . .

Porz¡dek leksykogra�czny w Nk jest typu ωk .

◦
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Multizbiory

Multizbiór to �zbiór z powtórzeniami� (funkcja M : A → N).

Na przykªad {1, 2, 2, 3, 4, 4, 4} to taka funkcja M, »e

M(1) = M(3) = 1, M(2) = 2 i M(4) = 3.

Dla x ̸= 1, 2, 3, 4 przyjmujemy M(x) = 0.

◦
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Multizbiory sko«czone

Multizbiór M jest sko«czony ,
je±li zbiór {n | M(n) > 0} jest sko«czony.

Taki multizbiór mo»na uto»samia¢ z krotk¡ liczb naturalnych,
np. {1, 2, 2, 3, 4, 4, 4} mo»na zapisa¢ jako ⟨0, 1, 2, 1, 3⟩.
(Zero zer, jedna jedynka, dwie dwójki, jedna trójka, trzy czwórki.)

◦
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Porównujemy sko«czone multizbiory

Niech M1, M2 to sko«czone multizbiory.
Przyjmujemy, »e M1 ≤ M2, gdy M1 = M2 albo

∃k (M1(k) < M2(k) ∧ ∀n > k .M1(n) = M2(n))

Przykªady:

{0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2} ≤ {0, 1, 1, 2, 3, 3} ≤ {0, 1, 3, 6}

{0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 3} ≤ {0, 1, 1, 2, 3, 3} ≤ {1, 2, 2, 3, 3}

◦
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Porównujemy sko«czone multizbiory

{0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2} ≤ {0, 1, 1, 2, 3, 3} ≤ {0, 1, 3, 6}

{0, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 3} ≤ {0, 1, 1, 2, 3, 3} ≤ {1, 2, 2, 3, 3}

Zapiszmy to jako krotki liczb:

⟨5, 3, 1, 0, 0, 0, 0⟩ ≤ ⟨1, 2, 1, 2, 0, 0, 0⟩ ≤ ⟨1, 1, 0, 1, 0, 0, 1⟩

⟨4, 1, 1, 2⟩ ≤ ⟨1, 2, 1, 2⟩ ≤ ⟨0, 1, 2, 2⟩

Fakt: To jest dobre uporz¡dkowanie typu ωω.

◦
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Dwóch graczy: Klient i Bank.

Klient ma na pocz¡tku pewn¡ sum¦ pieni¦dzy w polskiej gotówce.

Zasoby Banku s¡ nieograniczone.

W ka»dej fazie gry, Klient oddaje Bankowi jeden banknot

lub jedn¡ monet¦.

Mo»e »¡da¢ w zamian dowolnej kwoty, ale wypªaconej

w nominaªach ni»szych ni» ten oddany Bankowi.

Przykªad 1: Klient oddaje Bankowi banknot 200zª i dostaje

w zamian 3 miliony setkami.

Przykªad 2: Klient oddaje Bankowi monet¦ 1gr i... nic nie dostaje.

◦
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Dwóch graczy: Klient i Bank.

Klient ma na pocz¡tku pewn¡ sum¦ pieni¦dzy w polskiej gotówce.

Zasoby Banku s¡ nieograniczone.

W ka»dej fazie gry, Klient oddaje Bankowi jeden banknot

lub jedn¡ monet¦.

Mo»e »¡da¢ w zamian dowolnej kwoty, ale wypªaconej

w nominaªach ni»szych ni» ten oddany Bankowi.

Twierdzenie: Klient zawsze zgra si¦ do zera.

Dowód: To jest porz¡dek dobry o liczbie ω15,

bo w Polsce mamy 9 monet i 6 banknotów.

�wiczenie: Co si¦ zmienia, je±li nominaªy s¡ dowolne?

◦
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Achilles i hydra, czyli: Mo»e by¢ gorzej ni» ωω

http://math.andrej.com/2008/02/02/the-hydra-game/

514

Jeszcze o liczbach porz¡dkowych

515

Liczby porz¡dkowe

Fakt: Je±li α jest liczb¡ porz¡dkow¡ zbioru A, to

▶ Liczba β jest liczb¡ porz¡dkow¡ odcinka wªa±ciwego w A
wtedy i tylko wtedy, gdy β < α.

▶ A jest izomor�czny z {β | β < α}.

Fakt: Ka»dy zbiór liczb porz¡dkowych jest dobrze
uporz¡dkowany.

Dowód: Ci¡g postaci α0 > α1 > · · · miaªby swój
odpowiednik w zbiorze uporz¡dkowanym w liczb¦ α0 + 1.

◦
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Liczby porz¡dkowe

Fakt: Ka»dy zbiór Γ liczb porz¡dkowych o wªasno±ci

∀αβ(α < β ∈ Γ → α ∈ Γ)

ma posta¢ {α | α < γ}, dla pewnego γ.

Dowód: Liczba γ to liczba porz¡dkowa zbioru Γ.

◦
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Twierdzenie (E. Zermelo)
Ka»dy zbiór mo»na dobrze uporz¡dkowa¢.

Dowód: Niech A ̸= ∅ i niech:

Γ = {α | α jest liczb¡ porz¡dkow¡
jakiego± podzbioru zbioru A
dobrze uporz¡dkowanego przez jak¡± relacj¦.}

Wtedy Γ = {α | α < γ}, gdzie γ = Γ.

Niech φ b¦dzie funkcj¡ wyboru dla P(A)− {∅}.
De�niujemy ci¡g pozasko«czony {aα}α<γ elementów A:

aα =

{
a0, je±li A = {aβ | β < α};
φ(A− {aβ | β < α}), w przeciwnym przypadku.

Na przykªad a0 = φ(A), aω = φ(A− {an | n ∈ N}).

◦
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Dowód, ci¡g dalszy

Γ = {α | α jest liczb¡ porz¡dkow¡ jakiego± podzbioru A}

Γ = {α | α < γ}.

Ci¡g pozasko«czony

aα =

{
a0, je±li A = {aβ | β < α};
φ(A− {aβ | β < α}), w przeciwnym przypadku,

jest dobrze okre±lony dla α < γ. Je±li A = {aβ | β < α},
dla pewnego α, to A mo»na dobrze uporz¡dkowa¢ relacj¡:

aδ ≤ aβ ⇔ δ ≤ β.

W przeciwnym razie ci¡g {aα}α<γ jest ró»nowarto±ciowy,
zatem zbiór Z = {aα | α < γ} ⊆ A mo»na dobrze
uporz¡dkowa¢ w liczb¦ γ. A to niemo»liwe, bo γ ̸∈ Γ.

◦
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Lemat Kuratowskiego-Zorna
Niech ⟨Z ,≤⟩ b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym,

speªniaj¡cym nast¦puj¡cy warunek:

(*) Ka»dy ªa«cuch ma w Z ograniczenie górne.

Wtedy w Z istnieje element maksymalny.

Dowód: Zbiór Z mo»na dobrze uporz¡dkowa¢, tj. mo»na
przyj¡¢, »e Z = {aα | α < γ}, dla pewnego γ.

Budujemy ci¡g pozasko«czony {bα}α<γ, bior¡c

bα =

{
aα, je±li aα ogranicza z góry zbiór {bβ | β < α};
a0, w przeciwnym przypadku.

Zbiór L = {bα | α < γ} jest ªa«cuchem, wi¦c ma ograniczenie
górne d ∈ Z . Poka»emy, »e ten element d jest maksymalny.

Istotnie, je±li d ≤ aα, dla jakiego± aα ∈ Z , to z de�nicji bα
mamy bα = aα, czyli aα ∈ L. St¡d aα ≤ d , a wi¦c aα = d .

◦ 520

http://math.andrej.com/2008/02/02/the-hydra-game/


Literatura dla dociekliwych
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Logika i teoria zbiorów
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Logika i teoria oblicze«
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