Podstawy matematyki — klas6wka poprawkowa 16 stycznia 2023

1. Niech Pg, (N) oznacza zbior wszystkich skoriczonych niepustych podzbioréw N
i niech funkcja v : Pgyy (N) — (NN — N) bedzie zdefiniowana nastepujaco:

Y(A)(f) = max{f(a) | a € A} dla kazdego A € Pg,(N).

(a) Czy funkcja 1 jest réznowartosciowa?
(b) Czy funkcja ¢ jest na NN — N?
(c) Wyznaczy¢ przeciwobrazy
i. Zbioru C wszystkich funkcji statych z N¥ do N;
ii. Zbioru R wszystkich funkcji réznowartoéciowych z NY do N;
iii. Zbioru S wszystkich surjekcji z N¥ na N,

przy przeksztatceniu .

2. Niech relacja s € N x NN bedzie zdefiniowana nastepujaco:

fsg wtedy i tylko wtedy, gdy Vn € N(f(n) =1 — g(n) =1).

(a) Udowodni¢, ze relacja r = s N s~ ! jest relacja rownowaznosci w NN,
(b) Jaka jest moc zbioru ilorazowego relacji 7

(c) Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakeji relacji r7

Uwaga: W rozwiazaniach mozna sie powoltywaé na ogoélnie znane fakty (np. z wyktadu,
skryptu, wspoélnych zadani domowych).

Rozwigzania

la: Tak. Jeslia € A— B, to Yv(A)(f) =1 #0=¢(B)(f), dla f(n) = if n = a then 1 else 0.

1b: Nie, na przyktad jesli @« = Af.1 to a # ¥(A), dla kazdego A. Istotnie, na przyklad
P(A)(An.0) = max{0} =0 # 1 = a(In.0).

1(c)i: Zbior 9~ 1(C) jest pusty, bo ¥(A) nigdy nie jest funkcja stata. Jesli bowiem ¥(A) = \f. k,
to Y(A)(f) = k dla kazdego f. Ale dla f = An.k + 1 bedzie ¥(A)(f) = max{k+ 1} =k + 1.

1(c)ii: Zbior ¥~ (R) tez jest pusty, bo R = & (moc zbioru NY jest wieksza od mocy zbioru N).

1(c)iiiz Ale ¥ ~1(S) = Pguy (N), bo kazda funkcja postaci (A) jest surjekcja. Dla dowolnego k
mamy (A)(An. k) = max{k} = k.

2a: Poniewaz f(n) = 1 to to samo co n € f~1({1}), wiec fsg zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy f71({1}) C g7 t({1}). A zatem frg zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f~1({1}) = g 1 ({1}).
Relacja 7 jest wiec jadrem operacji Af. f~1({1}), czyli relacja rownowaznosci.

2b: Zbior ilorazowy jest rownoliczny z P(N), poniewaz dla kazdego A C N klasa abstrakcji [xalr
(gdzie x4 to funkcja charakterystyczna zbioru A) jest inna.

2c: Niech B = N — f71({1}). Zauwazmy, ze dla kazdej klasy abstrakcji [f], istnieje bijekcja
Ag.g1 B z [f], w zbior funkcji (N—{1})B. A zatem moc [f], zalezy od mocy B. Jesli B jest pusty,
to moca [f], jest 1, gdyz tylko dla f = Az.1 zachodzi f~!({1}) = N. Jesli B jest niepusty, ale
skoniczony, to zbiér (N — {1})® ma moc Ry i taka jest tez moc [f],. W pozostatym przypadku,
gdy B jest nieskonczony, moc [f], to continuum.



