Podstawy matematyki — egzamin 2 lutego 2024

1. Niech Pg, (N) oznacza zbior wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru N. Relacja ~
w zbiorze funkcji N — Py, (N) jest okreslona tak: f ~ g zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego n € N zbiory f(n) i g(n) maja tyle samo elementow.

(a) Udowodni¢, ze ~ jest relacja rownowaznosci.
(b) Jaka jest moc zbioru ilorazowego relacji ~7?

(c) Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakeji relacji ~7?

2. Dla dowolnego n € N, przez ¢(n) oznaczymy zbior wszystkich dzielnikow! liczby n,
tj. o(n) = {k € N | k|n}. Niech g : P(N) — P(N) bedzie taka, ze g(A) = [J,c4 (1),
dla A € P(N).

Czy funkcja g jest roznowarto$ciowa?

(a
(b) Czy funkcja g jest na P(N) 7

b
(c

(d) Jakiej mocy jest zbior wszystkich punktéw statych? funkcji g?

Udowodni¢, ze funkcja g jest retrakcja, tj. go g = g.

)
)
)
)

3. Niech X = {a,b}*. Dla w € X oraz z € {a,b} przez #.,(w) oznaczmy liczbe
wystapien litery x w stowie w. W zbiorze X okreslamy relacje C nastepujaco: dla
w,v € X przyjmujemy w C v wtedy i tylko wtedy, gdy

w 20 A (Fa(w), #o(w)) < (F#alv), #6(v)),

gdzie = oznacza porzadek leksykograficzny w X (przy czym a < b), a < oznacza
porzadek leksykograficzny w N2, Wiadomo, ze C jest czeSciowym porzadkiem w X.
(a) Czy w (X, C) istnieje nieskonczony antylancuch?
(b) Czy zbior A = {ab" | n € N} ma kres gorny w (X, C)?
(c) Czy istnieje taki zbior V' C X, ze porzadek (V, ) jest izomorficzny z (N2, <)?
(d) Cazy istnieje taki zbior U C X, ze porzadek (U, C) jest izomorficzny z (X, <)?

Uwaga: W rozwiazaniach mozna sie powoltywaé na ogoélnie znane fakty (np. z wyktadu,
skryptu, wspoélnych zadan domowych).

'Uwaga: k|n wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie £ € N, ze k - £ = n. Przy tej definicji ¢(0) = N.
ZPunkt staly, to takie B, ze g(B) = B.



Rozwigzania

la: Relacja ~ jest jadrem przeksztalcenia F' : (N — Pg,(N)) — (N — N), ktore kazdej funkcji

f N = Pgn(N) przypisuje operacje F(f) = An. f(n).

1b: Jest to zbiér mocy continuum. Poniewaz zbior N — Pg,(N) jest mocy Ngo = €, wiec

nierownosé (N — Pgp(N)) /o < € jest oczywista. Aby oszacowaé moc z dotu, okreslimy dla kazdego
A € P(N) funkcje £4 = An.if n € A then {0} else &. Wtedy dla kazdego zbioru A klasa [{4]~

jest inna, bo £4(n) = if n € A then 1 else 0. A wiec mamy réznowartosciowe przyporzadkowanie
¢ P(N) 23 (N = Pgn(N)) /- okreslone tak: ¢(A) = [€4]~.

lc: Dla f : N — Pgn(N) niech Ay = {n | f(n) # @}. Niech Pgny(N) = Pgn(N) — {@} i niech
H(g) = gl dla g ~ f. Wtedy H jest injekcja H : [f]~ =1 (Af = Pant(N)). Istotnie, jesli
91,92 € [fl~, to g1(n) = g2(n) = @ dlan € Ay, wiec jesli funkcje g1, g2 sa rozne, to tylko dlatego,
ze gila, 7 9204,

A zatem moc klasy [f]~ jest ograniczona z gory przez moc zbioru funkcji Ay — Pgny (N), czyli

przez N, gdzie m = /Tf Pokazemy, ze takze NJ' < [f]~, konstruujac funkcje réznowartosciows,
G:(Af — N) = [fl~. Dla wygody przyjmijmy takie oznaczenie: jesli A C N, k € N, to
A+k={a+k|aec A}. Na przyklad {1,3,4} +2 = {3,5,6}. Dla dowolnego ¢ : Ay = N
przyjmijmy teraz G(§)(n) = f(n) + &' (n), gdzie £'(n) = if n € Ay then {(n) else 0. Wtedy
G(&) ~ f, bo moc zbioru A + k jest zawsze taka sama jak moc zbioru A, wiec G jest dobrze
okreslona. Jest tez roznowartosciowa, bo jesli &i(n) # &(n) dla jakiegos n € Ay, to takze

G(&1)(n) # G(&)(n)-

Na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina, klasa [f]~ jest dokladnie mocy N{. Sa trzy mozliwosci.
Jesli Af = @, tom =0, R) = 1 i klasa [f]. ma jeden element (jest to funkcja stale réwna @).
Jesli zbior Ay jest skonczony i ma k > 0 elementow, to [f]. = ng = Ny. A jesli zbior Ay jest

nieskoriczony, to ma moc R i wtedy [f]~ = Ngo = €. Szukane liczby kardynalne to 1, Xy i €.
2a: Nie, na przyklad g({1,2}) = g({2}) = {1, 2}.

2b: Nie, na przyktad {0} € Rg(g). Istotnie, poniewaz 1 € ¢(n) dla kazdego n, wiec 1 € g(A4), dla
kazdego niepustego A. Ponadto ¢g(@) = @.

2c: Mamy udowodnié, ze g(g(B)) = g(B) dla dowolnego zbioru B. Najpierw zauwazmy, ze skoro
g(B) = U{¢(n) | n € B}, to mamy taka rownowaznosc:

x€g(B)< dnne BAx|n.

A zatem jesli z € g(g(B)), to istnieje takie n € g(B), ze x dzieli n. Ale skoro n € g(B), to istnieje
takie b € B ze n dzieli b. No ale wtedy x dzieli b, wiec x € g(B). Inkluzja odwrotna wynika
z ogolniejszej obserwacji, ze X C g(X) dla kazdego X. W rzeczy samej, jesli x € X, to takze
r€g(X), box|zreX.

2d: Nalezy ustali¢ moc zbioru Z = {B | g(B) = B}.

Z czgéci 2¢ wynika, ze Z = Rg(g). Oczywiscie Z C P(N), wiec Z <. Aby zobaczy¢, ze réwniez
zachodzi Z > €, rozpatrzmy obciecie funkcji g do zbioru P(P), gdzie P to zbiér wszystkich liczb
pierwszych. To obciecie jest roznowartosciowe, bo jesli @ # A C P, to g(A) = AU {1}, a jesli

A=, to g(A) = 3. A zatem obraz g(P(P)) jest mocy continuum, skad Z > €.

3a: Przykladem nieskonczonego antytanicucha jest zbior {ab | n € N}. Jesli bowiem n < m,
to ab > a™b, ale (#4(a™b),#p(a"b)) = (n,1) < (m,1) = (F4(a™b), #5(a™b)) i w konsekwencji

stowa a™b i a™b sa nieporéwnywalne.



3b: Kresem gérnym tego zbioru jest stowo baa. Jest ono ograniczeniem gérnym zbioru A poniewaz
ab™ = baa oraz (#q(ab™), #p(ab™)) = (1,n) < (2,1) = (#a(baa), #s(baa)). Aby udowodnié¢, ze to
kres, rozpatrzmy dowolne ograniczenie gorne w zbioru A, tj. takie w, ze ab™ C w, dla kazdego n.
W szczegolnosci a C w, zatem stowo w jest niepuste.

Przypadek 1: w = av, dla pewnego v. Z tego, ze ab”™ C av, wynika w szczegolnosci, ze b < v. A
to niemozliwe dla wszystkich n.

Przypadek 2: w = bv, dla pewnego v. Wtedy (#4(ab"), #p(ab™)) = (1,n) < (F#4(v), #p(v) + 1),
dla dowolnego n. To jest mozliwe tylko wtedy, gdy v ma co najmniej dwie litery a. (Nie moze
by¢ tylko jedna, bo n £ #p(v) + 1 dla dostatecznie duzych n.) Wtedy oczywiscie aa =< v,
skad baa < bv = w. Ponadto (#4(baa), #p(baa)) = (2,1) < (#4(bv), #,(bv)), wiec ostatecznie
w = bv C baa, i mozemy napisa¢ baa = sup A.

3c: Na przyktad V = {b"a"b* | n,k € NAn > 0}. Przyporzadkowanie o : N x N — V okreslone
réwnaniem a(n,k) = 0" 1a"1bF jest zadanym izomorfizmem. Istotnie, jesli (m,k) < (n,f)
to albo m < n albo m = nik < £. W obu przypadkach b™+1a™H1pF < pnHlam 1t oraz
(m+1m+k)<(n+1,n+7).

W druga strone: jesli b la™H1pk C b7 HamH1pE to w szezegdlnosci m < n. Przy tym jesli m = n,
to k < L. Czyli (m,k) < (n,{).

3d: Nie, nie istnieje taki podzbiér U. Porzadek C jest dobrze ufundowany. Istotnie, gdyby
istniat nieskonczony ciag malejacy wy 3 we 3 ... to mielibySmy w szczeg6lnosci nieskoriczony
ciag (#a(w1), #o(w1)) > (#a(w2), #p(w2)) > ... Poniewaz porzadek leksykograficzny w N x N
jest dobrze ufundowany, wiec ciag ten od pewnego miejsca bytby staty. A zatem od tego miejsca
wszystkie stowa mialyby te sama liczbe liter a i te sama, liczbe liter b. To jest niemozliwe, bo takich
stow jest tylko skoriczenie wiele, wiec nie moga tworzy¢ nieskoniczonego ciagu Scisle malejacego.

7 kolei w porzadku = mozna stworzy¢ nieskoniczony ciag malejacy, np. b > ab > aab > ...
a zatem nie moze istnie¢ monotoniczna injekcja z porzadku (X, <) w porzadek (X,C). A tym
bardziej izomorfizm.



