Podstawy matematyki — klas6wka 14.12.2023

1. Niech Pgp,y (N) oznacza zbior wszystkich skoriczonych niepustych podzbioréw N
i niech funkcja ¢ : NN — (Pg,. (N) — N) bedzie zdefiniowana nastepujaco:

©(f)(A) = max{f(a) | a € A} dla kazdego A € Pg, (N).

(a) Czy funkcja @ jest réznowartosciowa?
(b) Czy funkcja ¢ jest na Pg, (N) - N7
(¢) Niech g : Pgny (N) — N bedzie taka funkcja, ze g(A) = max A, dla A € Pgp (N).
Wyznaczy¢ moc zbioru ¢ ({g}).
(d) Wyznaczy¢ moc zbioru takich funkcji f : N — N zZe dla kazdego A € Pg,y (N)
zachodzi p(f)(A) = f(min A).
2. Niech relacja s C P(N) x P(N) bedzie zdefiniowana nastepujaco:
AsB wtedy i tylko wtedy, gdy Vn € Adm € BIpe N(n=m -2V m =n-2P).
(a) Poda¢ przyktad nieskoniczonego ciagu roznych zbiorow { A, },en, 0 tej wlasnoscei,
ze A, s Apya, dla kazdego n € N.
(b) Udowodni¢, ze relacja r = s N s~ jest relacja rownowaznosci w P(N).
(c) Jaka jest moc zbioru ilorazowego relacji 7

(d) Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakeji relacji r?

Uwaga: W rozwiazaniach mozna si¢ powolywaé¢ na ogodlnie znane fakty (np. z wyktadu,
skryptu, wspoélnych zadan domowych).



Rozwigzania

la: Zauwazmy, ze dla kazdego f : N — N i kazdego n € N zachodzi ¢(f)({n}) = f(n). Jesli

f # g : N —= N, to istnieje takie n € N, ze f(n) # g(n). Wtedy ¢o(f)({n}) # ¢(g9)({n}), a zatem
o(f) # ¢(g). Czyli ¢ jest roznowartosciowa.

1b: Zauwazmy, ze dla kazdego f : N — N i kazdych A, B C N z warunku A C B wynika
o(f)(A) < o(f)(B). Zadna funkcja, ktora nie spetnia tej implikacji, nie bedzie wiec w zbiorze
wartosci ¢. Na przyktad dla funkcji ¢ = AA.min A zachodzi ¢({0,1}) = 01 g({1}) = 1, czyli
9({0}) £ g({0,1}), chociaz {0} C {0,1}. A zatem g & Rg(y), wiec ¢ nie jest surjekcja.

le: Praypuscmy, ze [ € =L ({g}), tj. e ¢(f) = g. Wtedy o(f)({n}) = g({n}) = max{n} = n,
dla kazdego n. Ale z czesci (1a) wiemy, ze ¢(f)({n}) = f(n). Stad f(n) = n. Zbiér ¢~({g})
jest wiec jednoelementowy. Nalezy do niego tylko funkcja identycznosciowa.

1d: Niech Z = {f:N — N | VA € P, (N). o(f)(A) = f(minA)} i niech f € Z. Warunek
o(f)(A) = f(min A) oznacza to samo co max f(A) = f(minA). W szczegolnosci dla m < n
mamy f(m) = f(min{m,n}) = max{f(m), f(n)} czyli f(m) > f(n). A wiec wszystkie funkcje ze
zbioru Z sa nierosngce. I na odwrot, jesli f jest funkcja nierosnacg, to najwiekszym elementem
zbioru f(A) jest f(min A). A zatem Z to zbiér wszystkich funkcji nierosnacych z N do N, o ktorym
mowa w zadaniu domowym 212. Jest to zbiér mocy Ng.

2: Niech v(n) oznacza najwiekszy nieparzysty dzielnik liczby n # 0 i niech v(0) = 0. Zauwazmy
teraz, ze warunek n = m - 2PV m = n - 2P, wystepujacy w definicji relacji s, zachodzi doktadnie
wtedy kiedy v(n) = v(m). A zatem As B oznacza to samo, co zawieranie obrazow v(A) C v(B).

2a: Taki ciag tworza na przyklad zbiory A, = {1,3,...,2n + 1}.
2b: Relacja r = s N s~ ! jest jadrem operacji obrazu funkcji v, czyli przeksztalcenia AA. v(A).

2c: Zbior wszystkich klas abstrakeji relacji r jest co najwyzej takiej mocy jak zbiér P(N), czyli
mocy €. Ale jest tez co najmniej tej mocy, bo kazdy zbiér Z ztozony z samych liczb nieparzystych
wyznacza inna klase abstrakcji. Istotnie, wtedy v(Z) = Z. Zatem jesli Zy # Za, to [Z1]r # [Z2]r
Ostatecznie moc naszego zbioru ilorazowego jest rowna €.

2d: Najpierw zauwazmy przypadki szczegolne: klasa [@], jest jednoelementowa, bo tylko pusty
zbior ma pusty obraz. Podobnie, klasa [{0}], jest jednoelementowa, bo tylko dla A = {0} zachodzi
v(A) = {0}. Niech wiec A # @,{0} i niech n € A dla pewnego n # 0. Okreslimy G : P(N) — [4],
w ten sposob: G(X) = v(A)U{n 25! | k € X}. Sprawdzmy, czy funkcja jest dobrze okreslona,
tj. czy G(X) € [A], dla dowolnego X C N. Otoz jest, bo v(G(X)) =v(A)U{r(n)} =r(A4),
co wynika stad, ze v(v(m)) = v(m) = m dla nieparzystych m i dla m = 0, oraz stad, ze
v(n-2F) =v(n) dla kazdego k € N. Teraz sprawdzmy réznowartosciowosé funkcji G: jesli
X1 # X, na przyktad k € X1 — Xo, to liczba n - 257! nalezy do zbioru G(X1), ale nie nalezy zad-
nego z dwoch sktadnikow sumy G(X2). Do drugiego wprost z definicji, a do pierwszego dlatego,
ze jest parzysta i rézna od zera. Poniewaz [A], C P(N), wiec juz wiemy, ze klasa [A], jest mocy
continuum. A zatem poszukiwane liczby kardynalne to 11 €.



