Podstawy matematyki — egzamin poprawkowy 22 lutego 2024

1. Relacja ~ w zbiorze funkcji N — P(N) jest okreslona tak: f ~ ¢ zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego n € N mamy réwnowaznosé:

f(n) jest skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy g(n) jest skoriczony.

(a) Udowodni¢, ze ~ jest relacja rownowaznosci.
(b) Jaka jest moc zbioru ilorazowego relacji ~ 7

(c) Jakie liczby kardynalne sa mocami klas abstrakeji relacji ~ 7

2. Niech F': (N — N) — (N — N) bedzie funkcja zdefiniowana nastepujaco:
F(f) = Mx.if f7'({z}) # @ then min f~'({z}) else 0.
Czy funkcja F jest réznowartosciowa?

Czy funkcja F' jest na N — N7

(a)
(b)
(¢) Czy Inj C Rg(F), gdzie Inj to rodzina wszystkich injekcji z N do N7
(d) Czy F(Bij) = Bij, gdzie Bij to rodzina wszystkich bijekc;ji?

(e) Czy F~1(St) = St, gdzie St to rodzina wszystkich funkcji stalych?

3. Niech K = (N x N, <) i niech P = (N, |), gdzie:
o (v1,y1) < (22,92) wtedy 1 tylko wtedy, gdy x1 < 22 1 y1 < yo;
e m |n wtedy i tylko wtedy, gdy 3k € N.m - k = n. (Uwaga: n |0 dla kazdego n.)

(a) Czy w zbiorze K istnieje podzbior izomorficzny z P?
(b) Czy w zbiorze P istnieje podzbior izomorficzny z K7

(c) Co sie zmieni w odpowiedziach (a) i (b), jesli zamiast P weZmiemy porzadek
P = (N—{0}, [)7

Uwaga: W rozwiazaniach mozna si¢ powoltywaé na ogoélnie znane fakty (np. z wyktadu,
skryptu, wspoélnych zadani domowych).



Rozwigzania

la: Relacja ~ jest jadrem przeksztalcenia F' : (N — P(N)) — P(N), ktore kazdej funkcji
f : N = P(N) przypisuje zbior F(f) = f~1(Pga(N)) = {n | f(n) jest skoticzony}.

1b: Skoro nasza relacja jest jadrem przeksztalcenia F', to jej zbidr ilorazowy jest réwnoliczny
z Rg(F). (Mamy po jednej klasie na kazde A € Rg(F').) Ale kazdy zbior A € P(N) nalezy do
Rg(F), bo A = F(f) = f~'(Pga(N)) dla funkcji f = An.if n € A then & else N. Zatem
Rg(F) = P(N), wiec zbior ilorazowy relacji ~ ma moc continuum.

1c: Udowodnimy, ze kazda klasa abstrakcji ma moc €. Rozpatrzmy dowolng klase [f].. Oczy-
wiscie [f]~ € P(N)Y, wicc [f]~ < €% = €. Dla ograniczenia dolnego niech Z = f~!(Pg,(N)).
Dla dowolnego A C N okreslmy fa(x) = if € Z then {xa(x)} else {n € N|n > xa(z)}. Po
pierwsze zauwazmy, ze dla kazdego A C N zachodzi f4 ~ f. Istotnie, fa(n) i f(n) sa zbiorami
skoriczonymi dla n € Z oraz zbiorami nieskoficzonymi w przeciwnym przypadku. Po drugie, jesli
a€A—DB,to0¢ fa(a) ale 0 € fp(a), a wiec fa # fp. Wynika stad, ze przeksztalcenie AA. fa

jest funkcja roznowartosciows z P(N) w [f]~. A zatem € < [f] i mozemy zastosowaé twierdzenie
Cantora-Bernsteina.

2a: Nie, na przyktad F(Az.0) = F(Az.1) = Az.0, bo dla kazdej funkcji statej f. = Az.c zachodzi
F(f.) = Mz.0. Mamy bowiem f;!({c}) = {n | f.(n) = ¢} = N, skad F(f.)(¢c) = minN = 0.
A jesli x # ¢, to tez F(f.)(z) =0, poniewaz f1({z}) =@

2b: Nie, bo nie ma takiej funkcji f, ze F(f) = Az.1. W przeciwnym razie F'(f)(2) = F(f)(3)
a skoro 1 # 0, to 1 = min{n | f(n) =2} = min{n | f(n) = 3}, z czego wynika, ze 2 = f(1)
Tak samo bedzie dla kazdej funkcji statej Az. ¢, gdy ¢ # 0.

)
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3.

2c: Nie, np. s = Ax.z + 1 € Rg(F). Przypusémy, ze F(f) = s, oraz f(0) = n. Wtedy zbior
“L({n}) = {k | f(k) = n} jest niepusty, wiec F(f)(n) = min{k | f(k) = n} = 0. Ale zero nie
jest nastepnikiem zadnej liczby.!

2d: Tak. Zauwazmy, ze dla kazdej bijekcji f zachodzi F(f) = f~1, bo F(f)(x) = min f~'({z}) =
min{f~}(z)} = f~1(x). A zatem jesli f jest bijekcja, to F(f) tez jest bijekcja i stad wynika
inkluzja F'(Bij) C Bij. Zawieranie w przeciwna strone tez oczywiscie zachodzi, gdyz dla kazdej
bijekcji f mamy F(f~1) = (f~1)~! = f. A zatem F(Bij) = Bij.

2e: Tak. Zawieranie St C F~1(St) pokazaliémy juz w rozwiazaniu 2a: operacja F przypisuje
kazdej funkcji statej te sama funkcje Az.0.

Aby udowodni¢ zawieranie w przeciwna strone, przypusémy, ze F'(f) = Az. ¢, dla pewnego c. Niech
d € Rg(f) bedzie dowolna wartoscia przyjmowana przez funkcje f. Jesli k = min{l | f(I) = d},
to FI(f)(d) = k. Ale skoro F(f) = Az.c, to k = ¢, wiec d = f(k) = f(c). No to Rg(f) = {f(c)},
czyli f jest funkcja stala.

3a: Nie, bo w zbiorze P istnieje nieskoriczenie wiele elementéw mniejszych od zera, a w zbiorze K
kazdy element ma tylko skonczenie wiele poprzednikow. Nie ma wiec wartosci, na ktéra izomorfizm
moglby przeprowadzié zero.

1Ogolnie, jesli 0 ¢ Rg(g), to g € Rg(F).



3b: Tak, np. zbior A = {23" | m,n € N}. Jesli p((m,n)) = 2m3", to funkcja ¢ : Nx N — A
jest izomorfizmem. Istotnie, 23" | 2¢3¢ wtedy i tylko wtedy, gdy m <mnin < £.

3c: Odpowiedz w punkcie 3b sie nie zmieni, bo tu zero nie jest do niczego potrzebne. Odpowiedz
na pytanie 3a pozostaje negatywna, bo w P istnieja nieskoniczone antylancuchy (np. zbior wszyst-
kich liczb pierwszych) a w zbiorze K takich nie ma.

Istotnie, przypusémy, ze A jest antytanicuchem w K. Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze jest
to antytancuch niepusty. Niech xo = min{z | Jy. (x,y) € A} oraz yp = min{y | Jz. (z,y) € A}.
Wtedy (xo,y1), (x1,y0) € A, dla pewnych z1,y;.

Wezmy teraz dowolny element (z,y) € A. Oczywiscie 29 < x 1 yp < y. Ale takze z <
iy <wyi. Rzeczywiscie: gdyby np. = > x1, to (x1,y0) < (z,y), a rozne elementy antylaricucha nie
moga by¢ porownywalne. A zatem caly antylaricuch A zawiera sie w skoriczonym ,prostokacie”
{$0,...,$1} X {yo,...,yl}.

s R roemnen

R S TN S

b l— — -2 — =
o
:)Q___ - —



