Podstawy matematyki dla informatykéow

Dodatkowe obrazki

Zadanie: Mamy relacje réwnowaznosci w zbiorze N — N:
frg wtw, gdy Vx:N|f(x)—g(x)| e Pr
Jakiej mocy jest zbiér ilorazowy (N — N)/,?
Rozwiazanie: Takiej samej jak zbiér N — {0, 1} wszystkich
ciagéw zerojedynkowych. Po pierwsze, mamy injekcje:
Aafa] 1 (N = {0,1}) = (N - N)/,
Po drugie, mozemy okresli¢ tez injekcje
H:(N—=DN)/, 23 (N {0,1}).
Zrébmy to tak: dla dowolnej klasy [f], € (N — N)/,, niech
H([f],) = (Ax. f(x) mod 2)

Ale czy to jest dobrze okreslona funkcja?

Zadanie: Mamy relacje réwnowaznosci w zbiorze N — N:
frg wtw, gdy Vx:N|f(x)—g(x)| € Pr.
Jakiej mocy jest zbiér ilorazowy (N — N)/, ?

Rozwigzanie:

Zdefiniowalismy dwie funkcje

1) A o], - (N = {0,1}) 13 (N = N)/,
2) H:(N—N)/, =5 (N {0,1}),
gdzie H([f],) = (Ax. f(x) mod 2).

Z twierdzenia Cantora-Bersteina wynika, ze zbiér (N — N)/,
jest tej samej mocy co zbiér N — {0, 1}, czyli mocy €.

(Trzeba tylko sprawdzi¢, ze to naprawde sa injekcje.)

Mamy relacje réwnowaznosci w zbiorze N — N:
frg wtw, gdy Vx:N|f(x)—g(x)| € Pr.

Sprawdzamy, ze funkcja H : (N — N)/, = (N—{0,1}),
gdzie H([f],) = (Ax. f(x) mod 2), jest réznowartosciowa.

Rozpatrzmy dwie dowolne rézne klasy relacji r,
powiedzmy [f], i [g],. Wtedy (f,g) & r, czyli. ..

istnieje takie x € N, ze |f(x) — g(x)| & Pr.

Ale to znaczy, ze jedna z liczb f(x) i g(x) jest parzysta,
a druga nie. Czyli ich reszty modulo 2 s3 rézne.

Definiujemy H : (N — N)/, = (N— {0,1})
przyjmujac, ze H([f],) = (Ax. f(x) mod 2)

Czy to jest dobrze okreslona funkcja?

Tak, bo definicja nie zalezy od wyboru reprezentanta.

To znaczy, ze jesli [f], = [g],, to funkcje
Ax. f(x)mod 2 i Ax.g(x) mod 2 s takie same.

Bo wtedy f r g, czyli |[f(x) — g(x)| € Prdla x € N.

Mamy relacje réwnowaznosci w zbiorze N — N:

frg wtw, gdy Vx:N. |f(x)—g(x)| € Pr
Sprawdzamy, ze funkcja
Aa.[a], : (N — {0,1}) = (N — N)/, jest réznowartosciowa.

Niech o, 8 € N — {0, 1} oraz o # 3. Wtedy «(n) # 5(n),
dla pewnego n, co oznacza, ze |o(n) — (n)] =1 & Pr.
Zatem klasy [a], i [3], sa rézne.



Zadanie: Mamy relacje réwnowaznosci w zbiorze N — N:
frg wtw, gdy Vx:N|f(x)—g(x)| e Pr

Jakiej mocy sa klasy abstrakgji tej relacji?

Rozwiazanie: Dla dowolnej funkgji f : N — N klasa [f],
jest mocy continuum.

Czgsc tatwa: Klasa [f], jest zawarta w zbiorze wszystkich
funkgji z N do N, ktéry jest mocy €. Zatem [f], < €.

Zadanie: Mamy relacje réwnowaznosci w zbiorze N — N:
frg wtw gdy Vx:N.|f(x)—g(x)| e Pr

Jakiej mocy s3 klasy abstrakgji tej relacji?

Rozwigzanie, cd.: Dowodzimy, ze funkcja F = \h. f + h jest

injekcja z N — Pr do [f],.

1. Ta funkcja jest dobrze okreslona, tj. F(h) € [f], dla kazdej

funkgji h: N — Pr. Istotnie, dla kazdego x:
|[F(h)(x) — f(x)| = |h(x)| = h(x) € Pr.

2. | jest réznowartosciowa, bo jesli h # ', to h(x) # h'(x),
dla pewnego x. Wtedy takze wartoéci F(h)(x) = h(x) + f(x)

i F(W')(x) = H(x) + f(x) sa rozne, skad F(h) # F(H').

Zadanie: Jakiej mocy jest zbiér wszystkich relacji
réwnowaznosci w N7

Rozwigzanie: Niech R oznacza zbiér wszystkich relacji
réwnowaznosci w N. Co to jest?

To jest podzbiér zbioru wszystkich relacji w N.
Czyli R € P(N x N).

A zatem R < P(Nx N)=¢.

Sprawdzimy, ze takze ¢ < R. Stad R =¢.

Zadanie: Jakiej mocy jest zbiér R wszystkich relacji
réwnowaznosci w N?

Rozwiazanie, cd.: Szukamy funkgji F : P(N) IR
Pierwszy pomyst: F(A) to relacja o klasach A i N — A.
Tak jest niedobrze. Jak to poprawi¢?

Mozna np. tak: F(A) to relacja o klasach A® i N — A°®,
gdzie A* = {2n | ne A} U{1}.

Oba zbiory A® i N — A® s3 niepuste i mamy dobry podziat.
Ale czy funkcja F jest réznowartosciowa?

Tak, przypus¢my, ze A# B, np. x € A— B.

Wtedy 2x € A®, czyli (2x,1) € F(A).

Ale 2x & B*, wiec (2x,1) & F(B). Stad F(A) # F(B).

Zadanie: Mamy relacje réwnowaznosci w zbiorze N — N:
frg wtw, gdy Vx:N|f(x)—g(x)| € Pr.

Jakiej mocy sa klasy abstrakcji tej relacji?

Rozwiazanie: Dla dowolnej funkcji £ : N — N klasa [f],
jest mocy continuum.

Czes¢ trudna: Potrzebna jest injekcja F : A Rt [f]-
gdzie A jest jakims$ zbiorem mocy continuum.

Sprobujmy A =N — Pri F(h)=f+h
(scislej F(h)(n) = f(n) + h(n)).

Zadanie: Jakiej mocy jest zbiér R wszystkich relacji
réwnowaznosci w N7

Rozwiazanie, cd.: Chcemy pokaza¢, ze € < R.

Wystarczy wskazac¢ funkcje F : X AR, gdzie X jest
jakims zbiorem mocy continuum. Jaki zbiér wybraé?

Sprébujmy X = P(N). Szukamy funkeji F : P(N) 25 R.

To znaczy, ze dla réznych A, B C N relacje F(A) i F(B)
powinny by¢ rézne. Czyli wyznaczaé rézne podziaty.

Pierwszy pomyst: F(A) to relacja o klasach A i N — A.

Zle, bo F(A) = F(N — A), a F(2) nie jest podziatem.



Zadanie: Jakiej mocy jest zbiér P wszystkich porzadkéw
czesciowych w R?

Rozwigzanie: Po pierwsze kazdy porzadek czesciowy jest
relacja w R, wigc P < P(R x R) = 2%,

Po drugie pokazemy, ze 2¢ < P.

Pierwszy pomyst: Sprobujmy pokaza¢, ze ﬁ <7P.
Jesli X C R, to okresImy taka relacje <x, ze dla x,y € R:
x<xy wtw, gdy albox=y, alboxecXiy¢X.
Relacja <x jest (oczywiscie?) porzadkiem czgSciowym.
Zatem mamy funkcje AX.<x : P(R) — P.

Dlaczego to jest niedobrze i jak to poprawic¢?

Jest niedobrze, bo <, i <p to ta sama relacja.
Zatem AX.<x nie jest injekgja.
Trzeba sie pozby¢ np. R. ..

Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacje C:
ACB < A=BVVxy(xeAAyeB—x|y).

1. Udowodni¢, ze T jest relacja porzadku czesciowego
w P(N —{0}) — {@}.

2. Niech A, B C N — {0} beda niepuste i skorczone.
Czy rodzina {A, B} ma kres gérny w porzadku C ?

3. Niech R = {{2",2"*2} | n > 2}. Czy rodzina R
ma kres dolny w tym porzadku?

4. Czy kazda niepusta rodzina zbioréw R ma kres dolny
w tym porzadku?

Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacje C:
ACB < A=BVVxy(xeAAyeB—xly).

1. Udowodni¢, ze C jest relacja porzadku czesciowego
w P(N - {0}) - {2).

Czy ta relacja jest zwrotna? Tak, wprost z definicji.

Zadanie: Jakiej mocy jest zbiér P wszystkich porzadkéw
czesciowych w R?

Rozwiazanie c.d. Pokazemy, ze P(R.) < P.
Jesli X C R, to okresimy taka relacje <x, ze dla x,y € R:

x<xy wtw,gdy albox=y,alboxeXiy¢X.
Tak otrzymamy injekcje AX.<x : P(R.) ip

Ale dlaczego to jest injekcja?

Bojesli X #Y,np.ace X —Y, toa<x -1 aleagy —1.

Whioski: Poniewaz R, ~ R, wiec P(R}) ~ P(R).

A zatem P < P(R,) = 2¢ B
i z twierdzenia Cantora-Bernsteina P = 2¢.

Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacje C:
ACB < A=BVVxy(xeAAyeB—xl|y).
Od czego zaczac?

Mozna od przyktadu. Czy zachodzi {2,4,7} C {4,7,8}7
Nie, bo 4 nie jest dzielnikiem liczby 7.

A czy zachodzi {2,4,7} C {28,56}7 Tak.
A moze nawet {2,4,7} C {28}7 Tez tak.

Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacje C:
ACB <+ A=BVY¥xy(xeAAyeB—x|y).
1. Udowodni¢, ze C jest relacja porzadku czesciowego
w P(N —{0}) — {2}.
Sprawdzmy, czy relacja C jest przechodnia.
Niech AC B C C. Mamy tu 4 przypadki:
1. A=Boraz B=C,
2. A=BorazVxy(x e BAy € C = x|y),
3. Vxy(xe ANy € B— x|y)oraz B=C,
4. Vxy(xe ANy € B—xly)
orazVxy (x e BAy € C = x|y).

W przypadkach 1-3 oczywiscie A C C. Zostaje przypadek 4.



Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {&} okreslamy relacje C:

ACB < A=BVVxy(xeAAyeB—xl|y).

1. Udowodni¢, ze C jest relacja porzadku czesciowego

w P(N —{0}) — {o}.

Sprawdzamy, czy relacja C jest przechodnia.
Z zatozenia AC B C C chcemy wywnioskowaé A C C.
Jeden przypadek jest nieoczywisty:

Uxy(x e ANy eB—=x|y)iVxy(xe BAy e C—x]y).
Ale wtedy Vxy (x e ANy € C — x|y). Istotnie:

Przypusémy, ze x € ANy € C. Poniewaz B # &,
wiec zbiér B ma jakis element b € B. Wtedy:

x|b,boxe Aibe B,orazb|y,bobe BiyecC.

Zatem x | y.

Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {&} okreslamy relacje C:

ACB <+ A=BVVxy(xeAAyeB—xl|y).
1. Udowodni¢, ze C jest relacja porzadku czesciowego

w P(N —{0}) — {o}.

Sprawdzamy, czy relacja C jest antysymetryczna.
Z zatozenia AC B C A chcemy wywnioskowaé A = B.
Jeden przypadek jest nieoczywisty:

Uxy(x e ANy eB—=x|y)iVxy(xe BAy € A= x]y).

Pokazemy, ze wtedy A C B. Wezmy dowolne a € A.
Poniewaz B # &, wiec zbiér B ma jakis element b € B.
Wtedy a|b, bo AC Boraz b|a, bo BLC A.

Stad a=b € B.
Analogicznie udowodnimy B C A.

Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacje C:

ACB < A=BVVxy(xeAAyeB—xl|y).

2. Niech A, B C N — {0} beda niepuste i skonczone.
Czy rodzina {A, B} ma kres gérny w porzadku C 7

Hipoteza: Tak, kresem gérnym jest zbior {c},
gdzie liczba c¢ jest najmniejsza wspélng wielokrotnoscia
wszystkich elementéw sumy AU B.

To jest ograniczenie gérne, bo kazdy element A i kazdy
element B jest dzielnikiem liczby c.

Czy to ograniczenie jest najmniejsze? Jesli A C C oraz
B C C, to zachodzi jeden z czterech przypadkéw.
Najprostszy przypadek: A= C i B = C. Na przykfad
A=B=C={23}. Alewtedy c =61 {6} Z C.
Hipoteza byta fatszywal

Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacje C:

ACB < A=BVVxy(xeAAyeB—xly).

3. Niech R = {{2",2"*2} | n > 2}. Czy rodzina R
ma kres dolny w tym porzadku?

Jakie ograniczenia dolne ma rodzina R? Czy na przykfad
istnieje element najmniejszy?

Nie, bo sa dwa elementy minimalne: {4,16} i {8,32}.

Jesli wiec C jest ograniczeniem dolnym rodziny R, to C ¢ R.

Zatem kazdy element C jest dzielnikiem wszystkich liczb 2"
dla n > 2. Czyli do C moga naleze¢ tylko liczby 1, 2 i 4.

Ale 1[4 2[4 wigc C C {4}. A zatem inf R = {4}.

Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacje C:

ACB < A=BVY¥xy(xeAAyeB—x|y).

1. Udowodni¢, ze C jest relacja porzadku czesciowego

w P(N —{0}) — {2}

Teraz pytamy, czy relacja C jest antysymetryczna?
Przypus¢my, ze AC B C A. Znowu s3 4 przypadki:

1. A=Boraz B=A,

2. A=BorazVxy(x e BAy € A— x|y),

3. Vxy(x e ANy € B— x|y)oraz B=A,

4. Vxy(x e ANy € B—xly)
orazVxy (x e BAy € A— x|y).

W przypadkach 1-3 oczywiscie A = B. Zostaje przypadek 4.

Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacje C:
ACB < A=BVVxy(xeAAyeB—xl|y).
2. Niech A, B C N — {0} beda niepuste i skoiczone.
Czy rodzina {A, B} ma kres gérny w porzadku C 7
Czy ta rodzina ma jakie$ ograniczenia gérne?

Gdyby C byto takim ograniczeniem i ¢ € C, to liczba ¢
dzieli si¢ przez wszystkie elementy A i wszystkie elementy B.

Skoro zbiory A i B s3 skoriczone, to takie liczby istnieja.
Na przyktad dla A = {3,2} i B = {4,5} taka liczba jest 1200.

Czy tylko 12007 Nie, na przyktad 60 = NWW(2,3,4,5).

Zatem na przyktad zbiér {60, 1200} jest ograniczeniem
gornym dla rodziny {{3,2},{4.5}}. Czy to jest kres?

Nie, bo np. {60} tez jest ograniczeniem i {60} C {60, 1200}.

Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacje C:
ACB < A=BVVxy(xeAAyeB—xl|y).

2. Niech A, B C N — {0} beda niepuste i skoficzone.
Czy rodzina {A. B} ma kres gérny w porzadku C 7

Rozwiazanie: Tak. Jesli AC B lub B C A, to kresem
goérnym jest B lub A. W przeciwnym razie kresem gérnym
jest zbiér {c}, gdzie liczba ¢ jest najmniejsza wspélng
wielokrotnoscia wszystkich elementéw sumy AU B.

Wiemy, ze to jest ograniczenie, trzeba sprawdzi¢, czy
najmniejsze. Niech C bedzie ograniczeniem gérnym.
Poniewaz A i B s3 nieporéwnywalne, wiec C # A, B.
Zatem kazdy element sumy AU B (a w takim razie takze ich
najmniejsza wspélna wielokrotnos¢ c) jest dzielnikiem kazdego
elementu C. Wynika stad od razu, ze {c} C C.

Zadanie: W zbiorze P(N — {0}) — {@} okreslamy relacje C:
ACB < A=BVVxy(xeAAyeB—xl|y).

4. Czy kazda niepusta rodzina zbioréw R ma kres dolny
w tym porzadku?

Rozwiazanie: Tak. Jesli rodzina R ma element najmniejszy,
to jest on oczywiscie kresem dolnym.

W przeciwnym przypadku kresem dolnym jest {c}, gdzie c jest
najmniejsza wspélng wielokrotnoscia wszystkich liczb ze zbioru
A={neN|Vx(xe€JR — n|x)}. Dlaczego?

Ale trzeba pokaza¢, ze taka liczba istnieje.

Istnieje, bo zbiér A jest niepusty (bo 1 € A) i skonczony,
bo naleza do niego tylko dzielniki liczby min|JR.



