
Egzamin z rachunku lambda, 1 lutego 2024

1. (a) Czy istniej ↪a takie termy M,N , że M =β λx.NxMx oraz N =β λxy.MyNx?
(b) A czy istniej ↪a takie termy M,N , że M =β λx. xNMx =β λxy. yMNx?

2. Prosz ↪e skonstruować taki term M , że (patrz rysunek):

– drzewo BT(M) ma korzeń λx0x1. x0 i jedn ↪a ga l ↪aź nieskończon ↪a (w lewo);
– wierzcho lki na poziomie n > 0 maj ↪a (od lewej) etykiety λxn+1. xn, xn, . . . , x0.

λx0x1. x0

�� ""D
DD

DD
DD

vvmmm
mmm

mmm

λx2. x1

�� ((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

��@
@@

@@
@

wwnnn
nnn

nnn
x1 x0

λx3. x2

wwnnn
nnn

nnn

�� ''PP
PPP

PPP
PPP

x2 x1 x0

λx4. x3 x3 . . . x0

etc.

3. Prosz ↪e skonstruować lambda-term F , który w rachunku z typami prostymi skośnie
definiuje (ze wzgl ↪edu na β-konwersj ↪e) wielomian f(n) = n2 − 4n + 4. Czy istnieje
taki term, który ma typ postaci ωp → ωp?

4. Niech τ0 = p, τn+1 = τn → p. Wiadomo, że dla nieparzystych n ≥ 3, typ τn ma
nieskończenie wiele inhabitantów. Ile jest różnych inhabitantów (termów zamkni ↪etych
w postaci normalnej) typu τn → τk dla n, k ≥ 2?



Przyk ladowe rozwi
↪
azania:

1: (a) Tak. Niech F = λX.〈λx.Xπ2x(Xπ1)x, λxy.Xπ1y(Xπ2)x〉, gdzie 〈A,B〉 oznacza λu. uAB,
a π1 i π2 to, odpowiednio, λxy. x i λxy. y. Term X = YF spe lnia równanie X =β FX, wi ↪ec możemy
zdefiniować M := YFπ1 i N := YFπ2.

(b) Nie. Korzeń drzewa BT(M) musia lby mieć etykiet ↪e λx. x i jednocześnie λxy. y.

2: Oznaczmy przez Tn (dla n > 0) drzewo zaczepione w wierzcho lku λxn+1. xn, a drzewo BT(M)
napiszmy jako λx0. T0. Wtedy Tn = λxn+1. xnTn+1xn+1xn . . . x0 dla wszystkich n. Możemy to za-
pisać inaczej: Tn = λxn+1. gn(xnTn+1xn+1), gdzie gn = λu. uxn . . . x0 jest operacj ↪a dopisywania aktu-
alnego

”
ogona”. Drzewo Tn jest wyznaczone przez swoj ↪a zmienn ↪a czo low ↪a xn i operator gn. Ponieważ

gn+1 = λu. gn(uxn+1), wi ↪ec mamy tak ↪a definicj ↪e rekurencyjn ↪a: T (x, g) = λx′. g(xT (x′, g′)x′), gdzie
g′ = λu. g(ux′). Poszukiwany term M to λx0.Y(λtxgx′. g(x(tx′(λu. g(ux′)))x′))x0(λu. ux0), gdzie
term λu. ux0 to pocz ↪atkowa wartość operacji g.

3: Niech G = λCu. u(Cπ4
2)(Cπ4

3)(add(Cπ4
3)(Cπ4

4))(add(Cπ4
4)2), gdzie add to dodawanie liczebników

oraz π4
i = λx1x2x3x4. xi. Operacja G przekszta lca czwórk ↪e uporz ↪adkowan ↪a 〈p, d, t, c〉 = λu. updtc

w czwórk ↪e 〈d, t, t + c, c + 2〉. Jeśli n razy wykonamy t ↪e operacj ↪e zaczynaj ↪ac od czwórki 〈4, 1, 0, 1〉, to
otrzymamy 〈f(n), f(n + 1), f(n + 2), 2n + 1〉. A zatem możemy przyj ↪ać F = λn. nG(〈4,1,0,1〉)π4

1 .
Term F ma typ ω(ωp→ωp→ωp→ωp→ωp)→ωp

→ ωp. Ponieważ funkcja f nie jest wielomianem warunko-
wym (jeden ze wspó lczynników jest ujemny), wi ↪ec nie można jej zdefiniować w typie ωp.

4: Przypadek pierwszy: k ≥ 3 nieparzyste. Wtedy istnieje nieskończenie wiele termów zamkni ↪etych
typu τk, a zatem nieskończenie wiele termów zamkni ↪etych typu τn → τk postaci λF τn .M , gdzie
`M : τk. Przypadek drugi: n ≥ 2 parzyste. Wtedy n+ 1 ≥ 3 jest nieparzyste i istnieje nieskończenie
wiele inhabitantów typu τn+1. Każdy z nich ma postać normaln ↪a λF

τn .Mp i z każdego  latwo zrobimy
element typu τn → τk, mianowicie λF τnλGτk−1 .Mp. Przypadek trzeci: n nieparzyste, k parzyste.
Wtedy typ τn → τk jest pusty. Istotnie, term zamkni ↪ety tego typu w d lugiej postaci normalnej
musia lby mieć kszta lt λF τnλXτk−1 . Q (gdy k > 0) lub kszta lt λF τn . Q (gdy k = 0), gdzie Q ma typ p
w otoczeniu postaci {F : τn, X : τk−1} lub postaci {F : τn}. Ale liczby n i k−1 s ↪a nieparzyste i istniej ↪a
inhabitanty ` P : τn, ` R : τk−1. No to term Q[F := P ][X := R] (albo term Q[F := P ]) mia lby typ p
w pustym otoczeniu, sprzeczność.


