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Dodatek E: System \Y

Do rachunku lambda z typami prostymi w wersji Churcha (z jedna stala typowa 0 i beta-eta-
redukcjami) dodajemy stale Y, : (6 — o) — o, dla wszystkich o, wraz ze schematem redukeji
Y, — M. f(Yof). Tak otrzymany rachunek nazwiemy systemem AY. Mozna pokazaé, ze
system \Y ma wilasnoéé Churcha-Rossera,! chociaz oczywiscie nie ma wiasnosci SN.

Okazuje sie, ze dodanie operatorow rekursji nie zwieksza sity wyrazu: nadal mozna definiowaé
tylko wielomiany warunkowe (twierdzenie E.4).

W dowodzie tego faktu wykorzystamy pomocniczy system A2: jest to rozszerzenie rachunku
typéw prostych (6n) o stale €, : o, bez dodatkowych regul redukcji. Ten rachunek ma
oczywiscie wlasnosé SN.

Termy ,zwyklego” rachunku lambda (bez nowych stalych) bedziemy nazywaé termami wtas-
crwyms.

Zastosujemy metode nazywana flow analysis lub strictness analysis: interpretujemy termy
w modelu, ktéry rozréznia tylko wartosci okreslone i nieokreslone. Sciélej, niech Oy = {L, T},
gdzie L < T idalej Oyr = [O5 — O;] (zbidr funkeji ciaglych). Taka hierarchie oznaczymy
przez O i to bedzie nasz model. Znaczenie nowych stalych w modelu O definiujemy tak:

— [©25] to najmniejszy element dziedziny Oy, ozn. L ,;
— [Y,] to operator najmniejszego punktu stalego: [Y,]d =1fp d € O,, gdy d € Op—ss .

Znaczenie pozostalych terméw definiujemy ,, jak zwykle”. Ponizszy lemat o poprawnosci sto-
suje sie zaréwno do Y jak i A\Q.

Lemat E.1 Jesli M =g, N, to [M], = [N], dla dowolnego wartosciowania p.

Wszystkie dziedziny O, sa skoriczone, w szczegdlnosci istnieja takie stale h(o), ze kazdy
taiicuch w O, ma co najwyzej h(o) elementéw. Dlatego punkty stale sa zawsze osiagane po
skoniczonej liczbie krokéw: dla d € O,_,, zachodzi réwnosé sup,, d"(Ly) = dh(")(J_c,). Opera-
tor Y, mozna wiec w modelu O zastapié¢ taka aproksymacja Y = Af. f"(9)(Q,) i bedziemy
mieli [Y,] = [Y2]. Dalej kazdy A\Y-term M mozemy aproksymowaé A\Q-termem M® otrzy-
manym z M przez zamiane kazdego Y, na Y.

Lemat E.2 Dla dowolnego M i dowolnego p zachodzi rownosé [M], = [M*®],.

Teraz wykonamy nasza ,,analize rzetelnosci”. Dla dowolnego typu o =01 — -+ — 0, — 0
zdefiniujemy funkcje t, : O, — {L, T} ielement s, € O, przez indukcje:

te(d) =dsg, ... 5q,, dlad € Oy;
Sgd1 ...d, = inf; tgi(di), dla d; € o;.
W szczegdlnosci to(e) = e, dlae € Ogp={L, T}, oraz so = T, bo T = inf @.

Zauwazmy tez pozyteczna tozsamosé: tr(dsy) = to—r(d).

Latwo ja popsué, przyjmujac inny schemat redukcji: Y, F — F(Y,F).
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Intuicja: s, jest ,wzorcem rzetelnosci”, ktéry ewaluuje kazdy swéj argument, natomiast ¢, (d)
testuje d na wzorcowych argumentach. Te intuicje uscidla nastepujacy lemat: to czy AQ2-term
ma wlasciwa postaé normalna, (bez ygrekéw i omeg) zalezy tylko od jego wartosci w modelu Q.

Lemat E.3 Term zamkniety M w jezyku AQ ma wta$ciwg postaé normalng wtedy i tylko wtedy,
gdy to([M]) = T.

Dowdd: Wystarczy udowodnié¢ teze dla terméw, ktore juz sa w postaci normalnej i to
dtugiej. Niech M : o, gdzie 0 = 01 — - -+ — 05, — 0 bedzie takim termem. Dowdd jest przez
indukcje ze wzgledu na rozmiar M.

Przypadek 1: M = Af1... fn. Q My ... My, gdzieT =71 — -+ = 7, — 0. Wtedy M nie jest
termem wlasciwym, oraz t,([M]) = [M]ss, ... Sq, = L [Mi], - - [Mi],, gdzie p(fi) = 50,
Przypadek 2: M = \f1... fu. fjMy... My, oraz 05 =11 — --- — 73 — 0. Liczymy:
to([M]) = [[M]]SU'I <+ Sop = So; [[Ml]]p T [[Mk]]p = inf; tn([[Mi]]p)v

gdzie p jest takie, ze p(fi) = sq,. Ale wtedy [M;], = [Af1... fu- Mi]so, .. So,, Wiec

to([M]) = inf; t,([Nf1- .. fo- Mi]So, - - S0,) = inf; to, e mon—r ([Af1 - - - e Mi]).
Pozostaje zauwazy¢, ze
— To ostatnie infimum jest réwne T wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wyrazy sa rowne T.
— Term M jest wlasciwy wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie termy Afi ... f,,. M; sa wladciwe.

— Sa one krétsze od M, wiec stosuje sie do nich zalozenie indukcyjne. |

Twierdzenie E.4 (Plotkin, 1982) Funkcje catkowite N¥ — N definiowalne w \Y to tylko wielo-
miany warunkowe.

Dowdd:  Dla uproszczenia ograniczymy sie do funkcji jednoargumentowych. Niech F' bedzie
AY-termem typu w — w i niech Fn — m. W modelu O mamy [Fn] = [F*n] = [m] = [m*],
bo (Fn)®* = F*n oraz m = m®. Skoro m jest termem wlasciwym, to na mocy lematu E.3
postaé¢ normalna AQ2-termu F°n jest wlasciwa; jest to jakis liczebnik 1. Ale stale 2 nie odgry-
waja zadnej roli w redukcji F*n — 1; w istocie niczym sie nie réznia od zmiennych wolnych.
W miejsce kazdej stalej 2, mozna wiec podstawié cokolwiek i rezultat (posta¢ normalna 1)
bedzie taki sam. No to zamiast kazdego Y. w termie F'® wstawmy z powrotem Y, i dosta-
niemy F'n — 1. Skoro wiemy, ze F'n — m, to musi by¢ m = [.

A zatem dla kazdego n term F*n redukuje sie do tego samego liczebnika co term Fn. Czyli
aproksymant F'® definiuje te sama funkcje co F. Pozostaje wstawi¢ cokolwiek w miejsce omeg?
i otrzymamy term wlasciwy tez definiujacy te sama funkcje. |

Morak: Sama rekursja to za malo. Potrzebna jest operacja poprzednika. Poprzednik plus
rekursja to jezyk PCF (tez czasem nazywany systemem AY). A poprzednik plus rekursja
prosta (iteracja) to system T Godla.

2Cwiczenie: no dobrze, ale co konkretnie mozna wstawié¢?



