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Dodatek E: System λY

Do rachunku lambda z typami prostymi w wersji Churcha (z jedn ↪a sta l ↪a typow ↪a 0 i beta-eta-
redukcjami) dodajemy sta le Yσ : (σ → σ)→ σ, dla wszystkich σ, wraz ze schematem redukcji
Yσ → λf. f(Yσf). Tak otrzymany rachunek nazwiemy systemem λY. Można pokazać, że
system λY ma w lasność Churcha-Rossera,1 chociaż oczywíscie nie ma w lasności SN.

Okazuje si ↪e, że dodanie operatorów rekursji nie zwi ↪eksza si ly wyrazu: nadal można definiować
tylko wielomiany warunkowe (twierdzenie E.4).

W dowodzie tego faktu wykorzystamy pomocniczy system λΩ: jest to rozszerzenie rachunku
typów prostych (βη) o sta le Ωσ : σ, bez dodatkowych regu l redukcji. Ten rachunek ma
oczywíscie w lasność SN.

Termy
”
zwyk lego” rachunku lambda (bez nowych sta lych) b ↪edziemy nazywać termami w laś-

ciwymi .

Zastosujemy metod ↪e nazywan ↪a flow analysis lub strictness analysis: interpretujemy termy
w modelu, który rozróżnia tylko wartości określone i nieokreślone. Ścíslej, niech O0 = {⊥,>},
gdzie ⊥ < > i dalej Oσ→τ = [Oσ → Oτ ] (zbiór funkcji ci ↪ag lych). Tak ↪a hierarchi ↪e oznaczymy
przez O i to b ↪edzie nasz model. Znaczenie nowych sta lych w modelu O definiujemy tak:

– [[Ωσ]] to najmniejszy element dziedziny Oσ, ozn. ⊥σ;

– [[Yσ]] to operator najmniejszego punktu sta lego: [[Yσ]]d = lfp d ∈ Oσ, gdy d ∈ Oσ→σ .

Znaczenie pozosta lych termów definiujemy
”

jak zwykle”. Poniższy lemat o poprawności sto-
suje si ↪e zarówno do λY jak i λΩ.

Lemat E.1 Jeśli M =βη N , to [[M ]]ρ = [[N ]]ρ dla dowolnego wartościowania ρ.

Wszystkie dziedziny Oσ s ↪a skończone, w szczególności istniej ↪a takie sta le h(σ), że każdy
 lańcuch w Oσ ma co najwyżej h(σ) elementów. Dlatego punkty sta le s ↪a zawsze osi ↪agane po
skończonej liczbie kroków: dla d ∈ Oσ→σ zachodzi równość supn d

n(⊥σ) = dh(σ)(⊥σ). Opera-
tor Yσ można wi ↪ec w modelu O zast ↪apić tak ↪a aproksymacj ↪a Y•σ = λf. fh(σ)(Ωσ) i b ↪edziemy
mieli [[Yσ]] = [[Y•σ]]. Dalej każdy λY-term M możemy aproksymować λΩ-termem M• otrzy-
manym z M przez zamian ↪e każdego Yσ na Y•σ.

Lemat E.2 Dla dowolnego M i dowolnego ρ zachodzi równość [[M ]]ρ = [[M•]]ρ.

Teraz wykonamy nasz ↪a ”
analiz ↪e rzetelności”. Dla dowolnego typu σ = σ1 → · · · → σn → 0

zdefiniujemy funkcj ↪e tσ : Oσ → {⊥,>} i element sσ ∈ Oσ przez indukcj ↪e:

tσ(d) = dsσ1 . . . sσn , dla d ∈ Oσ;

sσd1 . . . dn = infi tσi(di), dla di ∈ σi.

W szczególności t0(e) = e, dla e ∈ O0 = {⊥,>}, oraz s0 = >, bo > = inf ∅.

Zauważmy też pożyteczn ↪a tożsamość: tτ (dsσ) = tσ→τ (d).

1 Latwo j ↪a popsuć, przyjmuj ↪ac inny schemat redukcji: YσF → F (YσF ).
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Intuicja: sσ jest
”
wzorcem rzetelności”, który ewaluuje każdy swój argument, natomiast tσ(d)

testuje d na wzorcowych argumentach. T↪e intuicj ↪e uścísla nast ↪epuj ↪acy lemat: to czy λΩ-term
ma w laściw ↪a postać normaln ↪a (bez ygreków i omeg) zależy tylko od jego wartości w modelu O.

Lemat E.3 Term zamkni ↪ety M w j ↪ezyku λΩ ma w laściw ↪a postać normaln ↪a wtedy i tylko wtedy,
gdy tσ([[M ]]) = >.

Dowód: Wystarczy udowodnić tez ↪e dla termów, które już s ↪a w postaci normalnej i to
d lugiej. Niech M : σ, gdzie σ = σ1 → · · · → σn → 0 b ↪edzie takim termem. Dowód jest przez
indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na rozmiar M .

Przypadek 1: M = λf1 . . . fn.ΩτM1 . . .Mk, gdzie τ = τ1 → · · · → τk → 0. Wtedy M nie jest
termem w laściwym, oraz tσ([[M ]]) = [[M ]]sσ1 . . . sσn = ⊥τ [[M1]]ρ · · · [[Mk]]ρ, gdzie ρ(fi) = sσi .

Przypadek 2: M = λf1 . . . fn. fjM1 . . .Mk, oraz σj = τ1 → · · · → τk → 0. Liczymy:

tσ([[M ]]) = [[M ]]sσ1 . . . sσn = sσj [[M1]]ρ · · · [[Mk]]ρ = infi tτi([[Mi]]ρ),

gdzie ρ jest takie, że ρ(fi) = sσi . Ale wtedy [[Mi]]ρ = [[λf1 . . . fn.Mi]]sσ1 . . . sσn , wi ↪ec

tσ([[M ]]) = infi tτi([[λf1 . . . fn.Mi]]sσ1 . . . sσn) = infi tσ1→···→σn→τi([[λf1 . . . fn.Mi]]).

Pozostaje zauważyć, że

– To ostatnie infimum jest równe > wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wyrazy s ↪a równe >.

– Term M jest w laściwy wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie termy λf1 . . . fn.Mi s ↪a w laściwe.

– S ↪a one krótsze od M , wi ↪ec stosuje si ↪e do nich za lożenie indukcyjne.

Twierdzenie E.4 (Plotkin, 1982) Funkcje ca lkowite Nk → N definiowalne w λY to tylko wielo-
miany warunkowe.

Dowód: Dla uproszczenia ograniczymy si ↪e do funkcji jednoargumentowych. Niech F b ↪edzie
λY-termem typu ω → ω i niech Fn � m. W modelu O mamy [[Fn]] = [[F •n]] = [[m]] = [[m•]],
bo (Fn)• = F •n oraz m = m•. Skoro m jest termem w laściwym, to na mocy lematu E.3
postać normalna λΩ-termu F •n jest w laściwa; jest to jakís liczebnik l. Ale sta le Ω nie odgry-
waj ↪a żadnej roli w redukcji F •n � l; w istocie niczym si ↪e nie różni ↪a od zmiennych wolnych.
W miejsce każdej sta lej Ωσ można wi ↪ec podstawić cokolwiek i rezultat (postać normalna l)
b ↪edzie taki sam. No to zamiast każdego Y•σ w termie F • wstawmy z powrotem Yσ i dosta-
niemy Fn � l. Skoro wiemy, że Fn � m, to musi być m = l.

A zatem dla każdego n term F •n redukuje si ↪e do tego samego liczebnika co term Fn. Czyli
aproksymant F • definiuje t ↪e sam ↪a funkcj ↪e co F . Pozostaje wstawić cokolwiek w miejsce omeg2

i otrzymamy term w laściwy też definiuj ↪acy t ↪e sam ↪a funkcj ↪e.

Mora l: Sama rekursja to za ma lo. Potrzebna jest operacja poprzednika. Poprzednik plus
rekursja to j ↪ezyk PCF (też czasem nazywany systemem λY). A poprzednik plus rekursja
prosta (iteracja) to system T Gödla.

2Ćwiczenie: no dobrze, ale co konkretnie można wstawić?


