Motywujacy przyktad

Logika intuicjonistyczna ‘ CURIOSA

339. A Simple Proof That a Power of an Irrational Number to an Irrational Exponent
May Be Rational. \/".?\/2 is either rational or irrational. If it is rational, our statement
5
s proved. If it is irrational, (\/?12)‘(- = 2 proves our statement.

Wyk’(ad 1 i Dov JARDEN

340. A Minor Curiosity.

16 lutego 2012 11 X 372 = 4092 aud 11 X 273 = 3003
12 % 347 — 4002 and 21 X 143 = 3003
31 % 132 — 4002 and 13 X 231 = 3003.

RovaL V. HEATH

(Scripta Mathematica, 19:229, 1953)

Alternatywne rozwigzania: Jeszcze jeden przyktad

Zadanie: Udowodnié, ze co najmniej jedna z liczb e + 7 i e

» Udowodni¢, ze (\/5)\/5 jest liczba niewymierna; nie jest algebraiczna.

> Sprawdzi¢, ze (v/2)2%0823 = 3. Rozwiazanie: W przeciwnym razie wp6tczynniki wielomianu
x? — x(e+m) + er = (x — e)(x — ) sa algebraiczne, wiec
algebraiczne s3 tez pierwiastki.



Wielki wynalazek Mate odkrycia

Koncepcja wartosci logicznej:
_ _ _ o » Koncepcja wartosci logicznej to wynalazek.
» Kazde poprawnie zbudowane zdanie orzekajace jest Jest to pewien model naszego wnioskowania.
prawdziwe albo fafszywe.
» Kazdy model opisuje tylko czes¢ rzeczywistosci.

» Wartos¢ logiczna zdania ztozonego zalezy tylko od _
Dygresja:

wartosci logicznych jego sktadowych.
» Joe poszedt i kupit osta;

» Kupit osta, chyba ze zapomniat;
» Teraz jesli ma osta, to go bije.

» W szczegdlnosci implikacja jest materialna:
znaczenie zdania ,,jesli A to B” ma sie nijak do
— zwigzku przyczynowo-skutkowego,
— nastepstwa w czasie, » Moga by¢ inne modele i inne wynalazki.
— zakresu znaczeniowego, itp.

Logika intuicjonistyczna Tako rzecze Houyhnhnm:

» Dwuwartosciowa logika to nadmierne uproszczenie:
Czy w rozwinieciu dziesietnym liczby 7 wystepuje gdzies
siedem siédemek pod rzad?
... because reason taught us to affirm or deny
» Istnienie obiektéw matematycznych nie jest absolutne,

ich zrédtem jest creative subject. only where we are certain,

» Dowdd istnienia obiektu wymaga wiec jego konstrukgji. and beyond our knowledge we cannot do either.

» To samo dotyczy prawdy matematyczne;j:
“There are no non-experienced truths” (Brouwer) (Jonathan Swift, Gulliver’s Travels)

» Nie da sie obroni¢ prawa wytaczonego $rodka.



Prekursorzy: Autorzy:

» Immanuel Kant (1724-1804);
» Leopold Kronecker (1823-1891): » Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966);
> Jules Molk (1857-1914); » Banepunii Vsanosuy Mnuneenko (1896-1940);

v

Arend Heyting (1898-1980);

v

Jules Henri Poincaré (1854-1912);

v

Angpeii Hukonaesuy Konmoropoe (1903-1987).

v

Emil Borel (1871-1956);

v

Henri Léon Lebesgue (1875-1941).

O czym bedzie ten wyktad

O czym to nie bedzie:

» Logika intuicjonistyczna jako system formalny:
» Rachunek zdan; » O filozofii;
> Rachunek predykatow; » O matematyce konstruktywne;.

» Rachunek zdan drugiego rzedu.

v

Teoria dowodu i semantyka. Problemy decyzyjne. o
Przedmiot i metoda:

v

Sens obliczeniowy: izomorfizm Curry’ego-Howarda.
» Przedmiot: logika intuicjonistyczna, jej metody

wnioskowania i semantyka.

v

Dygresje i wycieczki:
» Logika liniowa i logiki podstrukturalne;
» Rachunek lambda;
» Interpretacja obliczeniowa logiki klasyczne;j.

» Metoda: zdroworozsadkowa (“klasyczna™) metalogika.



Boole,

vV v v Vv

v

Tarski: The logical value paradigm

Formula = a declarative assertion about some “reality”.
Correctness criterion = truth (logical value).
Semantics has priority over proof.

Proof = just a tool; its shape is not essential, we only ask
if one exists.

Logic = determining if a sentence is true.

» The role of a logical connective = define the truth of

a compound sentence in terms of the values of its
components.

Tautologia = schemat stwierdzenia, ktéry zawsze ma
warto$¢ prawdy.

BHK Interpretation

Nieformalna definicja konstrukgji

» A construction of o A\ 3 is a pair of constructions,

one for o and one for 3.

» A construction of oV (3 consists of a construction

of either o or 3 (and an indication which one).

Brouwer: The construction paradigm

Reality? What is it?
Reasoning is primary, semantics is just a tool.

Correctness criterion = construction.

vV v v v

The role of a logical connective = express a construction
of a compound sentence in terms of constructions of its
components.

» Tautologia = schemat stwierdzenia, ktéry zawsze ma
konstrukcje.

Brouwer-Heyting-Kotmogorow

» A construction of « — (3 is a method that turns any
construction of « into a construction of 3.

» There is no construction of | .

Negation: ~p = — L.

» A construction of —p is a method that turns any
hypothetical construction of p into a nonsense
(L : “the thing which is not”).



Mozliwe rozumienie BHK Sktadnia rachunku zdan

Konstrukcja formuty « to zapis obliczenia wartosci 1

przy ustalonym wartoSciowaniu zdaniowym p. » Zmienne zdaniowe (p,q,r, . ..) sa formutami.
(Formuta moze mie¢ wiele konstrukgji.)

» Stata | jest formuta.
> [L1, =0 [Tl =1 [pl, = p(p);
> [av B, =1, gdy [a], =1 lub [], = L; » Jesli i 3 s3 formutami to
> [aAnBl, =1, gdy [o], = [6], = L (a—B), (avp), (aApf)
> [a — 5], =1, gdy [a], =0 lub [5], = 1;
[-al, =1 —[ed,

tez sa formutami.

v

Skréty i konwencje Przyktady tatwe
» Napis — jest skrétem napisu o — L. > p—p;
> p—q—p;

v

Napis T jest skrétem napisu L — L.
»p—(pP—q)—q

v

Napis o < (3 jest skrétem napisu (o — () A (3 — «).
» p——p, eyl p—(p— L) — L;

» Zewnetrzne nawiasy opuszczamy.
» Implikacja wigze w prawo: >(p—a)—(g—r)—p—r
a — [ — 7 oznacza o — ([ — 7). > (p— q) — (=g — —p);
> Priorytety: »(p—=qg—r)—(p—q)—p—r;
1. Negacja,
2. Koniunkcja i alternatywa, » (pVg—r)—=(p—=r)AN(qg—r);

3. Implikacja i réwnowaznos¢.
> —\(p\/q)—>ﬁp/\ﬂq_



Mniej oczywiste

» L —p
> (pVaq)——p—gq
> (p\/—|p)—>—\—\p—>p;

Catkiem watpliwe

> —p — p;
> pVp;

> (mg——p) = (p— q);

> —(pAg) = (=pV —q);
»(p—q)— (p—aq) —a
» pV(p— q);

» ((p—q) — p) — p (prawo Peirce'a).



W poprzednim odcinku:

Logika intuicjonistyczna

» A construction of o A\ (3 is a pair of constructions,
Wyktad 2 one for o and one for 3.

» A construction of oV (3 consists of a construction
of either « or 3 (and an indication which one).

23 lutego 2012

W poprzednim odcinku: Implementacja BHK: naturalna dedukcja

» A construction of « — (3 is a method that turns any

; ) ! Dowodzimy osadéw postaci I = A, gdzie I jest zbiorem
construction of « into a construction of 3.

formut, a A jest formuta. Sens: A wynika z zatozen I
» There is no construction of L.

» Reguty wprowadzania spéjnikéw logicznych: jak mozna
Negation: —p = ¢ — L. udowodni¢ formute danej postaci?
» A construction of =y is a method that turns any » Reguty eliminacji spéjnikéw: jak mozna wykorzystaé
hypothetical construction of ¢ into a nonsense formute tej postaci do udowodnienia innej?
(L : “the thing which is not”).



Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (1) Reguty wnioskowania dla rachunku zdan (2)

r=A =B

— (Ax) —— (WV —— (Wv
rU{A}-A FI—AvB( ) FI—A\/B( )
rHAvB ru{Aj+cC ru{B}r+=cC
M= cC (EV)
N-=A N-B rN-AAB r-AAB
(WA)  ————(BA) ——— (EA)
r'-AAB N-==A =B
rU{A}r L M- -A I'I—A(E)
rF-A re L B
A TFA—B rU{AlrB
E=) ——(W=) -1
M-8 [-A—B —(BL)
N-=A
Classical (unnatural) deduction Dowéd formalny
Dowéd formalny osadu I' F ¢ w naturalnej dedukgji,
to drzewo skoficzone, w ktérym kazdemu wierzchotkowi
przypisano pewien osad. Przy tym:
r-AF 1 (Cheat) » Korzeniowi drzewa przypisano osad I - .
r=A » Osad przypisany dowolnemu wierzchotkowi powstaje

z 0sadéw przypisanych jego dzieciom poprzez
zastosowanie jednej z regut wnioskowania.

» LiSciom przypisano osady postaci A, a + «.



Przyktad

ptp
Fp—p

Przyktad
Niech ' ={p —q—r,p— q,p}.

rN-p—qg—r Ikp r-p—q Ikp
(—E) (—E)
-qg—r g
(— E)

N=gq

(=1

(=1

p—q—r,p—qkp—r

p—>q—>r|—(p—>q)—>p—>r

(=1

Fp—qg—r)—(p—q) —p—r

Przyktad

Przyktad

(p—p)—q, pFp

(W=)

(p—p)—q b p—p (p—p)—qF (p—p)—q
(p—p)—qFq
= ((p—p)—q) — q

(E—)

-)

Dowdéd formalny to drzewo, ktérego liscie (u gory!) sa
aksjomatami, a korzen (u dotu!), to udowodniony osad.



Przyktad

-p, PAG = pAg
-p, pAq F —p -p, pPAG F p
-p,pAq L

(EA)
(E-)

W=)

-p = =(pAq)

In the meantime. . .

... Alonzo Church invented \-calculus.

Proste witasnosci

» Ostabianie:
JesliTH porazl C A, to A .

» Podstawianie:
JesliT = @, toT[p:= 9] F ¢[p := ).

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dowéd.

The untyped A\-calculus

Terms:
» Variables x, y, z,...
» Applications (MN);
» Abstractions (Ax M).

Beta-reduction;

(Ax M)N = M]x := N]J



Simply typed lambda-calculus Back to natural deduction (— only)

Nx:obx:0

Moko
Mx:cFM:T Mokr
N (MAx:oM):o—T Mro—r

Fo—rT NFo

FrM=M:o—r I'EN:o N7
F=(MN): 7
Proof notation for natural deduction Proof notation for natural deduction
MNx:okbx:0o MNx:okbx:0o
Mx:oEM:71 Mx:obEM:71
r=Mix:o:0—T N=4x:00M:0—T1
rM-M:o—r r=N:o rM-M:o0—r r=N:o

rN-=MQ@N: 7 FrN=MQN: 7



Proof notation for natural deduction Rozszerzony rachunek A (1)

x:cFx:0

r=M:L
MxrtHEM:T1 _—
MNee (M) : 7
Mx:oFM:1
FXx:ooM:0c—T
MxatM:pj3 rN-=M:a—p0p ITEN:«
M= >xaM:a—p = MN: (3
TEM:o0—T1 TEN:o
Fr=MN: T
Rozszerzony rachunek \ (2) Curry-Howard Isomorphism
_ _ _ A propositional formula « is an intuitionistic theorem iff
FM:a TEN:P TFM:aha in the extended lambda-calculus there exists a closed term
Fre(M,N):aNp M= M{i}: o of type « (type « is nonempty).
=M o

"Propositions-as-Types”

Fl—m,(l\/l) tag Voan .
» Formula = type = specification.

rEM:avp TNuabFR:7 TLviBFEQ:T » Proof = program = implementation.
[+ case M of [u]Ror [V]Q: T

» Proof normalization = computation.



Przyktady Przyktady

FAXPx:p— p; FAx%ing(x) a0 — a V3,

FAXPy9.x:p—q— p; FAxPiny(x): B — a Vs

F AxP97TyP=9zP xz(yz) : (p—q—r)—(p—q)—p—q; y:a—7y, z:3—y = Ax®VP case x of [u]yu or [v]zv : (aV[3) — 7;
F Ax(P=P)=a p(A\yP y) : ((p—p)—q) — q; XM x{1} i a A B — q;

x:—p AP x(y{1}) : =(p A q). F A x{2} i a A B — 3

yiy—a,z:y— X (yx,yz) 1 v — a A L.



Logika intuicjonistyczna

Wyktad 3

1 marca 2012

W poprzednim odcinku: naturalna dedukcja

A =B

— (WV) — (WvV)
rN-AvB rN-AvB

r-FAVB  TU{A}FC I'U{B}I—C(E
r-c
ruf{apEL M--A TFA
[ —A M1

W poprzednim odcinku: naturalna dedukcja

I'U{A}I—A(AX)

r=A =B rMN-AnB rMN=AAB
(WA) —— (En) _
r'-AAB r=A =B

N=A I'HFA— B ru{A}+B
— —W—>)

=B r’-A—B

Semantyka algebraiczna

Relacja <r w zbiorze F wszystkich formut:
o <rv & M=o — .
jest quasi-porzadkiem (jest zwrotna i przechodnia).!
Réwnowaznos¢ indukowana przez <
prr & Thpou
Zbioér L = F /.. jest czesciowo uporzadkowany przez

[l <[y] & The—2v.

1Opuszczamy indeksy gdzie sie da.



Witasnosci porzadku £ = (F /., <) Kraty

Krata: zbiér czesciowo uporzadkowany, w ktérym kazdy

o dzbiér dwuel t k 5rny i dolny.
» Elementem najmniejszym (,zerem”) jest podzblor dwlelementowy ma kres gory 1 doiny

0=[L]={¢ | TF -y} Oznaczenia: allb =sup{a, b}, allb =inf{a, b}.
» Elementem najwiekszym (,,jedynk3") jest Element najmniejszy kraty (jesli istnieje) nazywamy zerem,
1=[T]={p [T+ ¢} a najwiekszy jedynka
» Kresem dolnym zbioru {[p], [¢/]} jest [p A 7],
a kresem gérnym jest [¢ \V 9. Fakt: Nastepujace warunki sa réwnowazne w kracie:
Krata: zbiér czesciowo uporzadkowany, w ktérym kazdy » a<b;
podzbiér dwuelementowy ma kres gérny i dolny. > allb=a
» allb=b.
Przyktady krat Krata dystrybutywna
1 1 1 1 1 Krata jest dystrybutywna, gdy dla dowolnych a, b, c:
T /\ /\ 7N, ! (aUb)Mc=(arc)U(brec)
2 | 3 T\3 N/ VAN (amb)Uc=(alc)n(bUc)
T 2 / 2 / 4 2 3
AN N 4 N/
0 0 0 0 0 Fakt: Krata L jest dystrybutywna, bo

(a) (b) (c) (d) (e) Fle V) AD < (e AD) V(P AD)

[ —
W kracie (b) zachodzi: (eAP) VI = (pVI)A (Y VI)

(2uU3)M4=1M4=4 oraz 2M4)LU(3M4)=2U0=2



Dystrybutywnos¢ (czes¢)

x:(pVY)ANIE
case x{1} of [u®]iny((u, x{2}))
or [v¥]iny((v,x{2})) : (0 AV) V (¢ A V)

x:(eND)V (Y AD)E
case x of [z°"](iny(z{1}),z{2})
or [y*"lim(y{1}),y{2}) : (¢ V) AV

Pseudodopetnienie

Fakt:
Klasa [—] jest najwiekszym elementem L, ktéry daje zero
w przecieciu z [p] — czyli pseudodopetnieniem klasy [¢].

Dowéd: Bo jesli [a] M [p] =0, to M- a A p — L, skad
Nak o — L. A to wszystko dlatego, ze formuty

aNf—=v I a—[F—oxy

sa rownowazne. To sie nazywa ,currying’.

Algebra Boole'a

Krata dystrybutywna z zerem i jedynka jest algebra Boole'a,
gdy dla dowolnego a istnieje dopefnienie, tj. takie b, ze

allb=1 oraz alnb=0.

W kracie £ mamy problem: wprawdzie [p A =] = 0, ale nie
umiemy udowodni¢ [ A =¢] = 1. To nie bedzie dopetnienie,
a L nie bedzie algebra Boole'a.

Uogdlnienie

Currying: F(aAf—7) < (a—[F—7).
W algebrze £ mamy wiec:
[l [Bl <] © o]l <[5 — 1]

Morat:
Klasa [ — =] to najwiekszy element ¢ € L
o wtasnosci ¢ M [¢] < [¢].



Pseudodopetnienie wzgledne

Pseudodopetnienie elementu a wzgledem b,

to najwiekszy element ¢ o wtasnosci cMa < b.

Jesli taki element istnieje, to jest tylko jeden.
Oznaczamy go przez a = b. Dla kazdego x zachodzi wtedy

xMNa<b & x<a=bh.

Pseudodopetnienie (wzgledem zera) oznaczamy przez ~A

Dwie pozyteczne wiadomosci

1. Jesli a = b istnieje dla dowolnych a i b, to krata jest
dystrybutywna.

2. Kazda skoriczona krata dystrybutywna jest algebra
Heytinga.

Algebra Heytinga

Krata dystrybutywna z zerem i jedynka jest algebra Heytinga,
(albo algebra pseudoboole’owska) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych a i b istnieje pseudodopetnienie wzgledne a = b.

Morat: Krata L jest algebra Heytinga.

Nazywamy ja tez algebra formut albo algebra Lindenbauma
dla intuicjonistycznego rachunku zdan.

(Algebra Lindenbauma dla klasycznego rachunku zdan jest
algebra Boole'a.)

Jeszcze lepsza wiadomos¢

Rodzina podzbioréw otwartych przestrzeni topologicznej tworzy
algebre Heytinga (ze wzgledu na inkluzje i zwykte dziatania).

Pseudodopetnienie wzgledne: A = B = Int(—A U B);
Pseudodopetnienie: ~A = Int(—A)



Poprawnos¢ definicji

Fakt: Jesli zbiory X, Ai B s3 otwarte, to

XNACB &  XClnt(—AUB).

Dowdéd: Zadanie dla pierwszego roku: dla dowolnych X, A, B:

XNACB & XC-AUB
Ponadto, jesli X C Y i X otwarty, to X C Int(Y).

Semantyka algebraiczna

H=(H,U,MN=,—,01) — algebra Heytinga;
v:Z—H — wartosciowanie zmiennych ze zbioru Z;

[2]% (lub [],) — znaczenie formuty ¢ przy wartoéciowaniu v.

[r1. = v(p), dlapez
[L1v = 0

[evel, = lelv U]y
H@Aw]]v = I[@]]vl_lllw]]v;

Przyktad przestrzeni topologicznej

Niech (A, <) - czesciowy porzadek.
Zbiér B C A jest otwarty, gdy z a > b € B wynika a € B.
Na przyktad af = {b | a < b}.

To jest przestrzen topologiczna:
Zbiory @, A, suma i iloczyn otwartych s3 otwarte.

Whetrze: Int(A) = {a | a] C A}.

Pseudodopetnienie:

A= B =Int(—AUB) ={a|al € —AUB} = {a| Anat C B}
A=B={a|¥x(a<xeA—xeB)}

Piszemy:

» HovE=o,  gdy [l =1;

HE o, gdy H,v E ¢, dla wszystkich v;

v

» H,v =T, gdy H,v | ¢, dla wszystkich ¢ € T;

» HET, gdy H,v T, dla wszystkich v;
=" gdy H,v [T zawsze pociaga H,v | ¢;
> =, gdy H,v | ¢, dla wszystkich H, v.

| to sie wtedy nazywa tautologia.



Twierdzenie o petnosci

1. Poprawnos¢: Jesli T o, tol = .

2. Petnosé: | na odwrét.

Dowod (1): Jesli I = {vy,...,9,} to przez [I'], oznaczamy
element [¢1], M--- M [J,a]y. (Uwaga: [@], =1.)
Przez indukcje ze wzgledu na rozmiary dowodu pokazujemy ze

jesli T E o, to [T]y < [¢]v, dla dowolnych H, v. W kroku
indukcyjnym mamy rézne przypadki, wg ostatniej uzytej reguty.

Przyp. 1. Aksjomat I' - ¢, gdzie ¢ € [ — oczywiste.

Przyp. 2: Dowéd I - ¢ otrzymano przez (E—) z dowoddéw
FEYilEY — @ Weedy [T, < [2]. 1 [Ty < [¥ — ¢]..
zatem [, < [¢]. N Y — ¢]v < ¢l

Whiosek Nastepujace formuty nie sa intuicjonistycznie prawdziwe:

L. =pVp;
2. ——p —p.
Dowéd: Zbiory otwarte na prostej rzeczywistej tworzg algebre
Heytinga O(R) z dziataniami U, N, 0 = &, 1 = R, oraz:
~A = Int(—A), A= B=Int(—AUB).
W tej algebrze, przy wartosciowaniu v(p) =R — {0} mamy:

> [-p]y = ~(R —{0}) = Int({0}) = &;

> [-pVvp]ly=2U(R-{0}) =R - {0} #1;
> [-—p], = ~@ = Int(R) = R;

> [-=p — p] = Int(-RU (R — {0})) =

Int(@ U (R — {0})) = Int(R — {0}) = R — {0} # 1.

Twierdzenie o petnosci

1. Poprawnosé¢: JesliT = ¢, toT = .
2. Petnosé¢: | na odwrdét.

Dowéd (1): Pozostate przypadki tez fatwe (tablica?)

Dowéd (2): W algebrze £ wezmy takie wartoSciowanie v,
ze v(p) =[p]~ dlape Z.

Wtedy zawsze [¢], = [¢]~ (trywialna indukcja).
Jesliyerl, to[v]ly =[]~ =1 Awiec Lr,v =T.

Skoro I' =, to Lr,v = ¢, czyli [p]w =[¢]y =1={a | T F a}.

A zatem [ F ¢.

Czytanie z listu Charlesa Sandersa Peirce’a do Williama Jamesa

| have long felt that it is a serious defect in existing logic that
it takes no heed of the limit between two realms. | do not say
that the Principle of Excluded Middle is downright false; but |
do say that in every field of thought whatsoever there is an
intermediate ground between positive assertion and positive
negation which is just as Real as they.

(NEM 3:851, Feb. 26, 1909)



Dalsze wnioski WHtasnos¢ skonczonego (,matego”) modelu

Nastepujgce formuty nie sg intuicjonistycznie prawdziwe:
Twierdzenie:

1. (==p — p) — —pV p; Jesli H |= ¢ dla wszystkich skonczonych algebr H, to = .
(Inaczej: Jesli |~ o, to istnieje skonczony kontrprzyktad.)

2. (~q ——-p) — (p—q);

3.(p—=q)—=(P—q) —a Dowdd: Dla danych H, v, ¢, gdzie |p| = n, konstruujemy

H', v’ tak, ze H' ma co najwyzej 22" elementéw, oraz
4. =(pAq)— (=pV q); _
H,vEp wtedy i tylko wtedy, gdy H VvV Ep
5 ((p=a)=p)—p (prawo Peircera) A wiec jesli £ ¢, to istnieje ,maty” kontrprzyktad.

Dowéd: Cwiczenia.

Podformuty Wtasnos¢ skonczonego modelu — dowdd
Definicja: _ o
Ustalmy ¢, H, v. Niech oy, ..., o, beda wszystkimi
» Kazda formuta jest swoja podformuta. podformutami ¢, i niech G — podkrata generowana w H
» Podformuty o sa tez podformutami oV 3, a A 3, a — 3. przez elementy [¢;])Y = a;. Ona ma co najwyzej 2"

» Podformuty 3 sa tez podformutami oV 3, a A B, a — 3. elementéw, bo jest dystrybutywna.

Z tego samego powodu, krata G jest algebra Heytinga.

Putapka: Operacja =g nie musi by¢ taka sama jak =.
Fakt: Formuta o dtugosci n ma co najwyzej n podformut.



Pseudodopetnienie w podkracie Wtasnos¢ skonczonego modelu — dowad

Dla dowolnej podformuty 1 formuty o zachodzi [v]9 = []’F.

Jesli G jest podkrata H, to dla dowolnych a, b € G: Indukcja ze wzgledu na budowe 1. Przypadek ¢ = a — f:
a=gb < a=xb WIS = [olf =6 1519, = [V =+ [81H, =[],

poniewaz wiadomo, ze wartoéé¢ [¢] jest w G.

Ale jesli a = b € G, to zachodzi réwnos¢. Pozostate przypadki sa tatwe.

Morat: Jesli [¢]¥ = a; # 1, to [¢]9 = a; # 1.

Rozstrzygalnosé

Whiosek: Intuicjonistyczny rachunek zdan jest rozstrzygalny.

Dowdd: Dla danej formuty ¢ albo istnieje dowdd albo istnieje
skonczony kontrprzyktad. Szukamy obu na raz.

Ztozonosc (tego algorytmu): zniechecajaca.



W poprzednim odcinku:

Logika intuicjonistyczna

Wi SC skon lu:
Wyktad 4 asno$¢ skonczonego modelu

Jesli H |= ¢ dla wszystkich skoriczonych algebr H, to = .

8 marca 2012

Nie wystarczy jeden skonczony model Filtry

Niech h : H — G bedzie homomorfizmem algebr Heytinga.
) . el >

Fakt: Formuta \/{pi — p; | i.j € {1,....n} Ai#j} Jakie wtasnosci ma zbiér F = h=*({1})"

1. F jest niepusty.

> jest prawdziwa w kazdej algebrze Heytinga, 2. JesliabeF,toallbeF.
ktéra ma mniej niz n elementéw. 3. Jesliac Fia<b tobeF.

» nie jest tautologia;

Zbiér o wtasnosciach (1-3) nazywamy filtrem.

Morat:
ord » Zawsze 1 € F;

Logika intuicjonistyczna nie jest logika ,wielowartosciowa™: > Jesliaa=bcF tobc F

nie wystarczy skonczony zbiér wartosci.

(Dualne pojecie to ideat — przeciwobraz zera.)



Dwa lematy

Lemat: allb=alM(a= b)M (b= a).

Dowéd: (<)aMb<a alNb<a=b allb<b= a
(>)PS<a, PS<an(a=b)<b.

Lemat: Nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. Istnieje takie f € F, zealf = b f;

2. (a=b)n1(b=a)eF.
Dowdd: Jesli (1), toamnf =bMf < b, wiecf <a=b.
Jesli (2), toanf=bnfdlaf=(a= b)N(b= a).

Przyktad filtru

Fakt: W algebrze Heytinga:

> ~rovg = ~g.

» ~(~ala)=0.

Definicja: Element a jest gesty, gdy ~a =0
(réwnowaznie ~~a = 1).

Fakt: Elementy geste tworza filtr. lloraz jest algebra Boole’a.

Dowdd: Element ~a Ll a jest gesty, zatem w algebrze
ilorazowej ~[a] U [a] = 1 (prawdziwe dopetnienie).

Kongruencja

Definicja: a~¢r b & (a=b)M(b=a)eF.

Fakt:

» Relacja ~f jest kongruencja ze wzgledu na M, U, =-.
> a~rl & a€eF

Whiosek: Algebra ilorazowa H/r = H /.. jest algebra
Heytinga, przy czym [1]F = F.

Twierdzenie Gliwenki

Twierdzenie: Formuta « jest klasyczna tautologia wtedy
i tylko wtedy, gdy ——« jest tautologia intuicjonistyczng.

Dowéd: (=) Wtedy « prawdziwa w kazdej algebrze Boole'a,
w tym w algebrze H /g, gdzie F to filtr elementéw gestych.
Znaczenie formuty o w H musi wiec zawsze by¢ geste.

A wiec znaczenie =« jest jedynka.

(<) Wtedy ——a« jest tautologia klasyczna i o tez.



Filtr: F#(, abeF—anNbeF, acF,a<b—becF.

Filtr generowany przez A C 'H:

b € F(A), wtedy i tylko wtedy, gdy
b>a;M---Map dla pewnych a;,...,a, € A

Fakt: Jesli zaden skonczony iloczyn elementéw A nie jest
zerem (A jest scentrowany), to filtr F(A) jest wtasciwy.

Filtr: F#(, abeF —anbefF, acF,a<b—-befF.

Fakt: Kazdy filtr maksymalny jest pierwszy

Dowéd: Niech F maksymalnyialbe F,aleag Fib¢F.

Wtedy filtr F, generowany przez F U {a}, i F, — generowany
przez F U {b}, sa niewtasciwe: 0 € F, N Fp.

To znaczy, ze istniejg takie fi,f, € F,ze fMa=0=fLb.
Zatem 0=0U0=(AMNa)U(HLMNb)>

(Anhna)u(AnNhnb)=HNhHhMN(alUb)eF.

Filtr: F#(, abeF—aNbeF, acF,a<b—becF.

Szczegoblne rodzaje filtrow:

Filtr wfasciwy: F #H (inaczej: 0 € F),

Filtr gtowny: F =al ={b| a < b}.

Filtr pierwszy: filtr wtasciwy o wtasnosci
Jesliallbe F,toac F lubbe F.

Filtr maksymalny: maksymalny wsréd wtasciwych.

Ultrafiltr: Zawsze albo a € F albo ~a € F.

v

v

v

v

v

Filtr: F#0, abeF —anbefF, acF,a<b—-befF.

Lemat: Suma fancucha filtréw jest filtrem.

Lemat: Kazdy filtr wlasciwy rozszerza sie do filtru pierwszego.

Dowdd: Niech F - filtr wiasciwy i niech
F ={G | G jest filtrem, oraz F C G # H}

Rodzina F uporzadkowana przez inkluzje spetnia zatozenia
lematu Kuratowskiego-Zorna. Zatem ma element maksymalny.
On jest filtrem maksymalnym, wiec jest pierwszy.



Troche mocniejsza wersja tego lematu Wymuszanie

Lemat: Niech F — filtr wiasciwy i niech a & F. Istnieje taki

0 . Ustalamy H i v.
filtr pierwszy G, ze F C G oraza ¢ G.

Niech C — rodzina wszystkich filtréw pierwszych w H.

Piszemy F I ¢ (F wymusza ), gdy [¢], € F.

Dowdd: Podobny do poprzedniego. Dla F € C:

» FIFpVvYy = FlFelub FIFy;
Whiosek: » FIlFeAYy = FlFeiFI-y;
Jesli a nalezy do kazdego filtru pierwszego to a = 1. > FI 1;

» FIFp—1Y = jesli FCF'IFp, to F'IF;
Dowéd: W przeciwnym razie filtr {1} mozna tak rozszerzy¢ » FIF—gp = jesli FC F' to F' F .

do filtru pierwszego F, ze a & F.

Fro—y = jediFCFIFg,  toFIFy
lp—v],€F = jesli FCF 3[¢],, to[], €F.

Abstrakcja: model Kripkego

Definicja: Model Kripkego: struktura C = (C, <,I), gdzie:

Dowdd: (=) Niech [ — 9], € F C F' oraz [¢], € F'. > C J.eSt zblcire:m standw; _

Wtedy [ — ], M [¢], < [¢.], wiec [¥,] € F'. » < jest czeSciowym porzadkiem;
» FC Cx{p,qr,...}

| 4

(<) Niech G’ — filtr generowany przez F U {[¢]. } jesliclFpic<c, tocIFp.

Jesli [r,] € G, to ] =[]y 1 f, gdzie f € F.

Wtedy £ < [¢ — 1], wiec [¢ — ], € F. Fakt: Filtry pierwsze w algebrze Heytinga (przy ustalonym v)
tworza model Kripkego, gdzie < to C oraz
Zatem [¢,] ¢ G'. Niech G pierwszy, G' C G, [,] € G. Fikp = v(p)eF.

Sprzecznos¢, bo F C G 3 [¢]..



Wymuszanie

Definicja: Rozszerzamy I na dowolne formuty:

»clFpVvy = clkplubclky;

s clFpAY = clkoiclk;
»clFp—1Y = jeslic<c Ik, toc I,
» c ¥ L;

> clF—p = jeslic<c, toc Ko

Fakt: W modelu wyznaczonym przez v:
FIFe = [¢], €F.

Przyktad

p, 4

q, p

clk—==(pVq) cl-(p—q)—q,

cl¥ pV p.

Wymuszanie

Definicja: Rozszerzamy I na dowolne formuty:

clFo VvV
clFo AN
clFo —
clF L,
CH——\gO

vV V. VvV Vv VY

Monotonicznos¢:

clFolub ¢l
clFyiclky;
jesli c < ' Ik o, to ¢ IF 9;

jesli c < ¢/, to ¢’ ¥ .

Jesli clFporaz c < ¢, to ¢’ IF o.

Spetnianie w sensie Kripkego

» C I o,
» CIFT,

> [ -,

gdy
gdy
gdy

gdy

¢ IF ¢, dla wszystkich ¢ € C.
C I ¢, dla wszystkich ¢ € T.
C I T zawsze pociaga C I+ ¢

C I ¢, dla wszystkich C.



JesliT I, toT | . JesliT =, toT I .

Dowdd: Niech CIFT.

Rodzina zamknietych w gére podzbioréw C tworzy algebre
Heytinga H z dziataniami U, N, oraz

A=B={a|Vx(a<xeA—xeB)}

Dowdd: Niech H,v = T.
Jesliy €T, to [v], =1 € F, dla kazdego filtru F.

Zatem C |- T, gdzie C to model Kripkego z filtréw pierwszych. _ o _
Jesli przyjmiemy v(p) = {c € C | ¢ IF p}, to dla kazdego «:

[a]y ={ceC]|clFa}. (7
Zatem [7], =C=1dlayeTl, czyli H,v = T.
Stad H, v |= ¢, czyli C I ¢.

Z zatozenia wynika C IF ¢.
Stad [¢]. € F, dla kazdego filtru pierwszego, wiec [¢], = 1.

A= B={c|Vd(c<c €A—c eB)}. Morat:
Nastepujace warunki s3 réwnowazne:
[l = {ceClcle} ) il ?
> [ F
; . . » =
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na ¢. Oczywiste dla Vv, A, L. ST

Niech ¢ = a — (3. Z zatozenia indukcyjnego:
lely =Ml = 18]y ={c |V (c < IFa— Ik G)},
czyli [¢]y, = {c | clFa— 5}



Przyktad: W pV —p Prawo alternatywy (disjunction property)

Twierdzenie: Jesli FaVv g, tokF alubk G.

P, 4 Dowdd: Przypusémy, ze ¥ a i ¥ (3.
- Wtedy Cy, 1 o i Ca, 00 W .
c:p 4 Nowy model: C = C; UCy U {cp}, gdzie ¢g nowy i najmniejszy.
\ Relacja I jest suma relacji z C; i C,. W stanie ¢y nie sa
q, P wymuszane zadne zmienne zdaniowe.

JesliF a Vv 3, to takze ¢ IF a VvV 3, skad ¢y IF o lub ¢ IF 5.
Ale wtedy takze ¢; IF a lub ¢ IF (.



W poprzednim odcinku:

Logika intuicjonistyczna
Model Kripkego: struktura C = (C, <,IF), gdzie:

Wyktad 5 C jest zbiorem stanéw;

I-C Cx{p,q,r,...};

>

» < jest czeSciowym porzadkiem;
| 4

» jesliclFpic<c, tocIFp.

15 marca 2012

W poprzednim odcinku: Petnosc¢:
Definicja:
> clboveg = clhplubcel-y; Nastepujace warunki s3 réwnowazne:
»clFony = clFpiclkay;
»clkp—9Y = jeslic<cIFg, toc I > [ F o
» c ¥ 1; » I ): ©;
> clF—p = jeSlic<c, toc W > [ .

Monotonicznos¢: Jesli ¢ I- g oraz ¢ < ¢/, to ¢’ IF .



\Separacja” \Separacja”

Twierdzenie: Zadnego ze spéjnikéw \/, A\, —, L, nie mozna

o Twierdzenie: Zadnego ze spojnikéw V, A, —, L, nie mozna
zdefiniowa¢ z pozostatych.

zdefiniowa¢ z pozostatych.

1. Alternatywa: 2. Koniunkcja:

€ -p Gt:p
C/ \3'pq
3 - M
\ /

Co:
249 G:q

Jesli p — formuta bez V, to {c | cIF ¢} # {a, &}

Inaczej: zadna formuta bez V nie definiuje zbioru {c;, ¢} Zadna formuta bez /\ nie definiuje zbioru {c3}.

‘Separacja” JSeparacja”

Twierdzenie: Zadnego ze spdjnikéw V, A, —, L, nie mozna
zdefiniowa¢ z pozostatych. )
Twierdzenie: Zadnego ze spéjnikéw \/, A\, —, L, nie mozna

3. Implikacja: zdefiniowa¢ z pozostatych.
G p
G:pq 4. Fatsz: Jesli wszystkie zmienne formuty bez | s3
/ wymuszone, to ta formuta tez. (Formuta pozytywna nie moze
C2 definiowa¢ w kazdym modelu zbioru pustego.)

Zadna formuta bez — nie definiuje zbioru {c, c3}.



Fragment implikacyjny JesliTIFop tol F o

Rozwazamy formuty zbudowane ze zmiennych zdaniowych

za pomoca samej implikacji i reguty naturalnej dedukgji: Przypusémy, ze ' . Budujemy model C = (C, C, IF), gdzie

C={A [ Vo(AF ¢ — € A)}

FU{A} A (Ax) AlFp < pcA.
e A ' A— B ru{A}r B Dowodzimy, ze dla dowolnego 1) zachodzi
E — (W
r-8 B ey ) AlFy o YeAi
Indukcja. Nieoczywisty przypadek ¢ = ¢, — 1),
TV\'/lerdzenle: System w. Jest pe'iny ze wzgledu na semantyke (=) Niech A I ¢y — oy i niech A’ = {@ | A,y - ).
Kripkego: T = ¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy T I . Weedy A C A’ - 1)y, wiec A’ IF by, czyli by € A,
Dowdéd: Czes¢ (=) wynika z poprawnosci catego systemu Ale wtedy A+ 1p; — 1), przez (W —).
naturalnej dedukgji.
JesliTIFop tol F o Morat: konserwatywnos¢

Przypusémy, ze I ¥ . Budujemy model C = (C, C,IF-), gdzie
C={A[W(Ary¢y—ypeA)} Twierdzenie:
AlFp < peA. Jesli formuta implikacyjna jest tautologia intuicjonistyczna,
to mozna ja udowodni¢ z pomoca regut (W —) i (E —).
Dowodzimy, ze dla dowolnego v zachodzi

AlFy o peA.
. . . Whiosek: Typ prosty jest niepusty wtedy i tylko wtedy,
Indukcja. Nieoczywisty przypadek ¢ = vy — ¢, gdy jest tautologia intuicjonistyczna.
(<) Niech ¢y — 1, € A'i niech A C A’ I 4);. Wtedy
Uy € A oraz ih; — 1y € A, wiec ¢, € A przez (E —).



Wtasnos¢ skonczonego modelu

Twierdzenie:
Jesli H |= ¢ dla wszystkich skoriczonych
algebr Heytinga, to = .

Twierdzenie:
Jesli C I+ o dla kazdego skoriczonego
modelu Kripkego, to I ¢.

Dowdd: Byt na ¢wiczeniach.

Uwaga: Nie wystarczy jeden skonczony model.

Jesli O(0,1) = ¢, to = .

Dowéd (wg Minca): Niech C - skonczony model Kripkego.

Okreslimy przeksztatcenie 7 : (0,1) % C o whasnosciach:

1. Jesli A C (0,1) otwarty, to m(A) zamkniety w gére.
2. Jedli Z C C zamkniety w gore, to 7 1(Z) otwarty.

Definiujemy wartosciowanie v(p) = {x € (0,1) | =(x) IF p}
i dowodzimy, ze [o], = {x € (0,1) | 7(x) IF a}.

Uwaga: te zbiory s3 otwarte, bo (2).

Whystarczy jeden model: np. topologia odcinka

Uniwersalna algebra Heytinga: H = O(R).
(Réwnie dobre s3 np. O(Q), O(R?), 0(0,1), itd.)

Twierdzenie: Jesli formuta jest prawdziwa w algebrze
otwartych podzbioréw odcinka (0,1), to jest tautologia.

Dowdd, ciag dalszy

Niech A, = {x € (0,1) | n(x) IF a}.
Definiujemy v(p) = A, i dowodzimy, ze [o], = A,.

Przypadek o = 3 — 0 (reszta tatwa): Wtedy
[a], = 161y = [0], = As = As.

(C) Niech x € [« i niech 7(x) < c IF 5. Zbior w([a],) jest
zamkniety w gére, wiec istnieje takie y € [o],, ze 7(y) = c.
Zatem y € Ag N [[Oé]]v = Ag N (Ag = A5) C Ags, tj. clk4.



Dowdd, ciag dalszy Dowdd, koncowka

Niech A, = {x € (0,1) | n(x) IF a}.
Definiujemy v(p) = A, i dowodzimy, ze [a], = A..

Przypadek o = 3 — 0 (reszta tatwa): Wtedy

[ = [8]s = [], = As = As. Wiemy, ze [o], = {x € (0,1) | m(x) IF a}.

(D) Niech x € A, tj. w(x) IF 3 — &. Poniewaz zbiér Jesli wigc ¢ I o, to x &[]y, dla m(x) = c.
{c | clF a} jest zamknigty w gére, wigc A, jest otwarty, A funkcja 7 jest ,na”, wiec takie x istnieje.
skad K(x,e) C A,, dla pewnego ¢.

Niech y € K(x,¢). Wtedy 7(y) IF a.. Jesli m(y) IF 3, to takze

w(y)IFdiy e As=1[d],. Jesli n(y) ¥ 5, to y € —[F]..

To znaczy, ze K(x,e) C —[8]v U[0],. Ale K(x,¢) jest

otwarty, wiec x € K(x,¢) C Int(—[3], U []v) = [o]..

Dowdd, poczatek Etykietowanie drzewa binarnego

Najpierw () = co, gdzie ¢y — najmniejszy element modelu.

Potem (jesli ¢ ma m nastepnikéw):

{(w0?1) = ¢, fori=0,...,m;
: n _ 2i-11y —_ F )
Trzeba jeszcze zdefiniowa¢ 7 : (0,1) = C o wiasnosciach: ((w0™1) = ¢, for r=1.m
(w0") = ¢ fori=1,...,2m+1.
1. Jesli A C (0,1) otwarty, to m(A) zamkniety w gore.
, <©.1) _ d (4) & W Eore Obrazek dla m = 2:
2. Jesli Z C C zamkniety w gore, to 77 1(Z) otwarty. c
V2N
c c
)\
C a
VSN
c c
¥\
c 1%}
¥\

Cc Cc



na

Definicja 7 : (0,1) — C Definicja 7 : (0,1) =% C

Przypadek skonczony:

Jesli x = O.b1b2 Ce b,,l(OO .. .), to 7T(X) = E(b1b2 R bn)

Liczby x € (0,1) to ciagi z nieskonczong liczbg zer.
(bez jedynkil).

Przypadek skonczony: x = 0.b1b, ... b,1(00.. ")
Przypadek nieskonczony: x = 0.b1 bybs . .. Przypadek nieskonczony:

Przypadek zabroniony: x = 0.b;byb3111... Jesli x = 0.bybybs . . ., to ciag £(by) < 4(by) < U(b3) ...
musi sie ustali¢ na pewnym ¢ € C.
Przyjmujemy 7(x) = c.

Wiasnosci funkgji 7 : (0,1) == C Wiasnosci funkgji 7 : (0,1) == C

» Jesli m(x) = ¢ < ¢, to dla kazdego ¢ istnieje takie y, ze
x—y|l<e i @wy)=a
» Jesli m(x) < c, to dla kazdego ¢ istnieje takie y, ze

Przypadek najmniej tatwy wyglada tak: _
x—y[<e i w(y)=c

/ \ 1) Jesli A C (0,1) otwarty, to m(A) zamkniety w gére.
Cc c
/N 2N
C\ / ¢ Dowéd: Niech x € A, ¢ = m(x) € w(A) i niech ¢ < c.
Poniewaz A otwarty, wiec K(x,e) C A.
| mamy takie y € K(x,¢), ze n(y) = c.
y : No to ¢ € w(A).

Tego y nalezy szuka¢ ,nisko, po lewej stronie x".



» Dla kazdego x € (0,1) istnieje takie ¢,, ze » Dla kazdego x € (0, 1) istnieje takie ¢, ze
Vy € (0,1).]x — y| < ex — m(x) < 7(y) Vy € (0,1).|x — y| < ex — m(x) < 7(y)

Przypadek
Przypadek nieskonczony: (po ustaleniu etykiety)
skoficzony:
0 1 -
o o / \ c
/N Y NN
X — 2, odtad. .. x ...dotad

Udowodnilismy. . .

» Dla kazdego x € (0, 1) istnieje takie ¢,, ze
Vy € (0,1).|x — y| < ex — m(x) < 7(y)
Twierdzenie: Jesli formuta jest prawdziwa w algebrze

2. Jedli Z C C zamkniety w gore, to 7 1(Z) otwarty. i ' / ¢
otwartych podzbioréw odcinka (0, 1), to jest tautologia.

Dowéd: Niech x € 771(Z), czyli n(x) € Z. o
Jest takie 5, 7 K(x,2¢) C 7 1(Z1). Uwaga: ten sam dowdd dziata dla O(Q).
Ale Z jest zamkniety w gére, wiec K(x,ex) C 7 1(Z2).



Powtorzenie z rachunku lambda Powtorzenie z rachunku lambda: redukcje

Beta-redukcja:

MxrtEM:T O MO — Mlx = N] - 0.
Eta-redukcja:
MxabM:( M :a—03 TEN: « MXT.MT%x = M : 71 — o, gdy x nie jest wolne w M.
N-=Xx:aM:a— 0 M= MN: g

Notacja: =8 TP "n ™Pn —8n Bny =n —fr =6y



W poprzednim odcinku:

Beta-redukcja:
Logika intuicjonistyczna (A" M?)NT = Mix :=N]: 0.

(Najpierw wprowadzamy implikacje 7 — o,
potem ja eliminujemy do o.)

Wyktad 6
Eta-redukcja:
MXT.M™7%x —> M : 7 — o, gdy x nie jest wolne w M.
22 marca 2012 (Najpierw eliminujemy implikacje,
potem ja wprowadzamy z powrotem.)
Posta¢ normalna: term bez redekséw.
Twierdzenie Churcha-Rossera (CR) Poprawnos¢ redukgji

Jesli M — Ny i M — Ny, to jest N, ze Ny — N i Np — N.

Subject Reduction Theorem:
JesliT =M : o orazM —g, N, tol =N : 0.

M
Ny N,

Dowdd: tatwy (ale w stylu Churcha).

Whiosek: Normalizacja zachowuje typ.

Whiosek: Jesli term ma posta¢ normalna, to tylko jedna.



Tradycyjna notacja dla naturalnej dedukgji Normalizacja dowodu: implikacja

()
[7] ; ; .
. (1) T
T T—0
T—o0 T o g
(1) g
o T—0

(AT M7)NT = M[x:= N]:o.

Normalizacja dowodu: implikacja Pozytek z normalizacji: niesprzecznosé
[T](i) () C
(*) : Definicja: Dowéd normalny to dowdd bez redekséw.
) - | .
; (0) T
T T—e . Twierdzenie: Jesli + ¢, to formuta ¢ ma dowéd normalny.

' Whiosek (Niesprzecznosé):
Uwaga: Zatozenie [7]' moze wystapi¢ w dowodzie wiele razy. Nie kazda formuta ma dowéd (np. zmienna zdaniowa nie ma).
Wtedy czes$¢ (*) wystepuje wielokrotnie po prawej i rozmiary
dowodu rosng a nie maleja.



Silna normalizacja

Definicja: Term (dowdéd) M ma wtasnos¢ silnej normalizacji
(jest silnie normalizowalny), gdy kazdy ciag redukcji tego
termu prowadzi do postaci normalne;.

Przyktad 1: Kazdy term ma te wtasnos¢ ze wzgledu
na n-redukcje. (Bo n-redukcja skraca termy.)

Przyktad 2: Niech K = Axy. x oraz Q = (Ax. xx)(Ax. xx).
Term Kx€ ma posta¢ -normalng, ale nie jest silnie
normalizowalny.

Notacja: M € SNz, M € SNg,,.

Wstep do dowodu

Konwencja:

» termy (w tym zmienne) maja ustalone typy;

> nie piszemy tych typéw.

Lemat 0: Podterm termu silnie normalizowalnego
Jest silnie normalizowalny.

Silna normalizacja

Twierdzenie: Rachunek lambda z typami prostymi ma
wtasnos¢ silnej normalizacji: kazdy poprawnie typowany
term jest silnie Bn-normalizowalny.

Wstep do dowodu

Definicja: Okreslamy klase terméw S przez indukcje:

1. Jesli Np, ... Ny €S, toxN; ... Ny €S;
2. Jesli N € S, to \x N € S;
3. Jesli Q € S oraz P[x := Q|N; ... Ny € S,
to (A P)QN; ... Ny € S.

Lemat 1: Jesli M € S, to M € SNg,,.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na definicie M € S.

(1) Wszystkie redukcje w termie xN ... Ny musza by¢
.wewnetrzne”. Teza wynika od razu z zatozenia indukcyjnego.



Lemat 1: Jesli M € S, to M € SNg,,.

1.
2.
3.

Dowéd: Przypadek (2) Jesli N € S, to AxN € S.

Jesli wszystkie redukcje w Ax N s3 wewnatrz N, to teza wynika

z zatozenia indukcyjnego. Jedyna inna mozliwo$¢ jest taka:
AXN =5, AX Px —, P =g, ---

gdzie N —g, Px. Ale wtedy Px € SNg, z zatozenia
indukcyjnego, wiec takze P € SNg,,.

Ni,....,. Ny €S = xNi...Ny€S;
NeS = MNecS;
QeS, Plx:=QIM...NeeS = (AxP)QN;...Ng€S.

Lemat 2: Jesli M € SNg, to M € S.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dwa parametry:
— pierwszy to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— drugi to jego dtugosc.

Przypadek 1: M = (Ax P)QNj ... Ny.
Wtedy Q € S z zatozenia indukcyjnego
(drugi parametr mniejszy, pierwszy nie wigkszy).

Takze P[x := Q]N; ... Ny € S (pierwszy parametr mniejszy).

Zatem oba te termy sa w S, skad M € S.

Lemat 1: Jesli M € S, to M € SNg,,.

Dowéd: (3) Jesli Q € S oraz P[x := Q]N; ... Ny € S,
to (AxP)QN; ... Ny € S.

Z zatozenia indukcyjnego P, Q, Ny, ..., Ny € SNg,. Zatem
redukcje wewnetrzne termu M = (Ax P)QN; ... Ny musza sig
skonczy¢. Jedyna inna mozliwo$¢ jest taka:

M — g, (Ax P)Q'N; ... N, —5 P'[x = Q[Nj ... N =g, -

Ale SN, 3 P[x := Q|Ny ... Ny =3, P'[x :== Q'|Nj ... N,
wigc tez P'[x := Q'|Nj ... N, € SNg,,.

Oczywiscie: Jesli M € SNg,, to M € SNg.

1. Ni,...,NyeS = xNi...Ng€S;
2. Ne§S = MNeS;
3. QeS, Plx:=QIM...NeeS = (AxP)QN,...Ny€S.

Lemat 2: Jesli M € SNg, to M € S.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dwa parametry:
— pierwszy to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— drugi to jego dtugosc.

Przypadek 2: Term M nie jest postaci (Ax P)QN; . .. N.
Wtedy teza wynika od razu z zatozenia indukcyjnego ze
wzgledu na drugi parametr.



Gtéwny lemat

Lemat 3: Jesli M, P € S, to M[x :== P] € S.

Dowdd twierdzenia: Z lematéw 1 i 2 wynika, ze
SNz = SNg, = S. Wystarczy wiec udowodni¢, ze kazdy
(poprawny) term M jest w S.

— Jesli M jest zmienng, to oczywiste.

— Jesli M jest abstrakcja, to teza wynika z zatozenia
indukcyjnego.

— Jesli M jest aplikacja PQ to stosujemy lemat 3 do
podstawienia (xQ)[x := P].

1. Ni,...,NyeS = xNi...Ng€S;
2. Ne§S§ = MNeS;

3. QeS, Plx:=QIN,... Nk €S = (xP)QN;... Ny €S.

Lemat 3: Jesli M7, PT € S, to M[x := P] € S.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:

— pierwszy to dtugos¢ typu 7 termu P;

— drugi to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,

— trzeci to jego dtugosc.

Przypadek 2: M = yNy ... N.

Wtedy M[x := P] = yNy[x := P]... Ni[x := P] € S,
z zatozenia indukcyjnego dla Ny, ..., Ni.

Ni,....,. Ny €S = xNi...Ng€S;

2. NeS = MNEeS;
3. QeS, P[XI:Q]Nl...NkES = (AXP)QNlNkES

Lemat 3: Jesli M7, P € S, to M[x := P] € S.

Dowdéd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:

— pierwszy to dtugos¢ typu 7 termu P;

— drugi to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,

— trzeci to jego dtugosc.

Przypadek 1: M = Az N.

Wtedy M[x := P] = Az N[x := P] € S, z zatozenia
indukcyjnego dla N (pierwszy parametr bez zmian,

drugi nie wiekszy, trzeci mniejszy).

Ni,....,. Ny €S = xNi...Ng€S;
NeS = MNecS;
QeS, Plx=QIM...N,eS = (AxP)QN;...Ng€S.

Lemat 3: Jesli M7, P™ € S, to M[x := P] € S.

Dowdéd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:

— pierwszy to dtugos¢ typu 7 termu P;
— drugi to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— trzeci to jego dtugosc.

Przypadek 3: M = x.
Wtedy M[x := P] = P € S z zatozenia.



1.
2.
3.

3.

Ni,....,. Ny €S = xNi...Ng€S;
NeS = MNEeS,
ReS, Plx=Q|Ny...NyeS = (MxP)QN;...Ny€eS.

Lemat 3: Jesli M?, P™ € S, to M[x := P] € S.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:

— pierwszy to dtugos¢ typu 7 termu P;
— drugi to maksymalna dtugos¢ redukcji termu M,
— trzeci to jego dtugosc.

Przypadek 4: M = xQNj ... N,. Wtedy

M[x := P] = PQ[x:=P]Ny[x:=P]... Ni[x:=P]. Skoro
M e S, to M € SN, wiec takze Q, Ny ... Ny € SN, czyli
Q,N;... N, € S. Z zatozenia indukcyjnego tatwo wynika
Q[x := P], Ni[x := P],..., Ng[x := P] € S.

Wystarczy pokaza¢, ze M[x := P] € SN.

QES, P[XZ:Q]Nl...NkES = ()\XP)QNl...NkGS.

Lemat 3: Jesli M?, P € S, to M[x :== P] € S.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na trzy parametry:
1. dtugos¢ typu 7; 2. dtugosc redukcji M; 3. dtugosé¢ M

Przypadek 5: M = (AzR)QN; ... Ni. Skoro M € S, to Q € S
oraz R[z := Q|N; ... Ny € §. Mamy wtedy

M[x:=P] = (AzR[x:=P]) Q[x:=P]Ny[x:=P] . .. N¢[x:=P]
i wystarczy pokaza¢, ze Q[x := P] € S (z zat. ind.), oraz, ze
R[x := P][z := Q[x := P]|Ny[x := P]... Ng[x == P] € S.
Inaczej, ma by¢ (R[z := Q]Ny ... Ni)[x := P] € S.
Ale M —* R[z := Q]N; ... N, wiec drugi parametr zmalat.

Wiemy:  Q[x := P], Ny[x :== P],..., Nx[x := P] € S.

Chcemy:
M[x := P] = PQ[x:=P]N;[x:=P] ... Ny[x:=P] € SN.

Redukcje wewnetrzne musza sie zakonczy¢. Niech:

M[x:=P] = (Ay R)Q'N; ... N, — R[y:=Q'IN; ... N} — ---

gdzie P—» Ay R:7. NotoT =7 — 1 oraz Q' : 71.
Ale typ 71 jest krétszy niz T, wiec R[y:=Q'] € S.

Skoro Ny, ..., N € SN, to zN; ... N, € SN = S. Chytry trick:

Rly == QN; ... N, = (zN; ... N})[z := R]y := Q']],

gdzie z : 7, i znowu krétszy typ, wiec catos¢ jest w S = SN.

Whiosek z normalizac;i

Whiosek: Jesli I + o, to istnieje taki term M w postaci
normalnej, ze T = M : 0.

Dowéd: Bo normalizacja zachowuje typ.

Morat: Wystarczy szuka¢ dowodu normalnego.



Dtuga posta¢ normalna Przyktad: prawo Peirce’a

Definicja:
> If x is a variable of type 7y — -+ — 7, — p, Fakt: Prawo Peirce'a m=((p — q) — p) — p
T n h - - - - - - - -
and M[*, ..., M~ are in long normal form, nie jest twierdzeniem intuicjonistycznym.

then (xM; ... M,)P is in long normal form. ) . o .. . )
Dowdd: Jesli= M : i M jest w dtugiej postaci normalnej,

» If M? is in long normal form then so is (A\x:7. M)7 7. to M = x N, gdziex:(p—q) = pF N:p.
Wtedy N = xP, gdzie x:(p — q) = pFP:p—q.

e Dalej P = )\ ) ) _
] yQ, przyczym x:(p—q) —p,y:pF Q:q,
JesliTHo, tol =M : o, gdzie M to dtuga posta¢ normalna. 2 10 niemoslwe.

Dowéd: Posta¢ normalng mozna ,wydtuzyc¢”,
na przyktad zamiast x°~7 bierzemy Ay:o.xy.

The inhabitation problem Searching for long normal forms
The Wajsberg/Ben-Yelles algorithm:

Inhabitation problem:
Given I', 7, is there M such that T = M : 77 To answer [ - 7 : o, apply one of the following tactics:

Theorem (R. Statman): » Fora=p—r,ask TU{x: 3} =7:v (fresh x).

Inhabitation in simple types is PSPACE-complete. (Solution M = Ax:3. N.)

» For « = p, choose x: 31 — -+ — B — p from T,

Basic lemmas:
then ask =7 : 3;, for all /. Success if k = 0.

» An inhabited type has a long normal inhabitant.
» IfT(x)=pandT(y:p)-M:7thenT = My :=x]: 7. (Solution M = xNJ* ... NJ*.)



Alternation

» A solution of ' =7 : pis of the form M:leﬁl...ka,
forsome x: 0, — -+ — G —pinT.

» Nondeterminism: because there can be more than one x.

» Alternation (recursion): because I' = N; : 3; must be
solved in parallel.

Termination

» The question [ 7 : 3 — v leads to T U {x:8} - 7 : .
The environment [ is extended by x : f3.

» Every such 3 is a subformula in the initial problem
(there is only a linear number of types).

» New variables can be replaced by old ones,
i.e., [ must in fact stabilize (in polynomial time).

Complexity: Alternating Ptime, i.e., Pspace



Logika intuicjonistyczna

Wyktad 7

29 marca 2012

QBF: semantyka

Wartosc [¢], formuty ¢ przy danym wartosciowaniu p
definiuje sie podobnie jak w klasycznym rachunku zdan,
przyjmujac dodatkowo, ze

[Vp 04]],, = min{ﬂa]]p[PHl]a ﬂa]]p[PHO]}
[3p o], = max{[e]pjp—1); [l p01}

Tautologia (zdaniowa drugiego rzedu) nazywamy formute
prawdziwg przy kazdym warto$ciowaniu.

Na przyktad Ip(—q V p) jest tautologia.

Klasyczny rachunek zdan drugiego rzedu (QBF)

Skfadnia:
» Zmienne zdaniowe p, q, r, ... s3 formutami;

» Jesli i 3 sa formutami,
to —a, aV B ia A sa formutami;

» Jesli v jest formuta i p jest zmienna zdaniowa,
to Vpa i dp a sg formutami.

Powtérzenie z teorii ztozonosci

Problem QBF:

Czy dana zdaniowa formuta drugiego rzedu jest tautologia?

Twierdzenie: Problem QBF jest Pspace-zupetny.



Pspace-trudno$¢ problemu inhabitaci

Redukujemy problem QBF do problemu inhabitacji.
Niech ® bedzie formuta w jezyku QBF.

Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze

» Formuta @ jest zdaniem (nie ma zmiennych wolnych);

» Negacja wystepuje w ® tylko w kontekstach —p;

» Wszystkie zmienne zwigzane w ® s3 rézne i nie s3 wolne.

Zmienne typowe potrzebne:

» s, i 5., dla kazdej zmiennej p w formule ®;

» s, i 5., dla kazdej podformuty ¢ formuty ®.

Gtéwny lemat:

Jesli v jest okreslone na zmiennych wolnych formuty ¢
(i nie jest okreslone na zwigzanych), to:

[ s, wtedy itylko wtedy, gdy [¢], = 1.
Morat: Formuta ® jest prawdziwa wtw, gdy e - se.

(Uwaga: ¢ I s to to samo co y; — -+ + — ¥, — So
dla odpowiednich ~;.)

Kodowanie (w LOGSPACE)

Zbior formut To:
> (5o — 5y) — (5.p — Sp) — S, dla @ = Vpi);
> (sp — Sp) — s, 1 (5 — sy) — S, dla @ = Ipy;
> 5, — Sy — S, dlap =9 A,
> s, — S, 059 — 5, dlagp=19 Vi

Dla czesciowego wartosciowania v, zbiér ', to ' plus:
> s,, gdy v(p) =1;
> s, gdy v(p) =0,

Lemat: T, Fs, < [¢], =1

Dowdd: jest przez indukcje ze wzgledu na .

Przypadek ¢ = p: Jedli [y I s, to istnieje term M w dtugie;
postaci normalnej, ktéry jest typu s, w I',. Na to jest tylko
jeden sposéb: typ s, musi by¢ w I, (zaden inny nie pasuje).
Zatem v(p) = 1. W przeciwng strone teza oczywista.

Przypadek ¢ = —p: analogiczny.



Lemat: T, Fs, < [¢], =1 Lemat: T, Fs, < [¢], =1

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na ¢. Dowéd: Indukdja ze wzgledu na @

Przypadek ¢ = ) A): Wtedy w Iy jest x : s, — 59 — 5. Przyp. @ = 1 V0 Wiedy (x : s,—s,), (v : s9—5,) € T.
Jesdli Ty = s, to istnieje term M tego typu w dtugiej postaci Jesli T, - M : s, to M= xN* lub M = yN%_ Zatem
normalnej. Jedyna mozliwos¢ M = xM* M5’. Zatem T, |- s,, [, Fsylub T, s, Zzat ind. [¢], =1 lub [¢], = 1.
1My sy stos.uje.my indukcje. . . Na odwrét, jesli [¢], = 1, to np. [¢], = 1, skad
Na odwrét, jesli [¢], =1, to [¢], =[], = 1 iz zat. ind. [y FN: sy, Wtedy term xN ma typ .

mamy [, =P :s,orazl, = Q:sy. Notol, - xPQ : s,.

Lemat: T, Fs, < [¢], =1 Lemat: T, Fs, < [¢], =1

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na .

Przypadek o = Vpi, (x : (5,—54)—(5-p—5)—5,)) € . Dowdd: Indukcja ze wzgledu na .

JesliTy ks, tol, Fs,—s,orazl, s, — sy, czyli Przypadek ¢ = dp 1. Wtedy w ', sg dwie deklaracje
My,s.pFsyorazl,,s, - s;. Poniewaz v(p) jest nieokreslone, x:(sp—5sy) — s, oraz y:(s.p — Sp) — S,
wiec mamy w |§tOC|e [y, sy oraz Ty, F sy, dla wartosciwan Jesli Ty F s, to Ty F sy — 55, lub Ty F 5, — 55, czyli albo
o =v[p—0liv=vlp—1] Zatem [{], = [V]. =1, M,s.pFsyalbol,, s, s, Toznowu oznacza, ze ', F s
vy O-p ) vy 9op ) , vo )
skad [l = [vpu], =1 lub Ty, sy, dla odpowiednich v, v; (bo v(p) nieokreslone).
Na odwrét, jesli [¢], =1, to [¢]., = [¢]v, =1, dla v, v n e . .
’ v ’ Yo vt ' ’ Stosujemy indukcje jak poprzednio.

jak wyzej, skad I, s, oraz 'y, - s,. To znaczy znowu,
zely,z:s,FP:syorazl,,y:s, - Q:sy, skad wreszcie
My Ex(Ay Q)(Az P) : s,.

Na odwrét tez podobnie.



Ben-Yelles algorithm

To answer [ F 7 : o, apply one of the following tactics:

» Fora=0—~,ask TU{x:3} F7:~v (fresh x).
(Solution M = Ax:5. N7.)

» For a = p, choose x : 3y — -+ — [Bx — p from T,
then ask '+ 7 : j3;, for all /. Success if k = 0.
(Solution M = xNJ* ... NJ*.)

Ten alternujacy proces mozna objasnia¢ jako gre miedzy
graczem 3 (ktéry dowodzi twierdzenia) i graczem V
(ktéry wyszukuje trudne przypadki). Rozwiazanie istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy gracz 3 ma strategie.

Another game: =—=(p V —p)

V:(pV-p)— LE L7
(pV-p)— LEpV-p!
Vo7
(pV-p)— LEF-p!
V:(pV-p)— Lpk L7
(pV-p)— LipFpV-p!
Vo7l
(pV-p)— L pkp!

Przyktad (nieformalny): (p — —q) — (=p — —q) — —q
(Assumptions: x :p — —q, y:—p — —q, Z: q. Goal: 1)
Opponent (V): Can you prove 1.7
Player (2): | will use assumption y !

Opponent (Y): Can you prove the 1st assumption —p ?
That is, can you prove 1 using an asumption v : p 7

Player (-): Yes, I will use assumption x!
Opponent (V): Can you prove the 2nd assumption q ?
Player (-): Sure, take z!

Proof = strategy = inhabitant: Axyz.y(\v.xvz)z

Whioskowanie w stylu Hilberta

Dowéd w stylu Hilberta to ciag formut, w ktérym wystepuja:

» Aksjomaty;
» Formuty otrzymane z wcze$niejszych za pomoca regut;

» Wolne zatozenia.

Piszemy I' I «, gdy istnieje dowdd konczacy sie formuty «,
z wolnymi zatozeniami ze zbioru T



Whioskowanie w stylu Hilberta

A—B A
B

Reguta modus ponens:

Aksjomaty implikacyjne: wszystkie formuty postaci:
Ki a—(0— )
St (a=f—=7)—(a—=p)—a—y

Dla logiki klasycznej dodatkowo:
P: (0« —p)—a)—a.

Twierdzenie o dedukg;ji

Twierdzenie o dedukcji: JeslilM, atF G, tolFa — 5.

Dowdéd: Indukcja ze wzgledu na dowéd I', o F 3.

Przypadek 1: Jesli zatozenie « nie jest uzyte w dowodzie,

to faktycznie I' = 3. Aksjomat K w postaci § — o — 3
daje a — (3 przez odrywanie.

Przypadek 2: Jesli caty dowéd polega na przywotaniu
zatozenia «, to z poprzedniego przyktadu mamy - a — a.
Tym bardziej ' - o — a.

Przyktad: dowoéd formuty ¢ — ¢

Lp—=W—=9)=p)=(p=v—p)=p—p
(aksjomat S);

2. 0= (W —9)—p
aksjomat K);

(
3. (p—v—9)—mp—yp
(odrywanie 2 od 1);

4 p—=P—gp
(aksjomat K);

5. ¢ —
(odrywanie 4 od 3).

Twierdzenie o dedukg;ji

Twierdzenie o dedukcji: Jesli I, aF 3, tolFa — S.
Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dowéd I, o = S.

Przypadek 3: Jesli ', o - 3 uzyskano przez odrywanie,
to dla pewnego ~ s3a krétsze dowody:

NabF~y oraz Matl~v— (.
Z zatozenia indukcyjnego
lNFa—~v oraz TFa—~v— 3.
Stosujemy dwa razy odrywanie od aksjomatu

S (a—=7—=0)—(a—7v)—a—0.



Rachunek kombinatoréw (z typami prostymi)

Sktfadnia:

State K, typu a — (8 — «);

Zmienne (odpowiadajace wolnym zatozeniom);

vV v v Vv

Aplikacja (odp. modus ponens).

Alternatywna konwencja: dwie polimorficzne state K i S.

Przyktad

» | = SKK
IF —, KF(KF) =, F

Przypomnijmy ten dowdd:

LS:(p—=@W—9)—¢)=(p—=19—0)—p—p
2. K:gp—>(¢—>gp)—>gp;
3.SK:(p =0 — @) = ¢ — ¢

4. K:p =19 — g

5. SKK: ¢ — ¢.

State S5, typu (o — 3 —7) = (@ = 5) = a —7;

Redukcja w rachunku kombinatoréw

» KAB —,, A dla dowolnych A, B;
» SABC —,, AC(BC) dla dowolnych A, B, C;
» Jesli A—, B, to AC —,, BC oraz CA —,, CB.

Wtasnosci: Church-Rosser, poprawnosé¢ redukcji,
silna normalizacja (dla terméw z typami).

Przyktady

» W=SS(Kl): (e« ma—f0)—a—0
WFG —, SF(KIF)G — SFIG —, FG(1G) —, FGG

» B=S(KSK: (a—=f0)—=(y—a)—>y—70

BFGH —, KSF(KF)GH —,, S(KF)GH —.,
—w KFH(GH) =, F(GH)

» C=S(BBS)(KK): (a = —=7)—=B—a—y
CFGH —»,, FHG

»B =CB:(a—03)—(—7) —a—y
B'FGH —,, G(FH)

Remark: Each of those can be added as a new constant.



Przyktady
> 0=KI
» 1 =SB(KI)

> 2 = SB(SB(KI))

Fact: (A*x.F)G —,, F[x := G]

Przypadek 1: Jesli x & FV(F), to

(X*x.F)G = KFG —,, F = F[x := G].

Przypadek 2: Jesli F = x, to
(Mx.F)G =1G -, G = x[x = G].

Przypadek 3: Jesli F = F'F”, to
(Mx.F)G = S(Mx.F ) (N'x.F")G —,

—w (Mx.F)G((A\*'x.F")G) =, F'[x := G]F"[x := G].

0FG —,, G
1FG —,, FG

2FG —,, F(FG)

From lambda to CL: combinatory abstraction

» M'x.F = KF, when x & FV(F);
» \V'x.x =1,

» V'x.FG = S(A*x.F)(\"x.G), otherwise.

Fact: (\*x.F)G —,, F[x := G].

Kombinatoryczna abstrakcja z typami

Kombinatoryczna abstrakcja:

JesliMx:aFM: G, tolT FXx. M:a— (.
Co nam to przypomina?

Twierdzenie o dedukcji: JeslilMN at g, tolNFa — 5.



Poréwnanie

JesliTakF B, tol Fa— .
Jeslilx:aFM: B, tolTEFX*x.M:a— (.

Przypadek 1: Jesli zatozenie «v nie jest uzyte w dowodzie,
tol+ 3. Odrywamy o od K: 3 — o — (3, co daje a« — [3.

Nx. F = KF, gdy x € FV(F);
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Przyktady implikacyjnych logik zdaniowych

» Logika relewantna: schematy S, |, oraz:

> B:(a%ﬂ)—)(y—»a)ﬂyﬂﬁ;
FCia )

» ,Ticket entailment™: schematy B, B’, |, W:

»Bi(a=f) = (B—7)—ma—
» Wi (a—a—f0)—a— 0.

(Pomiedzy Exptime i Ackermannem)

» Logiki BCK i BCI: schematy B,C,K (B,C,I) —sa w NP.

Przyktady implikacyjnych logik zdaniowych

» Logika intuicjonistyczna:

» Kia— (60— a);
> Si(a=f=7)=(a=p)ma—n

(PSPACE-zupetna)
» Logika klasyczna: schematy K, S, oraz:
» P:((a—p) —a)—«

(co-NP-zupetna)

Jak trudny jest rachunek zdan

Problem wnioskowania w rachunku zdan:
Czy dana formuta (implikacyjnego) rachunku zdan
Jest konsekwencjg danych schematéw aksjomatéw?

Twierdzenie (Linial, Post, 1949):
Problem wnioskowania w rachunku zdan jest nierozstrzygalny.



Automat dwulicznikowy: A = (Q, qo, gf, )

v

Q - skonczony zbiér stanéw;

> o — stan poczatkowy;

v

gr — stan koncowy;

v

§ — funkcja przejscia, Dom(f) = Q — {qr};

v

5(q) jest jednej z postaci (i = 1,2):
> . Ci:=ci+1; goto p";
> ,Ci:=c¢i—1; goto p”;

» ,if ¢; =0 then goto p else goto r".

Automat dwulicznikowy

Automat akceptuje konfiguracje C, jezeli istnieje ciag przej$¢
C—C—=C—-—0C,

do konfiguracji ze stanem koncowym.

Problem stopu:
Dany automat A i konfiguracja C, czy A akceptuje C7

Twierdzenie 1: Problem stopu jest nierozstrzygalny.

Twierdzenie 2: Istnieje taki automat A, ze problem stopu
Jest nierozstrzygalny przy ustalonym A.

Automat dwulicznikowy

Konfiguracja automatu: tréjka C = (q, n1, m).

Zmiana konfiguracji: C — C’, gdzie C’ zalezy od 6(q):

» Jesli §(q) = ,,c1 := c1 + 1; goto p”,
toC' = (p,m + 1, m);
)

» Jesli 0(q) = ,,c1 := ¢1 — 1; goto p”, oraz m > 0,
toC' = (p,m —1,nm) (wpp. nieokreslone);

» Jesli 9(q) = ,,if ¢ = 0 then goto p else goto r”, to

» C' = (p,n, ), w przypadku n; = 0;
» C' = (r,n1, np),w przypadku n; # 0.

» Dla instrukcji dotyczacych ¢, — analogicznie.

Definicje pomocnicze

Fakt: Typy 7,(«) dla n # m sa ,nieunifikowalne:
dla kazdych «, (8 i kazdego podstawienia S zachodzi

5(ma(a)) # S(m(B))-

Fakt: Typ o(«) jest nieunifikowalny ze wszystkimi typami
postaci 7,(3): S(o(a)) # S(7(5)), dla wszystkich S, «, .

Konwencja: Stany automatu to liczby od 4 do F,
przy czym go =41 qgr = F.



Kodowanie konfiguracji

Kodem liczby n jest dowolna formuta postaci:

ma(a1) — - — m(an) — 73(0),

czyli postaci

(01— 1) =+ = (a — @) = (3= = ).
Kodem stanu q jest dowolna formuta postaci 7,(«).

Kodem C = (q, ny, n,) jest dowolna formuta postaci

kod(q) — kod(ny) — kod(ny) — o(&).

Gtéwny lemat

Dla dowolnej konfiguracji C = {(q, ny, ny) i dowolnej formuty o,

ktora jest kodem C, nastepujace warunki sa réwnowazne:

» Automat A akceptuje konfiguracje C;

» Formuta ¢ ma dowdd w rachunku zdan automatu A.

Dowdd: Indukcja:

(1) ze wzgledu na dtugosé obliczenia;
(1) ze wzgledu na dtugos¢ dowodu.

Rachunek zdan okreslony przez automat

Dla kazdej instrukcji 4(q) przyjmujemy jeden lub dwa
schematy aksjomatéw:

e Dlad(q) =,c:=c +1; goto p™

[7o(c) = (72() = B)=r1—0(E)] = [r4(a)—=B—7—0a(E)];

e Dlad(g) =,c :=c —1; goto p™:

[7o(@) = f—7—0(8)] = [rg(a)=(72(e) =) —=1—0a(E)];

e Dla d(q) = ,if ¢ =0 then goto p else goto r”:
[7o()=73(8) == 0(§)] = [rq()—=73(8) == ()],

[7:(a) = (72(e) = B) =y —0 ()] = [rq(a) = (72(e) = ) =7 —a(§)].
e Dla instrukcji dotyczacych ¢, — analogicznie.

e Na koniec jeszcze schemat 7£(a) — 3 — v — o(§).

Dowdd — przyktadowy krok indukgji

Jesli A akceptuje konfiguracje C = (q, n1, np), oraz 1y i 1
sa kodami ny i ny, to T4(a) — 1 — Yo — o(€) ma dowsd

Niech C — C’' = (p, ny, n; + 1) wkutek wykonania instrukgji
0(q) =, := ¢y +1; goto p”’. Wtedy mamy taki aksjomat:

[To(@) =1 —=(72(e) = 12) =0 (8)] — [rg(a)—=t1—tha—a(S)].

Formuta 7,(a) =11 —(12(e)—12)—0(€) jest kodem C’, wigc
ma dowdd z zatozenia indukcyjnego.

Zatem 14(a) — 1 — 2 — o(&) otrzymamy przez odrywanie.



Dowdd — przyktadowy krok indukgji Rozszerzony rachunek A

Jesli iy i1, sa kodami ny i ny, oraz T4(a) — 1 — P2 — 0 (€)
ma dowdd, to A akceptuje konfiguracje C = (q,ny, na).

Jesli g # F, to dowéd formuty 74(a) — 91 — 12 — o(§)
polega na zastosowaniu modus ponens do aksjomatu, np. r-M:a TEN:J F=M:a; Ao

[7p()=73(8) =7 —=0(E)] = [rg(a)=73(8) =7 =0 (&)], F=(MN) - f M= M{i}: o

Wtedy ,,oczywiscie” 1, = 73(3) i 1 = 7, czyli test na zero

jest poprawny. Zatem C — C’ = (p, n;, np). Formuta

[Tp(a)—=73(8)—7—0(£)] ma dowdd (krotszy) i jest kodem C'. Koniunkcja to produkt.
Z zatozenia indukcyjnego automat akceptuje C’ a wiec i C.

Uwaga: Z powodu nieunifikowalnosci nie da sie uzyskaé
kodu konfiguracji przez kilkakrotne odrywanie od aksjomatu
(4 przypadki do sprawdzenia recznie).

Rozszerzony rachunek A Rozszerzony rachunek A
MeM: o
FEin (M) aq Van r-=M:L
e (M): 7

r'-M:avpg NuabFR:7 TLvifEQ:T
[+ case M of [u]Ror [V]Q: T

Absurd to typ pusty.

Alternatywa to koprodukt.



tadna eliminacja Brzydka eliminacja

Konkluzja eliminacji nie jest podformuta gtéwnej przestanki:

Konkluzja eliminacji jest podformuta gtéwnej przestanki:
r-M:avpg lNuakFR: 7 TLviFQ:T
[ case M of [ulRor [v]Q: T

=M :a—0 THEN:« FrEM:a; Ao
= MN: 3 M= M{i} o r=mM-:L
FEe (M) 7
Beta-redukcja Normalizacja dowodu: koniunkcja

Beta-redeks to eliminacja spéjnika zastosowana bezposrednio
po jego wprowadzeniu. Beta-redukcja to ,upraszcza”: (%) (**)

(%)

T g _

(—) M M7)NT = M[x:=N]:o. Ao pa
(A) (M7, N1} = M:, (M™,N°}{2} — N:o. T

(V) case in; (P)™V7 of [x"|M?,[y°|N* = M[x :=P]:p
case in,Q™V7 of [x"|M*, [y°|N? = N[y := Q] : p. (M™,N°V{1} = M:7



Normalizacja dowodu: alternatywa Pozytek z normalizacji: niesprzecznosé¢

Fakt: W logice z —, L i A nie istnieje dowdd fatszu.

Dowdd: Wtedy istniatby dowéd normalny, czyli taki term M

(*) [T](I) [‘_7](1) (*) w postaci normalnej, ze:
T T okFM: L.
e :
Vo P P : Jak on moze wygladaé?
P ) p » Nie moze by¢ wprowadzeniem, bo nie ma reguty (W_L1).

» Nie moze by¢ postaci xE; ... E,,, bo nie ma zmiennych.

» Zostaje posta¢ £, (M'), a wtedy @+ M’ : L jest

case inl (P)™7 of [x"IM?,[y"]N* — Mix = P] : p krétszym dowodem sprzecznosci.
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Rozszerzony rachunek A (2)

rNEM:a TEN:J FTEM:o Aao
FrE(M,N):aNp M= M{i}: «;
=M o

[+ m,(/\/l) oy Voan

r-M:avpg lNuabFR:7 TLvifEQ:T

[+ case M of [u]Ror [V]Q: T

Rozszerzony rachunek A (1)

M= M:L
MxrtHEM:T1 _—
MNee (M) : 7
MxatM:pj3 rN-=M:a—p0p ITEN:«
M= >xaM:a—p = MN: (3

Beta-redukcja

Beta-redeks to eliminacja spéjnika zastosowana bezposrednio
po jego wprowadzeniu. Beta-redukcja to ,upraszcza”:

(—) M M7)NT™ = M[x:=N]:o.

(A) (MT,NY{1} — M :T, (M™,N°}{2} — N:o.

(V) case in; P77 of [x"|M?,[y°|NP = M][x :=P]:p
case in; Q™7 of [x"|M* [y’]N* — N[y := Q] : p.



Silna normalizacja

Twierdzenie: Rozszerzony rachunek lambda ma wfasnos¢
silnej normalizacji.

Dowdd: Redukujemy rozszerzony rachunek lambda
do zwyktego (z jedna stata typowa).
Najpierw ttumaczymy typy:

la] = 0, gdy a=_1,p,q,...
o —=71| = |o| = 7]
lont] = (lo| = 7| = 0)—0
lovr] = (Jo| = 0) = (7| = 0)—0

Uwaga: zawsze |o| =0y — -+ — 0, — 0.

Translacja dla terméw (2)

(loj]=01—++—0,—0, |7|=71 = > 75, —0)

IPPATLLY = AxT x| PIEATH O (xxq - x)0)

|PTAT{2Y] = Ax{t.. XD |P||"AT|(/\X“")\y|T| (yx1 .. .xm)o)

leo(MH)| = M7t x| M|°

Translacja dla terméw (1)

x|
’)\XT.MU’
e
(M, )7
ins (A7)

[ina(B7)"|

X!

AxIT |M\|"‘
|M|le1=171 e

Azlol=I71=0. Z|M|IUI|N|\T\
)\X|G|_>0.)\y|7|_)0. X|A||0|

AxI7I=0 Ay IT=0 ) BIT

Translacja dla terméw (3)

|case M7V™ of [x?]P? or [y"]Q?| =

At /\x,f".]I\/I|()\x|"‘.]P\|p‘x1 ox)Oy Q)P

gdzie [M]: (lo] —0) — (|| = 0) =0,

oraz |p|=p1 — - — px — 0.

.Xk)7



Wtasnosci translac;ji

Lemat:
> [Mlx := N]| = [M|[x := |N]].
» Jesli M : o, to [M|: |o|.
» Jesli M — M', to |M| _»En (M|

Twierdzenie: Rozszerzony rachunek lambda ma wfasnos¢
silnej normalizacji.

Dowéd: Przypus¢my, ze2 M — M] — M —

Wtedy takze | Mo —»En | M| _”En | M| _»;n

Lemat: Jesli M — M', to [M[—; M

Przypadek 2: M = (P, Q){1} — P ttumaczy si¢ tak:

IM| = Ax7t .o A0 (Az. z| P|| Q) (Axy. xxq . . . X,)
—g AX{H AT (Axy. xxq ... x,) | P Q)
=g AX{T . AXT | Plxy L X

_»TI|P’

Lemat: Jesli M — M', to [M[—; M|

Dowéd:
Przypadek 1: M = (Ax P)Q — P[x := Q] ttumaczy sie tak:

[M] = (Ax [P])|Q| =5 [Pllx = |Q[] = [Plx := Q.

Lemat: Jesli M — M', to [M[—; M|

Przypadek 3:

M = case inl P7V7 of [u7]Q”,[v°]R? — Q[x := P]
ttumaczy sie tak:

IM| = AZ. |inl P|(Au. |Q| Z)(\v. |R| Z)
= A\Z. (Axy. x| P|)(Au. |Q| Z)(\v. |R| 2)
— A\Z. (Au. |Q| Z)|P]|
—- \Z.|Ql[u = |P||Z
= \Z.|Q[u := P]|Z
oy Gl = P



Dlaczego to za mato Alternatywna sktadnia

Dowéd fatszu moze wygladaé np. tak: Zamiast case M of [x|P,[y]Q piszemy M[x.P.,y.Q].
@ F case N™° of [x"|P+,[y°]Q* : L, Zamiast £,(M) piszemy M]z,].
Term N sam moze by¢ np. postaci case. ..
Wada: mniej intuicyjne.
Jak nad tym zapanowa¢?
Zaleta: wszystkie eliminacje pisane jednolicie na koncu:

Woprowadzi¢ dodatkowe redukcje porzadkujace (permutacje). MN, M{i}, M[x.P,y.Q], Mle,].

Permutacje Permutacje dla L

Ktopotliwa sytuacja:
Brzydka eliminacja, a potem znowu eliminacja, czyli

M>VT[x7. PPy QIE i M*[e,]E coles(M))
590%1/;(M)N = €¢(M);
€<P1/\902(M){i} = ESD,'(IW);

case ¢,y (M) of [u]R? or [v]S* = ¢,(M).

v

= ey(M);

v

Eliminator E nie ma dostepu do termu ,wtasciwego” typu.

v

Permutacje:
MoV [x7.PP yT.QPIE = MVT[x?.PPE,y".Q"E]
(MH[e]EY = Mg,

v



Permutacje dla case

» ¢,(case M of [x]P or [y]Q) =
case M of [x]e,(P) or [yle,(Q);

» (case M of [x]P or [y]Q)N =
case M of [x]PN or [y]QN;

» (case M of [x]P or [y]Q){i} =
case M of [x]P{i} or [y]Q{i};

» case (case M of [x]P or [y]@Q) of [u]R or [v]S =
case M of [x](case P of [u]R or [v]S)
or [y](case Q of [u]R or [v]S)

Semantyka kontynuacyjna

Znaczenie wyrazenia = jego wptyw na caty program.

0 — typ ,.catego programu’.
k :int — 0 —, kontynuacja typu int”

Znaczenie wyrazenia N : int, to funkcja N : (int — 0) — 0.

Na przyktad 5 = \k"—0 k(5).
Ogoélniej, dla : N : int,
N = \k" 0 N > k, gdzie N > k to ,,N przekazane do k"

Zta wiadomosé

Translacja uzywana poprzednio nie dziata dla permutacji.

To nie jest wcale takie proste.

Uzyjemy metody CPS (,,continuation passing style”)

Kontynuacje dla funkgcji

typ sposéb typ
termu  uzycia kontynuacji semantyka
T T* 7*—=0 r=(*—0)—0
p p p—0 (p—0)—0
1 0 0—-0 (0—-0)—0

(z—2)—0)—0



Kontynuacje dla koniunkgcji i alternatywy

Implikacyjny ,sposéb uzycia™:

Translacja dla terméw:

x> K =

(M. MT)> K =
(M, N"y> K =
inf(M)> K =
(NE)Y > K =

Sens EQK: eliminator E wtaczony do kontynuacji K.

M= Xk""0 M k

x"(K)

K(AxZ. M%)
K(\zZ72=0 2 M N)
K™ %2270 y M)

N> (EQK)

Translacja dla typéw: 7=(7*—0) — 0

pP = p
1* =0
(r—0) = (z—2)
(TAo)® = (£—a—0)—0
(rvo) = (z—0)—=(c—0)—0

Dotgczanie eliminatora do kontynuacji

NOK = Im™ 2. mNK:(r—o0)*—0
{1}0K = Im=2=0=0 m(AxTyZ xK) : (1 Ao)* — 0
[x".S,y?. TIOK = Im™)" m(AxZ. S K)(A\yZ. T > K)
[,]OK = (Mkm®. m)K

(trVvo)*=(r—0)—(¢—0)—0



Wtasnosci translacji Jesli M —5 M', to M — M'. Na przyktad:

(P, QI{1} = k. (P, Q){1} > k
JesliTHM:7,tol = M: 1, gdzie [(x) = M = \k. (P, Q) > {1} @k
= Mk. (P, Q) > (Am. m(Axy.xk))
= Ak. (Am. m(Axy.xk))(Az. zPQ)
Jesli M —5 M, to M —5 M'. —g Ak. (Az. zPQ)(Axy.xk)
Jesli M —5 M', to M = M', gdzie —; oznacza —5 Ak. (Axy.xk)PQ
permutacje postaci M[x.S,y. T|E —s M[x.SE,y.TE]. — 4 k. Pk = Xk. (k. P> k)k

v

v

(M > K)[xZ := N] -3 M[x? := N] > K[xZ := N].

v

v

Jesli M —5 M, to M = M. Zta wiadomosé

Translacja nie zachowuje permutacji postaci

M[x.S,y.T|E = Ak.M[x.S,y.T|E > k Mle,]E? —. Me,).
= Ak.M[x.S,y.T]> EQk
= Ak. M [x.S,y. T|OEQk Rozwigzanie: Odktadanie epsilona.
= Mk. M > (Am. m(Ax. S > E@k)(\y. T > EQk)) Jesli M =, N — g5 P, to M —35 @ =, P, dla pewnego Q.

= k. M > (Am. m(Ax. SE > k)(A\y. TE > k))
= Ak.M > [x.SE,y.TE|@k
= k. M[x.SE,y. TE|> k = M[x.SE,y.TE]

Morat: Jesli istnieje redukcja
M1—>M2—>M3—>"'

w ktérej kroki — g5 wystepuja nieskoniczenie wiele razy, to
istnieje nieskonczona [Bd-redukcja.



Silna normalizacja

Wystarczy udowodni¢, ze nie istnieje nieskonczona (3-redukcja

ani nieskonczona 1 -redukcja.
Lemat: Nie istnieje nieskoriczona redukcja z samych
permutacji (czyli Lo-redukcja).

Dowéd: Permutacje przesuwaja eliminatory w gtab termu,
z grubsza tak: NE{E, — NElEZ. Mozna zdefiniowa¢ , miare
termu”, ktérej warto$¢ zmniejsza sie po kazdej permutacji.

Np. jesli [NE| = [N|?|E]|, to
INE\Ez| = (INP|Erl)?|E2| > [NP|E?| = [NE?|

Morat:

Twierdzenie: Rozszerzony rachunek lambda z permutacjami
ma wtasnos¢ silnej normalizacji.

Whiosek: Jesli formufa ma dowéd, to ma dowéd normalny.

Silna normalizacja

Przypusémy, ze w rozszerzonym rachunku lambda:
My —s5 My —s3 Mz —s53 My —55 - -+
Wtedy w zwyktym rachunku lambda:
My = My - My~ My

gdzie kazde ~, to albo —, albo =.
Réwnosc zachodzi w przypadku permutacji.

Jesli w gornej redukcji jest nieskonczenie wiele (-krokéw,
to w dolnej tez. Niemozliwe, bo SNg.

Zatem w gérnej redukcji s3 prawie same permutacje.
Tez niemozliwe, bo lemat.

Postaci normalne

Konstruktory: Ax:ia. N, (N, Np), in;(N);
tadne eliminatory: x, PN, P{i};
Brzydkie eliminatory: ¢,(P), case P of [x]N; or [y]N>.

[N - posta¢ normalna, P — dobry (,,proper”) eliminator.]

Uwaga: tadne eliminatory ,zaczynaja sie” od zmiennych.



Niesprzecznosé Postaci normalne (fragment implikacyjny)

Whiosek: Intuicjonistyczny rachunek zdan jest niesprzeczny.

Dowdéd: W pustym otoczeniu: Konstruktory: Ax:a. N
» Nie ma tadnych eliminatoréw xE; ... E,,, bo nie ma Dobre eliminatory:  xN; ... N

zmiennych.

» Zatem nie ma tez brzydkich eliminatoréw postaci = | (P),
ani case P ..., bo do tego potrzebny fadny. Poszukiwanie dowodu:

To prove p, use an assumption with target p.

Zatem jesli o = M : |, gdzie M jest normalny, Otherwise proof is a constructor

to M musi by¢ konstruktorem.

Ale nie ma konstruktoréw typu L, bo nie ma reguty (W_L1).

Poszukiwanie dowodu (przypadek ogélny) Suffixes S(7) of a type 7

Types of proper eliminators: direct remainders (suffixes), e.g. . e S(r)
T T),

» If o — 3 € S(7) then 8 € S(7);
» If a A B e S(r) then o, 3 € S(7);

xM? Vv 3 where x:v—aV[.

Types of improper eliminators may be reached indirectly:
case x of [u]u{2} or [v] case yv of [u]uv or [w]zw : p

where x : (qAp)Vr, y:r—(r—p)Vgq, andz:q— p. Lemma:
If T,x:7FP:0o,and P is a proper eliminator

But atomic types must be (direct or indirect) targets. beginning with x then o € 5(7).



Targets T(7) of a type T Example application:

_ Disjunction property: If T+« V 3, and V does not occur
» T(L)={L}and T(p) = {p}, for a type variable; in T, thenTFaor THj.

> T(a— B)=T(B); Proof: Show that if T M : aV § and M is normal, then

> T(ao8) = T(a)UT(B), for o € {A, V) either ' L or M is a constructor in.

Types of proper eliminators contain no V, so M is either an
introduction (OK) or an ,,improper” eliminator.

Lemma: If M =e(M') then T - M’ : L (OK).
If T+ a, where a is an atom (a variable or 1)

B , .. .
then a ¢ T(T), or L € T(T) and T b L. If M =case M’'... then M’ is a proper eliminator

of a disjunction type — excluded as above.



W poprzednim odcinku: postaci normalne

Log|ka |ntu|cjonlstyczna KOI‘IStI’UktOfyZ AX Q. N, <N1, N2>, in,-(N);

tadne eliminatory: x, PN, P{i};

Wyktad 10
Brzydkie eliminatory: ¢,(P), case P of [x]N; or [y]N-.
19 kwietnia 2012 [N — posta¢ normalna, P — dobry (,,proper”) eliminator.]
Uwaga: tadne eliminatory ,zaczynaja sie” od zmiennych.
Whiosek: prawo alternatywy Separation theorem (Mordchaj Wajsberg, 1938)
Twierdzenie:
Jesli T+ a3, oraz \/ nie wystepujew T, toT Fa lub T+ 3 Disjunction: There is no « without \ such that pV q < «.

Proof:

IfatpVgthenatporatq Butpvgl/pandpVgl/q.



Separation theorem Targets T(7) of a type 7

» T(L)={L}and T(p) ={p}, for a type variable;
Implication: There is no o without — such that p — g «. » T(a— B)=T(B);

Proof: Induction. » T(aoB)=T(a)UT(B), for o € {A,V};

If o« =3 A~thenp— gt S.
If « = 3V~ then either p — gt Borp— gt ~. Lemma:

If T+ a, where a is an atom (a variable or 1)
thenaec T(IN), or Le T() and T + L.

Separation theorem Ben-Yelles algorithm

Conjunction: If o p A q and A is not in « then oo L. . .
To answer [ F 7 : «, apply one of the following tactics:
Proof: If « = 3V~ then S+ 1 and v F L by induction.
» Fora=0—~,ask TU{x:8} F7:~v (fresh x).

Assume that or = § — 1. (Solution M = A\x:3. N7.)
Then also 3 — L+ p,
whence 3 — L+ L, as p is not a target. » For « = p, choose x: 3y — -+ — Bk — p from T,

then ask =7 : 3;, for all /. Success if k = 0.

On the other hand, also v~ p A g, so v = L, by induction.
TERRG T Y (Solution M = xN{* ... N

Thus we have § — v+ (3 — L,
and therefore 6 — v+ L.



Wajsberg's algorithm (dla v, —, L)

To answer if ' - «, apply one of the following tactics:

>

>

v

Fora=p0—~, askif ,GF~7

For a = a (atom), pick 3; —

Pick 8y — -++ — Bk — BV~ from I, and ask if [ - 3;,

-+ — Bk — b from T,
where k >0 and b € {a, L}, then ask if [ §;, for all /.

for all i. Also ask if [,Faand I,y F «.

For a = a1 V ap, pick i € {1,2} and ask if [ - «;.

A little game: ——(p V —p)

c(pV-op)— LE L7

(pV-p)— LEpV-p!

D7

pV-p)— LE-p!

(
c(pV-p)— L,pk L7
(

pVv-p)— LpFpV-p!
?1

(pV-p)— L pkp!

Path(p) = {(p)}, Path(L) = {(1)},
Path(a Vv 3) = {(a Vv )},

Path(aw — ) = {a- P | P € Path(53)},
Path(a A ) = Path(a)) U Path(3)

Taktyki dla koniunkgcji:

» For a = a (atom), pick p € T with

Wajsberg's algorithm (dla v, —, L, A\)

(61, B2, - .., Bk, b) € Path(y), and b € {a, L}.

Then ask if T = 3;, for all ;.

» Pick ¢ € T with (61, 52, ..., Bk, 3V ) € Path(y).
Ask if T+ 3;, forall i, and T8+ a and I, v F «.

» Forao = a3 N, ask if T+ oy and T+ as.

A little cheating: pV —p

V:(pvV-p)— LE L7
(pV-p)— LEpV-p!
Vo7
(pV-p)— LF-p!
V:(pV-p)— Lpk L7
g;l)\/—'p)—>J_,p|—p\/—|p!

(pV—-p)— L pkp!

pV-p!

2177

SopkE L 77

pEpVv-—p!l



Logika klasyczna

a—-akFM:_L a—akFM:«

[+ pai—a.M: « Ma—ak[a|M: L

Jesli a & FV(M), to zamiast pa:—o. M piszemy £,(M).

|dziemy w zaparte

Kiedy jest naprawde wazne, co jest wewnatrz [a]M?
Przy ewaluacji wyrazenia [a]M w jakim$ kontekscie.
Niedospecyfikowane fragmenty termu M moga wtedy
— okaza¢ sie nieistotne;

— zosta¢ dookreslone.

Sens obliczeniowy

Co mozna zrobi¢ z dowodem postaci pa ... [a|M>...7

Wyja¢ dowdd M : «v ze Srodka, i wyrzucié reszte!

Co wyjaé z tego dowodu:
Mx(P=D=P 7P [a](x(\zP £4([a]2))) ?

Przeszkody: niebieskie [a], czerwone z.

Sens obliczeniowy

pa (... [a]M>...) — M7
pa *N = N[[a] := Am. abort(m)] 7

Timothy Griffin (1990):
E[pa™N] = N[[a] := Am. abort(E[m])]



Sens obliczeniowy: dziatanie imperatywne Internalizacja Griffina

E[pa™*N] = N[[a] := Am. abort(E[m])]
pua.M = catchain M

[a]M = throw M to [a] Rachunek Ap (Michel Parigot, 19922):

— Otoczenie E moze by¢ ,wchtaniane” czesciowo.

2Nie myli¢ z rachunkiem .

Rachunek Au: fragment implikacyjny Semantyka kontynuacyjna

(5) (AX*MN = Mi[x := N].

typ sposéb typ
() pa . [dMe = M, gdy ad FV(M) termu  uzycia kontynuacji semantyka
w . , .
T T* =0 r=(r*—0)—0
(€) (pa~ @A MN = ub™? M[a:= NX.[b](XN)]
Zeta inaczej: p p p—0 (p—0)—0
(€) (Naﬁ(aﬂﬁ)‘ M)N = b’ M[[a]O := [b](CIN) ] L 0 0—0 (0—0)—0
Moze by¢ jeszcze:

T —0 T—0a (I—>g)—>0 ((I—>g)—>0)—>0
(84) [B(pa. M) = M[a = b]



Translacja dla terméw: M = Mk™ 0. M > k

x> K = x(K)
WX M) K = K= MT)
MN>K = Mo (Am. mNK)
[a]M° > K = Mk,
(pa’M)>K = (M Amm)lk, = K]

Dla a: —o, nowa zmienna k, : 0®* — 0.

Whiosek: silna normalizacja (dla 3,1,, ().

Translacja Kotmogorowa

k(p) = —-p
k(tr — o) = —=(k(r) — k(o))

Analogicznie:

k(roo) = —=(k(r) o k(o))

CPS na poziomie typow
r=(r*—0)—0

p* = p
1* =0
(r—0) = (z—0)

Przyjmujac 0 = L, dostajemy:

THO:_!ﬁ(IHQ)

Translacja Kotmogorowa

Twierdzenie:

[ Fkias @ = k(T) Fine k().
Dowéd:
(=)JesliTH, M:a,tol F\ M: a.

(<) Formuty i k(«) sa klasycznie réwnowazne.
To dziata nie tylko dla rachunku zdan.

Morat: Logika klasyczna m-redukuje sie do logiki
intuicjonistycznej (jest ,tatwiejsza”).



Klasyczny rachunek sekwentéw

koniunkcja alternatywa
7\

~

Sekwenty: D1y tpn B oo 0, (n,m>0)

zatozenia whnioski
Aksjomaty: o F op

Reguty:

— strukturalne,
— logiczne,
— reguta ciecia.

Reguty strukturalne

Lo, AL [=A 0,9, L

Wymiana: (LW) (PW)
My, AL M-A9,0,%
Mr-x Mr-x
Ostabianie: —(LO — (PO
stabianie r780'_2( ) H—gp,Z( )
. LypbY (Fpp X
Sk : P ——(LS — 2 —(PS
racanie FoFT (LS) Eor (PS)

Mozna uwaza¢, ze sekwent to para zbioréw.

Poréwnanie

Naturalna dedukcja: Eliminacja i wprowadzanie

N-aop

(Elim o) Traosd

a. B

(Intro ¢)

Rachunek sekwentéw: Wprowadzanie z prawej i z lewe;j

M=... ...

NaofBk... (L)

Reguty logiczne

Mo kX
Lot A B L

(LK)

NekFX MykEX
MevykEx

(LA)

N, MykEx
e—yvEFX

(L1)

MN=p,x

LN
rprz Y

r,LF (LF)

saL. G
Fao A

(Ro)

N, > Ty, X

(PK)
=AY, L
EonE o
Fpr Vs, X
LpkEvY, X (PI)
@ —Y, X
rerT oy
MF—p, %

=717, (PP)



Przyktad: - ((p — q) — p) — p

ptp

(PO)

(PT)
Fp—aq.p ptp

ptaq,p

(L1)
(P1)

(p—q)—pkp

F((p—q)—p)—p

Przyktad: - pV —p

FpV-p,p

(PW)
(PA)
(PS)

=p,pV-p

FpV-op,pVop

l—p\/—|p



Logika intuicjonistyczna

26 kwietnia 2012

Reguty strukturalne

Wyktad 11

Wymiana: Lo, AR
M, o, AL
Ostabianie: N
MotkX
Skracanie: %(LS)

r-A09,%

(PW)
M-A9,0,%

M=%

Froz 0

o

PS
Mo, x (PS)

Mozna uwaza¢, ze sekwent to para zbioréw.

Klasyczny rachunek sekwentéw

koniunkcja

alternatywa
7\

Sekwenty: D1,y

oy m (n,m>0)

zatozenia

Aksjomaty: o F o

Reguty:

— strukturalne,
— logiczne,
— reguta ciecia.

Reguty logiczne (addytywne)

Mo kX
Lot A B L

(LK)

NekFX MykEX
MevykEx

N, MykEx
e—yvEFX

MN=p,x

LN
rprz Y

r,LF (LF)

whnioski

N, > Ty, X

(LA)

(L1)

(PK)
=AY, L
EonE o
Fpr Vs, X
LpkEvY, X (PI)
@ —Y, X
rerT oy
MF—p, %

=717, (PP)



Reguta ciecia

N, LekFX
M=x

(cut)

Petnosc: Sekwent p1,...,p0,F ¥1,...,0, ma dowdd
wtw, gdy @1 A+ AN @, — PV -+ 1, jest tautologia.

Dowéd uzywa reguty ciecia, np. tak:

ke Mykvy
Frcp—9 Ny —yrd
Y

(MP)

Przyktad eliminacji ciecia: Dowéd

(1) (2) (3)

Mok M- Mgk o

o —1p ;P (Cut)
M=
przeksztatcamy w dowdd:

(2) (1) (3)
«mOFFw Mok :

Fr=v [NV,

(Cut)

=9

Gentzen's Hauptsatz
Twierdzenie (o eliminacji ciecia):
Jesli sekwent T = A ma dowdd, to ma dowdd bez ciecia.

Zasada podformut:

Formuty wystepujace w przestankach kazdej reguty sa
podformutami formut wystepujacych w konkluzji.

Dowéd bez ciecia sekwentu F ¢ uzywa tylko podformut ¢.

Dowéd budujemy od konca, ,rozbierajac” formuty na czesci.

Intuicjonistyczny rachunek sekwentéw

Sekwenty maja co najwyzej jedng formute po prawe;j stronie.

Wymiana: Le$AFo (Lw)

My, o, Ao
Ostabianie: I',I:p;l—aa (LO) I'Ii_—l_a
Skracanie: Lepro (LS)

MNeko



Intuicjonistyczny rachunek sekwentéw

Przypisanie terméw (1)

Meito TEo TRy oy
lpinea o Freny [EMip TEN:w g
FE(M,N): oA
LoViyto M1 Vs
| F=M: (PA)
rl_QO r,@Z)I—a raS0|_¢ (PI) r|—|n,(M)<p1\/<p2
e —1Yvko =@ —v
Mo Mok L Mx:okFM:q
— % (LN —F T — (PN (P1)
FECL e V) TEACM: g — 0
1LkFo (LF) =T (PP)
Przypisanie terméw (2) Postaci normalne
Lx:piEM:o LK) Fakt: Termy dowodowe dla rachunku sekwentéw bez ciecia,
Ny:o1ApaEM[x:=y{i}]: 0o to doktadnie postaci normalne ze wzgledu na beta-redukcje

I permutacje.

x:opFM:0 Ty:vEN:o
Mz:pVilk case z of [x]Mor [y]N: o

(LA) Whiosek: Jeslit-aV 3, tobk o lubt .

Dowédd: Jesli oM :aV 3, to M=in....
[FM:p Tox:oFN:o Inaczej: zadna regufa nie pasuje oprécz (RV).

Ny:o—vkENx:=yM]: o

(L1)
No dobrze, ale dlaczego to nie dziata dla logiki klasycznej?

Mx:LFes(x) (LF) Bo jest jeszcze skracanie z prawej.



Linear logic: the data flow paradigm

v

v

Intuitionistic construction is a function, linear
construction is an action.

v

An assumption has to be used (consumed) exactly once:
cannot be re-used nor abandoned.

v

But some resources are re-usable (la).

Dwie koniunkcje

Wraz (with):
Yoabkp lNa TEQ
_ =% P (1) " (Ra)
Y a&pBtFp N-a&p
Tensor:
Ya,0Fp Na AFRJ
(Lw) (R®)

Y ax [BkFp NMAFa®p

Correctness criterion = construction respecting resources.

Rules for conjunction in sequent calculus

First choice:

Y.abkp N TEQ
— (L&) —(R&)
Y aNfBFp N-anp

Second choice:
Y,a,0Fp N-aoa ARG
— (l®) —— (R®)
Y aANBFp NMAFaAp

Tensor

An object of type a ® (3 is a pair of objects: one of type «,
the other of type (3. Creating each component of the pair
requires separate resources. Consuming a pair requires using
both components.

Yo, 0k p, M-a, M AFBXT
(Lw) (R®)
Ya®pkpN NAFa®p, N,




With

An object of type o & (3 is a “virtual” pair of objects (one of
type «, the other of type /3), from which exactly one can be
potentially created from the same resources. In other words,

a & (3 is a “right of choice” between « or 3. This right belongs
to the consumer.

Y.akp, Tl N=a, 1 TEBI

(L&) (R&)
Z,Oé&ﬁl_p,n rf—a&ﬁ,ﬂ

Negacja i dualnosc¢

Negation: Linear negation o is the dual type of .
Producing data of type « is the same as consuming data

of type a™.

MN=p,x MekFX

= €L _—Fr = (R+
E@LFZ( ) Fk¢{2( )

Note: Implications o — 3 and 3+ —o ot are equivalent.
(Analogy with electric current.)

Lizak

Linear implication oz —o 3 represents the type of process

in which the assumption (resource) « is processed into the
conclusion (3, without re-using any part of it, and without
leaving any unused garbage.

N, > AvET (L—o)
A o—oyY X =p—, X

Plus: An object of type a @ 3 is a pair consisting of an
object of type « or of type 3, and a flag showing which case
actually holds. The right of choice between « or 3 belongs
to the producer. The consumer opens a box and uses the
contents according to the instruction on the flag.

pFY TYFY M-, %

R®
NLedy X Fﬂpl@w,Z( )

Duality: Plus (@) is the other side of With (&):
(@@ )" ooat &t
(@ &) ooat @4

(Receiving a surprise is sending the right of choice.)



Przyktad obiadowy

Of course: Type la represents the ability to create
any required amount of data of type «.
(Consumer of lov makes the decision.)

Maybe: An object of type ?a is the ability to consume _ _
a certain amount of data of type a. 10 zt — (pomidorowa & krupnik) ® (kotlet & ryba)

(Producer of ?ax makes the decision.) ® (1ziemniaki & 'ryz) ® (kompot @ jabtko)

Duality: (la)t oo ?(at) and (2a)* oo !(a’)

Tego nie udowodnimy: Réwnowaznosé
> o, ¥ q;
> a, a —a—o ¥ [ aoof = (a—=f)&(B—a)

> o, a,a0—o 3,3 — 3oy,

> Ko —of—oa Fakt: ThFaoof wtw,gdy THa—ofForazl'F[—a.

b%(a—oﬁ—oy)—o(a—oﬂ)—oa—oy_



What is dual to K7

(a®B) coat® 3" (a®B) coat® B+

akFY ABFN
LA agBFx,n

Na,8,%

(%) TFawis

(R®)

Par: Type a9 3 represents communication: a “fair contract”
between « and 3. (Receiving a pair of type a ® [3 is the same
as sending a2 31 ii.e., sending entanglement of ot and 3+.)

(a«—B)ooat®f

Translacja Girarda

»pr=p T =1, L*=0;
> (a p) = ar &
» (aVp) =la* @ 5%

(a — B)" = la* —o 3"

Twierdzenie:

Nastepujace warunki s3 réwnowazne:
1) I'¢  wlogice intuicjonistycznej;
2) I = ¢* w intuicjonistycznej logice liniowej;
3) IT* F ¢* w klasycznej logice liniowe;j.



Logika intuicjonistyczna

Wyktad 12

17 maja 2012

Semantyka klasyczna

Struktura (model) dla sygnatury f,g,...,r,s,...:
A= (A fAgA . .. rhsh )

Wartosciowanie: funkcja ¢ : Zmienne — A.
Wartos¢ termu: [fty ... t.]c = FA([t]e, -, [talle)

Wartosc formuty:
[Vaa]c = min{[o]cjama) | @ € A}
[Sac]c = max{[e]¢faa) | @ € A}

Logika pierwszego rzedu: sktadnia

Sygnatura: Ustalone symbole relacyjne, funkcyjne i state.
Sygnatura moze by¢ nieskofczona.

Termy: Zmienne a, b, ..., state, wyrazenia ft; ... t,.

Formuty:

— atomowe: rty...t,, L;

—p =Y, pVY, o AY;
- Vayp, Jdae.

Zmienne wolne: FV(Vay) = FV(Jayp) = FV(p) — {a}.

Utozsamiamy formuty rézniace sie tylko zmiennymi zwigzanymi.

Interpretacja BHK

e A construction of Vay(a) is a method that turns any
possible value d of a into a construction of p(d);

e A construction of Ja is a pair consisting of a value d
of a and a construction of ¢(d).



Przyktady niewatpliwe

> Va(p — ¢) — (Vap — Vay);
> Va(p — ¢) — (Jap — Jav);
» —dap « Ya—yp;

» Yap — day;

» Ja(y) A p(a)) < ¢ AJap(a), gdy a & FV(y).

Naturalna dedukcja

() Py (a @ V(D) (8) o
(31 M-yla:=t] (3E) NEdap Tk (%)

[-3ag [
() agFv(l,¢)

(Te same reguty dla logiki klasycznej.)

Przyktady watpliwe

> —Vap < da—y;
> Va(y V ¢(a)) — ¥V Vay(a);
> ——Va(p(a) V —(a));

» 3b(p(b) — Yap(a));

> a(3bp(b) — 4(a)).

Rachunek sekwentéw

Mpla=tlFo M-

o

(V) [ Vaph o (RY) 7 Vap (2. FV(T)
Lpko M pla:=t]

(3 5o, @gvilo) (R3) — 5,5

(Podobne reguty dla logiki klasycznej.)



Rachunek sekwentéw Aksjomaty w stylu Hilberta

Twierdzenie o eliminacji ciecia pozostaje prawdziwe.
(Q1) Vap — pla:=t];

Whiosek 1: Jesli - Ja g, to istnieje takie t, ze F p[a = t]. (Q2) ¢la:=t] — Jag;

Dowéd: Ostatnia musiata by¢ reguta (R3). (Q3) Va(p — §) — ¢ — Va, gdy a & FV(p)

Whiosek 2: Rachunek pierwszego rzedu jest konserwatywny (Q4) Va(p — ) — Jap — v, gdy a & FV(¥).
nad rachunkiem zdan.

Dowdd: Z zasady podformut: dowdd bez ciecia dla formuty

) . : i Te same aksjomaty dla logiki klasycznej.
bez kwantyfikatoréw nie zawiera kwantyfikatoréw. ( ! y & yeznej.)

Translacja Kotmogorowa Translacja Kotmogorowa
k(rti...t)) = ——rtety Twierdzenie:
k(J_) = 1 [ hias @ g k(r) Fint k(Oé)
krvo) = ==(k(r)Vk(o)) Dowéd: (=) Cwiczenia.
k(r —0) = —=(k(r) = k(0)) (<) Formuty « i k() sa klasycznie réwnowazne.
k(r Ao) = ==(k(1) A k(o))
_ Whiosek: Logika intuicjonistyczna pierwszego rzedu jest

k(¥ar) = vak(r) nierozstrzygalna. Klasyczny Entscheidungsproblem redukuje
k(3at) = ——3ak(r) sie do intuicjonistycznego.



Semantyka Kripkego Semantyka Kripkego

c,olbrty...t, = Ac o0 rty...t, (klasycznie);
Model: C=(C,<,{A.|ceC})

c,ol¥ 1;
c,olFpVvy = colkplubc, ol
Dla ¢ < d € C struktura A, zawiera sie w Ay, tj.
- ‘ ¢ 44 c,olFpANY = c,olFporaz ¢c,olF ¥;
— nosnik |A.| jest podzbiorem |A,;
. . . . c,olbp—1v = jeslic<cicd,olFp tod, ol
— relacje w A, s3 podzbiorami relacji w Ay;
— funkcje w A, s3 obcieciami funkcji w A,. ¢,ol-3ap = ¢ olara]l- g, dia pewnego a € A
c,o0lFVap = jeslic<ciae Ay, toc, plar a]lF ¢
Twierdzenie o petnosci Przyktad: W —=Va(raV —ra)

Model C = (N, <,{A, | n € N}), porzadek jak zwykle.

Strukt »= (N, r"), gdzie r" = < n}.
Lemat 1: Jesli c,olF pic<c toc, ol . ruktury A, = (N, r"), gdzie r" = {m | m < n}

W tym modelu zaden stan nie wymusza Va(ra Vv —ra).

Lemat 2: ,olF =t < t],] IF . .
" ¢l la ] ¢ola [l Zatem kazdy stan wymusza —Va(ra V —ra).

Twierdzenie: ThFy¢ & Mo Uwaga: (1) Nie dziata twierdzenie Gliwenki.
(2) Spetnialnos¢ intuicjonistyczna nie implikuje klasyczne;.

Dowéd: (=) Indukcja. (<) Metoda statych Henkina.
Fakt: Jesli model C ma skoriczony zbidr stanéw,
toC IF =—Va(raV —ra).



Przyktad: W Va(pV ra) — (p V Va.ra) Typy zalezne (Dependent types)

Model C = ({1,2}, <,{A;, Ay}), gdzie 1 < 2, oraz

Ay = ({1}, 11, pb), Ar = ({1,2}, 12, p?) M : array(n) M jest tablica rozmiaru n;
rt={1},p! = L, rr={1},p>=T
(Relacje | i T sa zeroargumentowe.) array : Int — x array jest konstruktorem typu
Samezera(n) : array(n tablica z samych zer;
W tym modelu 11 Va(pV ra), ale 1 pV Va.ra. (n) y(n) Y
Samezera : Int — array(?) tak sie nie da. ..
Fakt (Schemat Grzegorczyka)
Jesli w modelu C wszystkie |A;| sa takie same, to Samezera : Mn:Int. array(n)
CIFVa(y Vv p(a)) — o VvV Vap(a).
Typy zalezne (Dependent types) Typy zalezne (Dependent types)

M : array(n) M jest tablica rozmiaru n;
P(a1,...,a,) — a type that depends on the choice of
array : Int — x array jest konstruktorem typu individual values aq, ..., a,.
Samezera(n) : array(n) tablica z samych zer; VaP(a) — a type of a function that turns an arbitrary
value a into something of type P(a).
Samezera : Int — array(?) tak sie nie da. ..

Samezera : Vn:Int. array(n)



Rachunek lambda

Fr=M:p

(1) M= (AaM):Vap

(ag FV(I))

[FM:Vag

(vVE) [E (Mt) : pla:=t]

(Aa.M)t =5 Mla = t]



Logika intuicjonistyczna

Wyktad 12a

24 maja 2012

Semantyka Kripkego

c,olbrty...t, = Ac o0 rty...t, (klasycznie);
c,olF L

c,olbpVvy = colkplubc, olk;
c,olFpANY = c,ol-yporaz c ol
c,olFp—1Y = jeslic<cic,olFp tod, ol y;
c,olF3Jap = c,pla— a]lF ¢, dla pewnego a € A;

c,o0lFVap = jeslic<ciae€ Ay, to ', plar a]lF ¢

Semantyka Kripkego

Model: C=(C,<,{A.|ceC})

Dla ¢ < d € C struktura A, zawiera si¢ w Ay, tj.
— no$nik |A¢| jest podzbiorem |A,[;
— relacje w A, s3 podzbiorami relacji w Ay;

— funkcje w A, s3 obcieciami funkcji w Ay.

Twierdzenie o petnosci

Lemat 1: Jeslic,olFpic<c toc, ol .

Lemat 2: c,plFypla:=t] < c,olar [t],]IF .

Twierdzenie: ) & [ )

Dow6d: (=) Indukcja. (<) Metoda statych Henkina.



Lemat Henkina

Definicja: Zbiér formut I jest pierwszy (ze wzgledu
na sygnature L), gdy:
» [V implikuje ' ¢ lub T 1),
» [+ Jay(a) implikuje I - ¢(s), dla pewnego s € L.

Lemat: Niech I ¥ ¢ (gdzie I', o w sygnaturze £) i niech S
bedzie nieskofnczonym zbiorem nowych statych. Istnieje
zbiér ', pierwszy nad LU S i taki, ze [ C " oraz " ¥ .

Zat.: T F o, S nieskonczony zbiér nowych statych.
Teza: [ C T ¥ ¢, zbiér I pierwszy zwn LU S.

Dowdd: Numerujemy jako &, wszystkie formuty nad LU S.

Definiujemy taki cigg zbiorow =T C Ty CT5. .., ze:
(1) T, ¥ ¢ (2) T, uzywa tylko skoficzonego podzbioru S.
Majac I',,, wezmy najmniejsze takie m, ze [, = &, ale:
A) &n=Fay(a) i T, ¥ Y(s), dlase S, albo:
B) ém=v VO i T, FYil,Fo.
Jesli takiego m nie ma, to ;1 =1T,.
Jesli (B), oraz I, U{¢} ¥ o, to T, =T, U{v}.
Wpp. T, U0} ¥ ¢ i Tppy = ,U {0},

Zat.: T F ¢, S nieskonczony zbiér nowych statych.
Teza: [ CT'F ¢, zbiér [ pierwszy zwn LU S.

Dowdd: Numerujemy jako &, wszystkie formuty nad LU S.
Definiujemy taki cigg zbiorow =T CT; CT,. .., ze:

(1) T, ¥ ¢ (2) T, uzywa tylko skoficzonego podzbioru S.
Majac I,, wezmy najmniejsze takie m, ze I, F &, ale:

A) &m=3Fay(a) i T, ¥ Y(s), dlaseS, albo:

B) €m=1VD i ToFil, Ko
Jesli takiego m nie ma, to ;1 =1T,.
Jesli (A), to My =T, U{9(s)}, gdzie s jest nowe.
Gdyby ', U{¢(s) F ¢, to T,U{3av(a)} F ¢, czyli T, F .

Zat.: T F ¢, S nieskonczony zbiér nowych statych.
Teza: [ CT'F ¢, zbiér [ pierwszy zwn LU S.

Dowdd: Mamy ciag T =Ty C T Cly... Fo.
Wtedy I" = |, ['n ¥ . Czy zbiér I jest pierwszy?
Przypusémy, ze 'y V) =&, ale T7 F ), TV F 9.
Wtedy I, F &, dla pewnego n.

Formuta &, jest najdalej m-ta w kolejce,
zatem na pewno I,y E ¢ lub Ty, 0.

Przypadek 3 jest podobny.



Model ze statych Lemat: (A,n),0lFy & AR

Niech @ =50 € 51 € 5 € ..., gdzie 511 — Sy nieskoficzone. Dowdéd: Indukcja zwn 1. Przyktadowe przypadki:

Definiujemy model Kripkego C:

— Stany, to pary (A, n), gdzie A pierwszy zwn LU S,,. (Y = o — 3, czes¢ =) Wystarczy udowodnic, ze A, a = 3.
Jedli nie, to AU {a} C A" ¥ (3, gdzie A’ jest pierwszy

~ Porzadek (A, n) < (N, m), gdy A € M oraz n < m. ze wzgledu na LU S, ;1. Z zatozenia indukcyjnego mamy
— Struktura A, dla ¢ = (A, n) to model z terméw dla LU S,,, (A’;n+ 1) IF . Poniewaz (A, n) < (A’;n+ 1), wiec takze
w ktorym rA = {(t,...,t,) | AFrty.. . t,}. (A',n+1)IF 3, skad A’ + 3 z zat. ind. Sprzecznos¢.

— Wartosciowanie o(a) = a. Wtedy [t], = t.
(p = Jaa(a), czes¢ <=) Wynika z pierwszosci.

Lemat: Dla formut sygnatury LU S,:

(A ), ol o Ak (1 =aV 3, czes¢ <) Woynika z pierwszosci.
Y n 7 Q .

Lemat: (A,n),0lFy & AR Dowdd petnosci

Dowdéd: Indukcja zwn 1. Przyktadowe przypadki:

(1 =Vaa(a), czes¢ =) Jesli A ¥ Vaa(a), to A ¥ «a(a),

wiec takze A ¥ «(s), gdzies € S,.1 — S, Przypusémy, ze I ¥ . Jest [ C A, pierwszy zwn LU Sy,
Niech A C A’ pierwsze zwn LU S5 i A" ¥ afs). i taki, ze A¥ . Z lematu

Z zatozenia indukcyjnego wynika (A’, n+ 2), 0 ¥ a(s), (A,n), ok & AR

sprzecznosc. wynika, ze (A,1), 00 o. Ale (A1), 01T, bo T C A.
(1 =Vaa(a), czes¢ <) Niech A F Vaa(a) i niech Zatem [ ¢.

(A, n) < (A’;m). Skoro A C A, to nadal A’ - Vaa(a),
skad A’ F «a(t), dla dowolnego t. Z zatozenia indukcyjnego
wynika (A, m), o IF a(t), czyli (A, m), gla — t] IF a.

| o to chodzi.



Rachunek lambda Typy egzystencjalne?

(V1)

Fr=M:p
£ (ag FV(T) e
M= (XaM):Vay (HI)FFII_IYM?][ 3_3 ;]

[FM:Vag

(vVE) [E (Mt) : pla:=t]

Fr-M:dap T,y:oFN:9Y

Frlet o= Min g 27 Vo)

(3E

(Aa.M)t =5 Mla = t]

Typy egzystencjalne = abstrakcyjne Curry-Howard
[M. t] : Jap(a) — konkretna implementacja
let [y:p(a),a] = M72#@) in N¥ : ¢ Theorem

A first-order formula o is intuitionistically valid if and only if

— uzycie danej impl tacji M w kontekscie N. :
uzycie danej implementacji Mhw kontekscie there exists M such that - M : a.

Redukcja: let [y:p,a] = [M,t] in N =3 N[a := t][y .= M|

Warning: A normal inhabitant Ax:Vaa.[xb, b] of Yaaw — Jaa
Array = Jn.array(n) has free variable b.

Suma : Array — int

Append : Array — Array — Array



Wycieranie zaleznosci z typéw Wycieranie zaleznosci z terméw (1)

o K(x¥) = x"(®)
o k(Ax:p.M) = Ax:k(p).k(M)
MN) = k(M)x(N)

(
(
(
o £((M,N)) = (&(M), 5(N))
(
(
(i
(

(]
X

o x(mi(M)) = mi(r(M))
e x(inl M) = inl k(M)
e x(inr M) = inr k(M)

e r(case Mof[x]P,[y]Q) = case x(M) of [x]x(P), [y]x(Q)

Wycieranie zaleznosci z terméw (2) Silna normalizacja

Lemat: Jesli M —5 M’, to k(M) - k(M'), z wyjatkiem

o rk(Aa.M) = k(M). redukgji ,,indywiduowych” (gdy redeks (Aa.N)t zamieniamy
na N[a := t]). Wtedy k(M) = k(M').
o k(Mt) = k(M).
o 5([M, t]) = K(M). Na przyktad:
k(let [y:p,al = [M, t] in N) = (Ay. x(N))x(M
o r(let [y:p,a] = M in N) = (Ay:s(p).k(N))x(M). (et b [H /i](I\?)[y):: ,E(Ayﬂ)] (: l;)(l\S[a):: tly :== M))

Lemat: Jesli T+ M : o, to T F k(M) : k(). Lemat: Kazdy ciag redukcji indywiduowych jest skoriczony.

Dowéd: Maleje liczba lambd.



Silna normalizacja Postaci normalne

Lemat:Let M be a term in normal form without free proof
variables. Then:

0) M is not of type L.
Twiedzenie: Termy dla logiki pierwszego rzedu maja 1) IfM: oV then M =in; N, for some i and N.
wtasnos¢ silnej normalizacji. 2) If M : 3ap then M = [N, t] for some N, t.

Dowaod: Jesli M1 — M2 — -+ to K(Ml) —» K',(M2) e . .
Whioski:
Nieskonczenie wiele razy zachodzi ,prawdziwa” redukcja.

» Logika pierwszego rzedu jest niesprzeczna (¥ L).

» Jesli =V, to F @ lub 1.
» Jesli - 3ap, to - pla = t].

Semantyka algebraiczna Semantyka algebraiczna

Znaczenie formuty ¢ w H-strukturze: [¢]; € H.

[r(tr, . ta)le = rA(C(1), - -, C(t));
[ — Ble = Int(~[a]c U [Ble):

[o v B]c = [e]c U [8le:

[o A Bl = [ele N [Ble:

[L]c = 0;

[Fa ] = supacalelcla—al

[Vaele = infacal@lcaal

Piszemy A, = ¢, gdy [¢]c = 1x.

Definicje:

Algebra Heytinga jest zupefna, wtw, gdy kazdy podzbiér ma
kres gérny i dolny.

Niech H — (zupetna) algebra Heytinga. Wtedy H-struktura
nazywamy twér postaci A = (A fA g ... rA A ),

gdzie rA: A" — H, A A™ — H,. ..

(Relacje rozumiemy jako funkcje o wartosciach w H.)



Twierdzenie o petnosci

Twierdzenie:

1) Jedli T, to T = .
2) JesliT =, to T F .

Dowéd: (1) Indukcja.

(2) Budujemy algebre formut L£r. W tej algebrze zachodzi:

[Vaa(a)]. = infJa(t)]~ oraz [Jaa(a)]. = supfa(t)]~

W algebrze terméw A niech r(ty, ..., t,) = [rty ... to]~.
Wtedy A jest Lr-strukturg i [¢]i4 = [¢]~ dla kazdego .

JesliT = o, to [¢]ia =1 i dobrze. .. 77

Nie bardzo: algebra Lr nie musi by¢ zupetna.

Kontrprzyktady topologiczne

H=0(R), A=N- {0}

Przyktad 1: —=Va(raV —ra)

Relacja: r(n) = R — {w,}, gdzie Q = {{w; | i € N— {0}}.

Przyktad 2: Va(pVra) — pVVara

Relacje: r*(n) = (—oo,—%) U (l,oo), pt = (-2,2).

n

Uzupetnianie algebr Heytinga

Twierdzenie: Niech H — algebra Heytinga. Istnieje taka
zupetna algebra Heytinga G, ze:

» Algebra H jest podalgebra G;
» Jesli dla B C 'H istnieje supy, B, to supg B = sup;, B,
» Jesli dla B C 'H istnieje infy B, to infg B = infy B.

Dowéd: Ideat zupetny w H to taki zbiér | C H, ze

» JesliaC bel, toacl;
» Jesli A C | ma kres gérny w H, to supy / € 1.

Jako G bierzemy zbiér wszystkich ideatéw zupetnych w H.
Whozenie i : H — G okre$lamy i(a) = al = {b | b C a}.

Zasada Markowa

Przyktad 3: Va(p V —¢) A =—Jap — Jayp

Kontrprzyktad: H = O(Q), A=N—{0},
r(n) = (=00, wa) U (W, 00),

gdzie 0 < w, € Q oraz lim,_ . w, =0.

Fakt: Zasada Markowa jest prawdziwa w O(R)-strukturach.



Zadanie domowe:

Czy kazda formufa pierwszego rzedu, prawdziwa
we wszystkich O(Q)-strukturach, jest tautologia?



Klasyczna logika drugiego rzedu

Sktadnia: Zmienne relacyjne i kwantyfikatory VR, 3R.

Logika intuicjonistyczna
Semantyka w stylu Tarskiego: Interpretujemy zmienne
relacyjne jako relacje. Na przyktad formuta

Wyktad 14 Nat(a) = VR(¥b(R(b) — R(sb)) — R(0) — R(a))

definiuje standardowe liczby naturalne.

31 maja 2012 Whiosek: Aksjomaty Peana plus YalNat(a) definiuja
standardowy model arytmetyki z dokfadnoscia do izomorfizmu.

Whiosek: Nie ma petnego systemu wnioskowania
(bo nie ma zwartosci).

Logika drugiego rzedu w stylu Henkina Brouwer-Heyting-Kotmogorow

Semantyka (nieformalna): Interpretujemy zmienne
relacyjne jako definiowalne predykaty.
To ma sens klasycznie i intuicjonistycznie.

» A construction of VR ¢(R) is a method (function)

Reguty wnioskowania: transforming every predicate R into a proof of o(R).
M= =VRy
(V1) FFYRo (R ¢ Fv(I)) (V2E) FF o[R = Aa.0] » A construction of 3R ¢(R) consists of a predicate R

and a construction of p(R).
I ¢[R = Na. ]
r-3Ry

N=-3Re lpkvy
=

(=) (3°E) (%)

(x)  REFV(T,Y)



Wycieranie zaleznosci Dygresja: ,Program extraction”

Przypusémy, ze mamy dowdéd formuty postaci

Formuta Va(Nat(a) — 3b (Nat(b) A W(a, b)).
Nat(a) = VR(Vb(R(b) — R(sb)) — R(0) — R(a)) Ta formuta wyciera sie do typu postaci w — w A 7.
pozbawiona tresci indywiduowej wyglada tak: Dowdéd wyciera sie (w odpowiednim rachunku lambda)

do termu F : w — w A 7. Wtedy term
Aa.Fa{l} 1w —w

w=Vvr((r—r)—r—r)

To jest polimorficzny typ liczebnikéw Churcha n = \fx. f"x.
Liczebnik n jest wytarciem dowodu formuty Nat(s"(0)). definiuje funkcje f o witasnosci

Va(Nat(a) — W(a,f(b))).

Zdaniowa logika drugiego rzedu Brouwer-Heyting-Kotmogorow
Sktadnia:
» Zmienne zdaniowe p, g, r, ... sa formutami; » A construction of Vpy(p) is a method (function)

» Stata L jest formuta; transforming any proposition P into a proof of ¢(P).

> Jesli i 3 5 forrr.m’raml/, _ » A construction of 3pyp(p) consists of a proposition P
toa— 4, aV3iaAf sy formutami; and a construction of (P).

» Jesli v jest formuta i p jest zmienng zdaniowa,
to Vp a i dp a sa formutami.



Naturalna dedukcja

Fo =Vpop
VI FVT(T VBE) —mM8M8M8
) SRV () B
[ o[p =] ) N=3dpy TokEY
i) —— J°E *
(3 F 3o (3°E) . (*)

(x)  pEFV(I,Y)

Sita wyrazu: suma/alternatywa

x€EAUBSVYP(ACP -BCP—xeP),

A(x)VB(x) < VP(Vy(A(y)—P(y)) — Yy(B(y)—P(y))—P(x)).

oV 1 =Yp((c —p)— (T —p)—p)

Dwa slogany

» Full comprehension: Propositional variables range
over all formulas:

Ip(p < p)

The meaning of p in Vp p can be Vp ¢y itself.

» Impredicativity: The meaning of Vp ¢ is defined by
a reference to a domain to which Vp ¢ itself belongs.

Sita wyrazu: iloczyn/koniunkcja

x€EANB&VPVz(zeA—zeB—z€P)—xeP).

oANT=Vp((c =T —p)—p).



Sita wyrazu: zbiér (typ) pusty czyli fatsz

X €Y & YP(x € P).

1L =Vpp

Polymorphic types

» Basic idea: Vp.p — p is a type of a generic identity.
» Church style (explicit polymorphism):

» Generic identity | admits a type argument.

» The application Ir is of type 7 — 7.
» Curry style (implicit polymorphism):

» Generic identity | has all types 7 — 7 at once.

Sita wyrazu: kwantyfikator szczegétowy

xel| JA, & VQ(VP(A, C Q) —x<€Q)

p

Jpo =VYq(Vp(c — q) — q).

Girard's System F (Church style)

Mx:p)Fx:p
Mx:p)FM: 9 rTEM:p—y TEN:p
e (AxcpM) o — = (MN): ¢
Mr=M: r=mM:v
C (p g FVT(D) i
M= (ApM):Vpop [ MY p[p =1



Girard's System F (Church style) Semantyka Kripkego

Model C = (C,<.{D.|ce C}).

Mx:p)Fx:p
. - .. .
Mx:o) b M- o (EM:ip—o TEN:o Zbiory D. C P(C) spetniaja warunki
—jesli c < d, to D. C Dy;
M O M) o — o [+ (MN) ;o Jesh e = 6, 10 He = L,
—jeslide X e€D.orazd <d', tod € X.
M : =M :Vpy . : :
1 (p € FVT(IN)) Py WartoSciowanie dopuszczalne dla ¢ w stanie c:
= (ApM):Vp = M3 :plp =0
(Ap M) :Vpo #lp =] v(p) € Dc , gdy p € FV(p)
Wymuszanie Kompletny model
c,viFp = cev(p) . . o
Znaczenie formuty ¢ w stanie ¢, przy wartosciowaniu v:
c,vIiF L; , , ,
lele ={c" | c < oraz ¢, v IF ¢}
c,viFovy = cviFplubc, vIFy;
cvibond = cvlkporazc, vk Model jest kompletny, gdy zawsze [¢]. € D,
c,viFp—1 = jeslic<cicd,vikp tocd,vIFg;
Fakt: Model C jest kompletny wtw, gdy dla kazdego ©:
c,vIF3dpy = ¢, v[p—X]IF ¢, dla pewnego X € D; J pIEEY 8 8o

ClF3p(p < ¢).
c,vIFVpy = jeSlic < i X €Dy, toc,v[p—X]IF .



Petnos¢ Kripkego

Piszemy I o, gdy C IF ¢, dla kazdego kompletnego modelu C.

Twierdzenie: Warunki ¢ i Iy sa rownowazne.

Rachunek lambda z Vi 4

r=M: «a " =M : ¥pa(p)
FF ApM - Vpa [ M5 a(8)

= M: a(B)
M= 16, M]: 3pa(p)

F'eM:3palp) T,x:alp)bE N~y
[+ unpack M as x : a(p) in N : ~

(**)

(*) p not free in [ (**) p not free in I nor v

Semantyka Heytinga

W zupetnej algebrze Heytinga:

[3p ¢lc = supnerlelcip—n

Ve e = infhere]co—m

Fakt: Jesli F ¢, to = ¢

Hipoteza: [ na odwrét.

Reductions

Beta:
(ApM)B = Mlp := ]
unpack [3, M]?P(P) as x:a(p) in N7 = N[p := ][x := M].

Permutations:
elim(unpack M as x:« in N) =

= unpack M as x:« in elim(N)



Normal forms Suffixes

Introductions:  Ax:7. N, ApN, (N, Np), ini(N), [r, N]; > 7€ 5(7);
» If a — € S(7) then g € S(7);
Proper eliminators: ~ x, PN, P, P{i}; » If aAp € S(7) then o, 5 € S(7);

Improper eliminators: €,(P), case P of [x]N; or [y]N,, > If Vpa € 5(7) then afp := ff] € 5(7), for all types (.
unpack P as x:oin N,

[N — normal form, P — proper eliminator] Len'lm.a: If.r, x:7H P:o,and P is a proper eliminator
beginning with x, then o € S(7).

Targets Warning

Below, the symbol A stands for the set of all atoms.
With bound targets anything can be a suffix:

» T(L)={L} and T(p) = {p}, for a type variable;
> T(a— B)=T(B) xTM? : 7, where x : Vp(y — p).
» T(aoB)=T(a)U T(B), for o € {A,V};
A if p € T(0): Dangerous case: Vp ¢ with p € T(p).
> T(vpa) = { T(«), otherwise;
Good news: either T(7) = A or T(7) C FV(7).
A, jesli T(a) = A;
» T(3pa) = T

(o) — {p}, w przeciwnym przypadku.

Lemma: IfT t a, where a is an atom (a variable or L)
thenae T(IN), or Le T(MN) and T+ L.



Splits

A suffix is weak when it is of the form oV 8 or Jp .
An indirect target is a target of a weak suffix.

Lemma: Assume that T+ C and T ¥ L. Then there exists
a “split” T'+3p(oy V.-V a,) such that, for all i,

» targets of o; are either in p or are indirect targets of T;

> [Lo ¥ L;

» there is a constructor or a proper eliminator N; with
F, gj F N,' . < .

(A split can be trivial: Ipp.)

Separation of second-order

Corollary: The universal quantifier is not definable from
the other connectives in the intuitionistic second-order
propositional logic: there is no formula o without ¥
such that + o < Vp(pV —p).

Proof: Immediate from the Lemma, as Vp(p V —p) ¥ L.

Separation of second-order

Lemma: If F o — Vp(p V —p), and ¥ does not occur in «,
then - o« L.

Proof: From a F Vp(p V —p) it follows that o F p vV —p for p
not free in «, in particular for p fresh.

There is a split « - 3p(01 V -+ - V 0,) with a,0; = P; - pV —p,
where all P; are either introductions or proper eliminators.

Since p is not a target at the lhs, proper eliminators are
excluded, so either a, o; = p or a, o; = —p, for each i.

As p is not free at lhs, either a,0; - Vpp or a,0; F Vp —p,
in other words, a,0; = L, for all i. Therefore o - L.

Existence property

Lemma: IfT = 3pB(p) and I contains no quantifiers, then
= B(oy) V-V B(on), for some o, ..., 0p.

Proof: Induction wrt the length of a normal proof. The only
interesting case is I - case P7Y of [x]@Q or [y]R : 3p B(p)
where we apply induction to @ and R obtaining

r/y + 5(01) VeV ﬁ(o-n) and r75 - ﬁ(o-n—&-l) VeV 6(0-"7)'
Clearly, T - B(o1) V- -+ V B(om).



Separation of second-order proof continued

Corollary: The existential quantifier is not definable from ; o FV(o).

the propositional connectives in the intuitionistic second-order (...) for some o with g # FV(0):

propositional logic: there is no propositional formula o such (p—(-qVvq)—p, p—(-cVo)kp.
that - < 3q((p — (=g V q)) — p)-

. A -fal f i liminator of t 1.
Proof: Write ﬁ(p, q) for (p R (—|q Y q)) . p, and assume n ex-talso proot requires a proper eliminator ot type

that - o — 3 3(p, q). Then ar+ B(p,01) V-V B(p, o), A proof by case-elimination requires a shorter proof of p.
whence 3(p, q) = 8(p,01) V -+~ V B(p, 7). if g not in o;. So the shortest proof is by proper elimination. Then

No suffix of 3(p, q) is disjunction, so the proof is introduction,

p— _‘qvq - p, p— _‘O'VO',pl_—\q\/q'
and we have §(p, q) - B(p, o), for some o, that is, ( ( ) ( )

and therefore also o Vo, pF-qVgq.
(p—(=qVaq))—p, p—(-oVo)kp.

proof continued Nierozstrzygalnos¢

Theorem 1 (M.H. L&b):

(.) —oVo, pF-qgVaq. There is an effective (Logspace) reduction from the
intuitionistic first-order logic to second- order propositional
Since —o V o, p ¥ L, we have a split intuitionistic logic.

—~oVao, pk3r(o1V---Voao,) Question: Does it hold with function symbols?

-ocVao, p, ojiF—qgVaq.
, ) Whiosek: Zdaniowa logika drugiego rzedu jest
As q is not a target, =o'V 0, p, 0; I~ ~q, for each J. nierozstrzygalna (wystarczy {¥,—} lub {3, —,V, A\, —}).
But then =0 V o, p F —q - contradiction.

Uwaga: Fragmenty {3, A, -} i {V,3,\,—~} sa rozstrzygalne

(Tatsuta, Fujita i inni).
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Coding of first-order logic

Coding of first-order logic

Goal: Reduce first-order logic (no terms) to propositional
second-order logic.

Idea: Translate every formula ¢ to a formula 3, replacing
each atom P(a, b) by a certain formula p(a, b). Prove that
[ F o in first-order logic iff [ - in second-order logic.

Difficulty (in <): An universal assumption x : Vap(a) in T
can be instantiated as x7 : ¢(A) where A is an ad hoc type.
That can be used to play dirty tricks.

Solution: Use bounded quantification Yavy) = Va(l(a) — v),
where U(A) holds (almost) only for individual variables.

Definitions:

> A=A — e

> pag = (A*—p1) — (B*—p2) — p;

» p(A,B) =pag V *;

» U(A) is the conjunction of all types of the form
(A* —pj))—o and A®—v.



Representing individual variables Uniqueness

Recall that Z/(A) is the conjunction of all types of the form Lemma: Assume that no individual variable nor e, L, pj, g
(A* —pj) —oand A* — v arein T(I). If T,A*Fa* and T,A*—p; Fb*—qj
and p(A, B) = ((A*—p1) — (B*—p>) — p) V % thena=b, p=qandi=}.

Proof: From I', A* I~ a® we obtain I', a®* — p; - A®* — p;.
Therefore ', a®* — p; F b* — q; and thus

Def: A variable a represents type A in I iff the conditions _
[, x:a®* — p;, y:b*F N:qj, for some normal form N. Since

A&, A* —pi Fa* —pi qj, L & T(I'), we must have q; = p;. Similarly p; & T(T, b°),
so we have I,a®* — p;,b*F a% ie., [a* —p;,b— e al e
hold for every relation symbol P and every i € {1,2}. We conclude that ', a* — p;, b — e,a+ b. The only
: individual variable in T(T, a* ivb ,a) is a, so it must
(Note that this suffices e.g., for ' - p(A, B) < p(a, b).) |bne l\;:euczs\e/a{}lgtzli b( a —pib—ea)isa soit mus
Reducing arbitrary types to variables No surprise possible

Fact: Under some conditions on I (like that o and v only
occur in some U(a)’s) if T = U(A), then there exists Lemma: Assume that A satisfies some conditions (such as A
a unique individual variable a representing A in T. only consists of formulas B(A), U(a), pcp, and all such C, D

_ are represented by ind. variables).
Proof: We have I' - (A* — v) A A{(A®* — pi) — o | all p,i}.
Targets o and v must come from some U(a)’s, perhaps
different. In every component of a certain split we have
I, A® o, a°, for some a, and in some other split we have
[LA* — pi,71 - b* — qj. But then p; =gqjand a= b,
by the previous Lemma applied to I', o, 7.

If At pag, where A and B are represented in A by individual
variables then there is pcp € A such that A and C are
represented in A by the same individual variable, and similarly
for B and D.



Definitions: Main result

For first-order X:

T — (B¢ eThu{U(a) ] ac FV(T)). Main Lemma: Under some conditions on T, if T - $(A) with
[+ U(A) for each A € A, then |I'| + (&), in first-order logic,

For second-order ', consisting ony of B(A), U(a), pcop where 3 represent A in I

M| = {x(3) | @(2) €T, for some A and 3 represent A in rn Proof: Essentially routine induction.

Note that [¥] = ¥ Therefore: If X @ then L | .

Conclusions

Theorem 1:

There is an effective (Logspace) syntactic reduction from the
intuitionistic first-order logic to second- order propositional
intuitionistic logic.

Question: Does it hold with function symbols?

Theorem 2:
The Y/-free fragment {3, —,V, A\, =} of second-order

intuitionistic propositional logic is undecidable.

NB. Fragments {3, A, =} and {V, 3, A, —} are decidable.
(Tatsuta, Fujita and others)



