
Egzamin z logiki intuicjonistycznej, 21 czerwca 2012

1. Dla nast¦puj¡cych formuª wskaza¢ kontrprzykªady w modelach Kripkego i kontrprzykªady

w algebrach Heytinga:

(a) (¬p→ q ∨ r)→ ((¬p→ q) ∨ (¬p→ r));

(b) (q ∧ r → ¬p)→ ((q → ¬p) ∨ (r → ¬p)).

2. Rozpatrzmy nast¦puj¡ce schematy aksjomatów:

(A) ∀x(ψ ∨ ϕ(x))→ ψ ∨ ∀xϕ(x);
(B) (∀xϕ(x)→ ψ)→ ∃x (ϕ(x)→ ψ);

(C) ∃x(ϕ(x)→ ∀yϕ(y)).

Czy w logice intuicjonistycznej pierwszego rz¦du rozszerzonej o jeden z tych schematów

mo»na udowodni¢ który± z pozostaªych?

3. Dla nast¦pujacych formuª logiki zdaniowej drugiego rz¦du znale¹¢ (intuicjonistycznie)

równowa»ne formuªy bez kwanty�katorów:

(a) ∃p ((q → p)→ q);

(b) ∃p (((q → p)→ p)→ r);

(c) ∀p (q ∨ (q → p));

(d) ∃p (q ∨ (q → p)).



Wskazówki do rozwi¡za«

1: Kontrprzykªady Kripkego s¡ na rysunku. Strzaªki oznaczaj¡ relacj¦ ≤ w zbiorze stanów.

Zaznaczono wszystkie zmienne zdaniowe wymuszone w poszczególnych stanach.
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Kontrprzykªady Heytinga wybierzemy w algebrze otwartych podzbiorów prostej. W cz¦±ci 1a

niech v(p) = (−∞, 0), v(q) = (0,∞)− { 1
2n | n ≥ 2}, v(r) = (0,∞)− { 1

3n | n ≥ 2}.
W cz¦±ci 1b we¹my v(p) = R, v(q) = (−∞, 0), v(r) = (0,∞).

2: Schematy (B) i (C) s¡ równowa»ne. W schemacie (B) mo»emy przyj¡¢ ∀xϕ(x) jako ψ
i otrzymamy (C). Mamy te» oczywiste wynikanie ϕ(x)→ ∀xϕ(x),∀xϕ(x)→ ψ ` ϕ(x)→ ψ,
a wi¦c (C) po prostu implikuje (B). Dalej, z paradoksu pijaka (C) wynika schemat Grzegor-

czyka (A). Mamy bowiem ϕ(x0) → ∀yϕ(y), ψ ∨ ϕ(x0) ` ψ ∨ ∀yϕ(y). Natomiast schematy

(B) i (C) nie s¡ konsekwencjami (A), bo (B) ma kontrprzykªad o staªych dziedzinach (prosta

adaptacja rozwi¡zania 1b).

3a: ¬q → q czyli ¬¬q (bo ` ¬q → (q → p)); 3b: q → r (bo z jednej strony q ` (q → p)→ p,
a z drugiej ` q ↔ (q → q)→ q); 3c: q ∨¬q (bo z jednej strony ¬q ` q → p, a z drugiej strony

mo»na przyj¡¢ p := ⊥); 3d: > (bo wystarczy p := q).
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