Egzamin z logiki intuicjonistycznej, 21 czerwca 2012

. Dla nastepujacych formut wskaza¢ kontrprzyktady w modelach Kripkego i kontrprzyktady
w algebrach Heytinga:
(a) (p—=qVvr) = ((tp—= @V (-p—7));
(b) (g Ar—=p) = ((g—=—p)V(r—-p)).
. Rozpatrzmy nastepujace schematy aksjomatow:
(A) Va(y vV p(x)) = PV Ve p(z);
(B) (Vzp(z) = ) = Fz (p(x) = 9);
(C) Fz(p(z) = Vyp(y))-

Czy w logice intuicjonistycznej pierwszego rzedu rozszerzonej o jeden z tych schematow
mozna udowodnié¢ ktorys z pozostatych?

. Dla nastepujacych formul logiki zdaniowej drugiego rzedu znalezé (intuicjonistycznie)
réwnowazne formuty bez kwantyfikatoréw:

(a) 3p((¢ = p) = @);
(b) Ip(((g = p) = p) = 1);
(c) Vp(qV (g —p));
(d) 3p(qV (g —p)).



Wskazowki do rozwiazan

1: Kontrprzyktady Kripkego sg na rysunku. Strzatki oznaczaja relacje < w zbiorze standéw.
Zaznaczono wszystkie zmienne zdaniowe wymuszone w poszczegdlnych stanach.
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Kontrprzyktady Heytinga wybierzemy w algebrze otwartych podzbioréw prostej. W czedci 1a
niech v(p) = (=00,0), v(g) = (0,00) = {gx [ n>2}, v(r) = (0,00) = {gs | n >2}.
W czesei 1b wezmy v(p) =R, v(q) = (—00,0), v(r) = (0,00).

2: Schematy (B) i (C) sa rownowazne. W schemacie (B) mozemy przyja¢ Vz p(z) jako ¢
i otrzymamy (C). Mamy tez oczywiste wynikanie p(z) — Vr ¢(x),Vz p(z) = ¢ = ¢(x) — 9,
a wiec (C) po prostu implikuje (B). Dalej, z paradoksu pijaka (C) wynika schemat Grzegor-
czyka (A). Mamy bowiem ¢(zg9) — Yye(y),v V ¢(xo) F ¥ V Yye(y). Natomiast schematy
(B) i (C) nie sa konsekwencjami (A), bo (B) ma kontrprzyktad o statych dziedzinach (prosta
adaptacja rozwiazania 1b).

3a: ~q — q czyli =—¢q (bo - —¢ — (¢ — p)); 3b: ¢ — r (bo z jednej strony ¢ - (¢ — p) — p,
a z drugiej F ¢ <> (¢ = q) = q); 3¢t qV —q (bo z jednej strony —q - ¢ — p, a z drugiej strony
mozna przyjaé p := L1); 3d: T (bo wystarczy p := q).



