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1. Niech H bedzie algebra Heytinga (mozna zatozy¢, ze jest to algebra formul intuicjonis-
tycznego rachunku zdaf) i niech F' = {a € H | — a = 0}. Definiujemy relacje ~:

a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy a = b € Forazb = a € F.

Prosze udowodnié, ze

(a) zbior F jest filtrem w H;;
(b) relacja = jest kongruencja w H;
(c) algebra ilorazowa H/~ jest algebra Boole’a.

2. Wiedzac, ze kazda klasyczna tautologia jest prawdziwa w dowolnej algebrze Boole’a,
prosze z poprzedniego zadania wywnioskowac twierdzenie Gliwenki.

3. Ktore z nastepujacych formut sa twierdzeniami intuicjonistycznymi? OdpowiedZ prosze
uzasadnié. (Jesli odpowiedz jest ,,tak” mozna np. poda¢ dowdd albo odpowiedni A-term;
jesli odpowiedz jest ,,nie” mozna poda¢ kontrprzyktad topologiczny, model Kripkego itp.)

@ (—g—q) = =g
b) ((==¢ = q) = ~q) = —¢;
(d) Ya(=P(a) — FbQ(b)) — YaTb(=P(a) — Q(b));

@) Yp(gV((p—q)—q)—p) —qV¥(((p —q —q) —p).

"Wskazéwka: rozpatrzyé podstawienie p := —gq.



Rozwiazania

Zadanie 1a: Warunek —a = 0 oznacza tyle co Vz(x Ma = 0 — x = 0). Jesli a,b € F oraz
xMNaflb=0towtedy xMa=0,bobe F,idalejx =0,boa € F.JeSlia € Foraza < bto
x b > xMa,jesli wigc x Mb = 0 to tym bardziej x Ma = 0, wigc x = 0. Ponadto F' # (), bo
—1 =0, a wigc F jest filtrem.

1b: Niech a ~ @’ oraz b =~ b'. Chcemy pokazac, ze —a =~ —a’ oraz aob = a' oa’ dla kazdego
dziatania o € {1,J, =}. W tym celu potrzebne sa nam takie nieréwnosci, prawdziwe w kazdej
algebrze Heytinga, a oczywiste w algebrze Lindenbauma:

e a=d < —d = —a

e (a=d)NN(b=V)<(aNb=dNV¥);

e (a=d)NN(b=V)<(aUb=dUV);

o (d=a)N(b=V))<(a=0b) = (a=0V).

Jesli lewe strony tych nieréwnoS$ci naleza do filtru, to prawe strony tez i to juz caty dowdd.

1c: Aby pokazaé, ze H/ jest algebra Boole’a, trzeba sprawdzié, ze a Ll —a ~ 1, dla dowol-
nego a, inaczej méwiac, ze a Ll —a € F. Przypusémy wigc, ze « M (a LU —a) = 0. Wtedy
zMNa=xzMN—a=0czyliz < —qgorazx < — —a.Stadz < (—all——a)=0.

Zadanie 2: Jesli H jest algebra Lindenbauma i « jest klasyczng tautologia, to « jest spetniona
przez trywialne warto§ciowanie w H/~, zadane wzorem v(p) = [[p|~]|~. To warto$ciowanie ma
te wlasnosé, ze [o], = [[a]~]~, gdzie [a]. oznacza element algebry Lindenbauma wyznaczony
przez formule « (klasg abstrakcji ze wzgledu na intuicjonistyczng rownowaznos¢ formut. A wigc
mamy |o. =~ 1 czyli [o]. € F. Jeszcze inaczej, - —a — L czyli - ——a.

Zadanie 3a: Twierdzenie. Réwnowazno$¢ to koniunkcja dwdéch implikacji, wige A-term reprezen-
tujacy dowdd tej formuty jest para (A\x ™9\ \y ™. y(xy), \e 7 IA\y "% g,(zy)).

3b: Twierdzenie. Inhabitantem jest term Ax(""70 =70 )\ya z(\z77 ).

3c: Nie twierdzenie. Jako kontrprzykiad mozna poda¢ model Kripkego o 4 stanach uporzad-
kowanych tak, ze ¢y < c¢; < 9 oraz ¢y < c3, ale c3 jest nieporéwnywalne z ¢; 1z co. W tym
modelu p jest wymuszone tylko w stanie c;. Wtedy c3 IF —p, i mamy ¢y ¥ —p V ——p. Poniewaz
¢1 IF ——p, wige =—p — p jest wymuszone tylko w ¢y i ¢3. Zatem ¢ IF (——p — p) — pV —p.

3d: Nie twierdzenie. Rozpatrzmy dziedzing D = {1, 2} i algebre otwartych podzbioréw R?.
Zinterpretujmy B(1) jako I éwiartke ptaszczyzny, B(2) jako III ¢wiartke, a P(1) i P(2) jako
sume 111 IV ¢wiartki. Wtedy lewa strona to cata ptaszczyzna, a po prawej stronie brakuje punktu
(0,0).

3e: Twierdzenie. Podstawiajac p := —q i korzystajac z czgsci (3a—3b) widzimy, ze z lewej
strony implikacji wynika ¢V —¢q. A zatem dowdd naszej formuty mozna zapisa¢ z pomoca termu:

A\r"P(@V®) case x:(~q) of [ul]inleft(u)
or [w® Jinright(Ap. case zp of [s9]eq(w(Az7977 s)s)
or [r]r)

gdzie uzyto skrétéw a = ((p — ¢) — ¢) = pid = alp:=—q| = ((=¢ — ¢) — ¢) — ¢



