1. zadania, rozdziat pierwszy

zadanie 1.21. Niech X, 7 bedzie przestrzeniq topologiczng. Pokazaé, Ze dla A, B C
X zachodzi
AUB=AUB.

Dowdéd. Rozwiazanie polega na kilkakrotnym zastosowaniu waznej zasady, ktora
moéwi ze operacja domkniecia jest zgodna z zawieraniem, czyli:
MCN-—MCN.
Mamy A C AU B, zatem

(1) ACAUB.
Analogicznie
(2) BCAUB.

Z zawierani (1) i (2) wynika, ze
(3) AUBCAUB
Pozostaje udowodnié, ze AU B O AUB. Jest oczywiste, ze AU B O AUB.

Teraz mozemy zastosowac operacje domkniecia po obydwu stronach i otrzymujemy
zawieranie

AUBDAUB.

Ale domkniecie zbioru domknietego jest tym samym zbiorem, zatem AU B =
AUB, mamy wiec rowniez zawieranie

(4). AUBDAUB
Zawierania (3) i (4) natychmiast implikuja dowodzona, réwnosé.

komentarz 1.1. Zwiqzek zawierania topologii z zawieraniami kul dla przestrzeni
metrycznych.

Przypusémy, ze na zbiorze X mamy zadane dwie metryli d; i do. Te metryki
zadaja dwie topologie, 77 i 7. Jezeli

(1) VeexVr>o0 Ba,(z,7) C Ba,(z,7),

to

(2) =

Jak wida¢, zawierania dla kul sa skierowane w odwrotna strone niz zawierania dla
topologii.

Oczywiscie warunek (1) jest dostateczny ale nie jest konieczny do tego, zeby za-
chodzilo zawieranie topologii (2). Warunek konieczny i dostateczny wyglada w
nastepujacy sposob:

(11) VmeXVr2>03r1>0 Bd1 (LL', Tl) - de (LL', T2)'
Woéweczas, tak jak w (2) mamy

T 27T,
Bardziej potocznym jezykiem: jezeli chcemy stwierdzié, ze topologia 73 jest zawarta
w topologii 77, to musimy sprawdzi¢, ze w kazdej kuli wedtug metryki ds da sie
upchnaé¢ kule o tym samym $rodku ale byé¢ moze mniejszym promieniu wedlug
metryki dy.



przykiad 1.2.

Na zbiorze C[0,1] funkeji ciagltych na odcinku domknietym rozpatrujemy dwie
metryki dsup (metryka zbieznosci jednostajnej, opisana w skrypcie w zadaniu 1.6)
id;, gdzie d;(f,g) = fol |f(t) — g(t)|dt. Czy zachodzi zawieranie topologii w ktdras
strone?

Jest oczywiste, ze dla kazdych dwéch funkcji f, g zachodzi nieréwnosé

dz(.ﬁ g) < dsup(fv g)'

w takim razie zachodza tez zawierania kul w przeciwna strone (to latwo za-
pamietaé: jezeli mierzymy odleglo$¢é np. w calach, to wyjdzie nam mniej niz gdy
mierzymy odleglos¢ w centymetrach, wiec metryka calowa daje odleglosci mniejsze
niz metryka centymetrowa. natomiast kula o promieniu 10 cali jest oczywiscie
wieksza od kuli o promieniu 10 centymetréw):

Bl(f, 7’) 2 Bsup(f7 T)'

Wobec tego zachodzi zawieranie topologii w strone przeciwna niz zawieranie kul, a
w te sama co nieréwno$é¢ dla metryk:

Tsup 2 T

A co z zawieraniem topologii w odwrotna strone? Inaczej: czy w kazdej kuli wedtug
metryki supremum mozna upchnaé¢ kule o tym samym srodku i by¢ moze mniejszym
promieniu wedlug metryki catkowej?

Odpowiedz jest negatywna. Rozpatrzmy na przykiad Bg,,(0,1), czyli kule wedlug
metryki supremum, ktérej srodkiem jest funkcja stala zerowa. Czy w takiej kuli
da sie upchnaé¢ kule wedtug metryki catkowej, ktérej srodkiem bylaby znéw funkcja
zerowa? Oczywiscie nie, bo calka z funkcji ciagtej o nieujemnych wartosciach moze
by¢ bardzo mala, a funkcja moze na jakims niewielkim odcinku przyjmowaé bardzo
duze wartoéci. Na przyklad )

n+1

di (0, xn) =

3

podczas gdy
doup(0,2™) = 1.

Jak widaé z powyzszego, funkcja ™ nie miesci sie W Bsyp(0, 1), chociaz nalezy do

B;(0, %) Inaczej méwiac: zaden, nawet bardzo maly promien r = % nie jest tak

maly, zeby zachodzilo zawieranie

Bi(0,2) C By (0,1).

3

Zatem ostatecznie
Toup 2 T
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zadanie 1.22. Niech Y C X bedzie podzbiorem w przestrzeni topologicznej (X, T).
Dla A CY domkniecie zbioru A w podprzestrzeni (Y, Ty ) oznaczamy ZY a domkniecie

. —X
w przestrzeni (X, T) oznaczamy A~ .
Udowodnié, zZe:

(A) A =A"'ny

(B). A =Y=4 =Y

Dowd6d réwnosci (A). Zgodnie z definicja topologii podprzestrzeni istnieje taki

—Y
zbiér domkniety B w przestrzeni X, ze A° = B NY. Oczywiscie wynika stad, ze
A C B. Zatem B jest domknietym w X nadzbiorem zbioru A. W takim razie

ZX C B. Skoro ZX C B, to
ACA NnYCcBnY =4"
i (po pominieciu w powyzszym wyrazu BNY)
AcA nyca’,

Ale wiemy dobrze, ze zbidr ax NY jest domkniety w Y. Stad juz natychmiast

—X —Y
wynika, ze A~ NY = A | bo pomiedzy zbiorem a jego domknieciem nie ma
poérednich zbioréw domknietych.
Dowd6d implikacji (B). Zawieranie w jedna, strone jest calkiem oczywiste:

(B) ¥yt

poniewaz A C Y (tak jest w tresci zadania), a domkniecie jest zgodne z inklugja.
Pozzostaje udowodnié, ze takze

(1) A

Tym razem konieczne jest skorzystanie z poprzednika implikacji i z punktu (A).
Mamy A=y (poprzednik implikacji) i A =25 ny (stwierdzenie zawarte w
punkcie (A)). Zatem
y =2a%ny,
z czego wynika ze
At oy

Wystarczy teraz zastosowaé operacje domkniecia w przestrzeni X do obu stron
i skorzystaé ze zgodnosci domkniecia z inkluzja (i z tego ze domkniecie zbioru
domknietego jest tymze zbiorem).



zadanie 1.22. Niech (X x Y, T) bedzie iloczynem kartezjariskim przestrzeni topo-
logicznych (X, Tx) i (Y,Ty). Niech AC X, BCY.

(A) Wykazaé, e Ax B=A x B.

(B) Wykazaé, ze (A x B)? = (A% x B) U (A x B%), gdzie operacja d zostata zdefin-
jowana w Zadaniu 1.24.

Dowéd réwnosci (B). Na uzytek tego dowodu wprowadzimy symbol A® na oz-
naczenie zbioru punktéw izolowanych w zbiorze A. Rozumiemy przez to, ze
a € A" & (a € AN TFueverANU = {a}). Oczywiscie to nie znaczy, ze punkty
ze zbioru A* maja by¢ punktami izolowanymi w calej przestrzeni X. Jest jasne z
definicji pochodnej zbioru, ze zachodzi zawsze réwnoéé Z¢ = Z \ Z'. Rozpatrzmy
teraz nastepujacy ciag réwnosci (na poczatku jest lewa a na konicu prawa strona
réwnosci (B)).

(AxB)!=AXB\(AxB) =
=(AxB)\ (A" x B =
= ((A\A") x B)U (A x (B\ BY))
= (A x B)U (4 x BY

W powyzszym ciaggu réwnosci mamy kilka przejsé¢ o réznym stopniu oczywistosci.

1. Réwno$é w pierwszej linijce: to jest dopasowana do sytuacji réwnosé Z¢ = Z\ Z°.

2. Przejécie od pierwszej linijki do drugiej: to jest po prostu wykorzystanie punktu
(A) tego zadania i oczywistego faktu, ze (A x B)" = (A? x BY).

3. Przejscie od drugiej linijki do trzeciej ma charakter mnogosciowy: zawsze jest
tak, ze jezeli PC QiR C S, t0 (@xS)\(PXR) = ((Q\P)xS)U((Qx (S\R))

4. Przejscie od trzeciej linijki do czwartej to tylko dwukrotne wykorzystanie réwnosci
74 =7\ Z' (zastosowanej raz do zbioru A, a drugi raz do zbioru B).



