Egzamin z GAL IT* 9 VI 2009

Z ponizszych 7 zadan nalezy wybrac¢ 5. Jedno z pozostalych zadan mozna rozwia-
zywaé jako dodatkowe (wliczane do ,aktywnosci”).

Prosze podawaé wyczerpujace wyjasnienia i uzasadnienia, w tym jawnie wskazywac
na wykorzystywane rezultaty.

1. a) Dla jakich wartosci parametru a € R macierz

1
a
a

Q=
— Q

jest dodatnio okreslona?
b) Dla jakich wartosci parametru a € R kwadryka

x% + x% + az% + 2ax129 + 202173 + 209703 = 4a

jest elipsoida?

2. Niech V bedzie podprzestrzenia przestrzeni R*, zadana uktadem réwnan

—561+3?2+£I?3+1‘4:3
—3$2+2$3—4£L’4 =4.

i niech W = (1,3,-3,—-1) + R(1,0,1,0).
a) Oblicz odlegtosé

dist(V, W) = ‘i/nf - v —w]|
veV,we

pomiedzy V i W.
b) Wyznacz pare punktow v € V i w € W taka, ze |[v — w|| = dist(V, W).

3. Niech ¢ : R? — R bedzie forma kwadratowa zadang wzorem
q(z1, 9, 3) = x% — 3:(:% — 22129 + 22123 — 6973

a) Wyznacz rzad i sygnature formy q.

b) Znajdz baze, w ktorej macierz formy ¢ jest diagonalna.

¢) Wyznacz maksymalng (w sensie wymiaru) podprzestrzen V' C R3, na ktorej g
znika. Uzasadnij, dlaczego nie istnieje taka przestrzen wickszego wymiaru.

4. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa z ortogonalnoscia zadana pewna forma me-
tryczng g, i dla A C V przyjmijmy At = {v € V : v.LA}. Niech dalej V; i W beda
podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni V', przy czym Vi @ V+ = V. Dowiesé, ze:

a) Jesli forma g jest nieosobliwa, to dim(V) = dim(W+) + dim(W).
b) W = VED(P(W)+NV}), gdzie P to rzutowanie przestrzeni V na Vi, wzdtuz V-,
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¢) dim(V) = dim(W) + dim(W+) — dim(W NV+).

5. Niech g bedzie symetryczna funkcja dwuliniowa na rzeczywistej przestrzeni liniowej

V', zas W 1 W’ beda nieosobliwymi podprzestrzeniami przestrzeni (V,g). Dowies¢,
ze kazda izometrie W — W’ mozna przedtuzyé¢ do izometrii V- — V. (Izometria
nazywamy izomorfizm liniowy, zachowujacy wyrozniong funkcje dwuliniows..)

6. Dla i € Zs niech p; € F3, \; € F oraz
¢ = A\ipi—1 + (L — Xi)pis1

(Tu 2+1=0.) Zaktadamy ponadto, ze punkty po,p1, pe nie leza na jednej proste;.
Udowodni¢ réwnowaznosé¢ warunkow:

a) )\0)\1)\2 = (1 — )\0)(1 — )\1)(1 — /\2)7

b) proste poqo, p1g1 i P2g2 maja punkt wspolny lub sa parami rownolegte. (Jest to
twierdzenie Cevy.)

7. Niech X = {v € R*: ¢(v) = 0}, gdzie wielomian ¢ zadany jest nizej. Niech dalej
Sx oznacza zbior sSrodkéw symetrii kwadryki X i przyjmijmy
ay = sup{dim(A) : A jest podprzestrzenia afiniczna i Sx C A C X}
Bx = sup{dim(A) : A jest podprzestrzenia afiniczng i Sy C A C R¥\ X}.
a) Dowies¢, ze jesli ¢ = >0 a7 — Zf:;rl w7 gdzie s > til1 < s+t <k to
dim(Sy) =k —s—toraz ay = k — s.
b) Dowiesé, ze jesli ¢ = > i 7 — Zfi;rl x? — 1, gdzie s > 1i s+t < k, to
dim(Sx) =k —s—toraz Bx =k — s.
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Kolokwium z GAL II* 25 IV 2009r.

Z ponizszych 6 zadan nalezy wybrac 4; sa one punktowane, jak zaznaczono. Mozna
tez rozwiazywac jedno jeszeze zadanie jako dodatkowe (wynik bedzie wliczony do punk-
tow uzyskanych za aktywnosé).

W rozwiazaniach prosze jawnie wskazywaé na wykorzystywane rezultaty i dawac
wyczerpujace wyjasnienia.

1. (22p.)Dla jakich wartosci parametru ¢t € R przeksztalcenie L : R® — R3, zadane
wzorem

1
L(z,y,z) = g(—x+ty+2z,2:c+2y— z,2x —y + 22),

(i) jest izometria?
(ii) zachowuje objetosé¢ 3-wymiarowych rownolegltoscianow?
(iii) zachowuje orientacje?

2. (26p.) Niech v € V\ W iw € W, gdzie V jest przestrzenia unitarna, a W
jej podprzestrzenig liniowa. Oznaczmy przez v’ rzut ortogonalny wektora v na W.
Dowiesé, ze:

a) Z(v,v') < Z(v,w);
b) L(w,v) <7/2 & L(w, V) < L(w, V).

3. (22p.) Dowiesé, ze gdy V jest przestrzenia unitarng i operator L € L(V) jest
samosprzezony, to V = ker(L)Dim(L).

4. (24p.) Dla jakich wartosci parametru ¢t € C macierz

t 0 2—-1
A=1|-t 2 t
-t 0 2+1¢

jest diagonalizowalna? Dla pozostatych ¢ wyznacz macierz nieosobliwa S i Jordana J
tak, by STIAS = J.

5. (24p.) Niech L € L(V), niech V' bedzie podprzestrzenia L—niezmiennicza, i niech
L'= Ly € L(V'). Dlan € Ni X € F dowies¢, ze:

a) liczba k(L") — rk(L™") jest réwna dim (ker(Ljza(v)))-

b) pn(A) > pl(N), gdzie p,(A) (odp. pl,(N)) to liczba tych jordanowskich klatek
macierzy Jordana operatora L (odp. L'), ktore sa stopnia > n i maja A na swej
przekatnej. (Zaktadamy rozkladalnosé wielomianu yp na czynniki liniowe.)

6. (26p.) Niech macierz A € My (R) bedzie symetryczna i dodatnio okreslona, i
niech v € RF\ {0}. Dowies¢, ze ciag (A"(v)/||A™(v)|])22, jest zbiezny do wektora
wlasnego macierzy A.



