1 H. Toruriczyk, Wyktad z AF T*, jesieri 2020

Konwencje. a) Gdy mowa o ,podprzestrzeniach” przestrzeni wektorowych (ina-
czej: liniowych), chodzi o podprzestrzenie liniowe.

b) Przez F oznaczamy cialo skalarow rozwazanych przestrzeni wektorowych. Wsze-
dzie zaktadam, ze F € {R, C}. Skalary czesto oznaczam A, u, v, ale bywa, ze ¢, t itp.

¢) Operatorami nazywam funkcje z jednej przestrzeni wektorowej w drugg; staram

sie oznaczaé je duzymi literami S, T, U, L. Wyjatek stanowia operatory o wartosciach
skalarnych, ktére nazywam funkcjonatami i staram sie oznaczaé¢ matymi literami grec-
kimi ¢, 1) itp. Jesli nie powiedziano inaczej, domyslnie zaktadam liniowo$¢ rozwaza-
nych operatorow (w tym funkcjonatow).

d) ,,Zadania” to nietrudne lematy, ktorych dowody uwazam za pouczajace ¢wiczenia.
Nalezy samodzielnie sprawdzaé¢ umiejetnosé ich rozwiazania; niektéore bedg omawiane
na ¢wiczeniach. Niewykorzystywane dalej ,prawdziwe” zadania, czasem przemycajace
dodatkowe wiadomosci, oznaczam réznie: dopisaniem gwiazdki * lub nazywajac je
,zadaniami uzupetniajacymi.” | Problemy” to trudniejsze zadania uzupetniajace.

e) Gwiazdka * oznaczam tez material poboczny, np. dalej nie wykorzystywany (a
niekoniecznie trudniejszy od pozostatego!), lub ktory uznaje za uzupetniajacy.

f) Kolorem niebieskim zaznaczytem material pominiety na wezesniejszych zajeciach,
a czerwonym — zmieniony w istotniejszy sposob po pierwotnym wywieszeniu.

Uwaga. Prawdziwos¢ wielu dowodzonych tu twierdzen zalezy od przyjetego sys-
temu aksjomatow. Jak na wickszosci kursowych wyktadoéw uniwersyteckich, przyjmuje
zestaw aksjomatow Zermelo—Fraenkla wraz z pewnikiem wyboru i pomijam analizowa-

nie tego, kiedy pewnik ten moze by¢ pominiety lub zastapiony stabszym.

§ 1. Zbiory wypuktle i funkcje wypukle

W tym pragrafie, przez V oznaczamy przestrzen wektorowa nad F € {R, C}.

1 Definicje i zadania wstepne.

Dla XY Cc Vi A CF piszemy

X+tY ={rty:zeXyecY} i A-X:={d:AeAzeX}
Definicja. Odcinkiem (domknietym) w V', o koncach x1,xs € V| nazywamy zbior
[z, x0) = {tx1 + (1 — t)xs : t €[0,1]}.

Zadanie 1. Udowodni¢ ,aksjomat Pascha”: gdy O € [a,v] 1 d € [bv], to
la,a'] N [b, V] # 0. (Jest to aksjomat syntetycznej geometrii plaszezyzny.)

Definicja. Zbior X C V jest wypukly, gdy [z, 25] C X dla kazdych 21,25 € X.

Sposrod wszystkich wypuktych nadzbioréow danego zbioru A C V istnieje najmniej-
szy (dlaczego?); nazywamy go uwypukleniem lub powloka wypukla zbioru A i
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oznaczamy conv(A).

Zadanie 2. a) conv(A) = {tia; + -+ tpa, : n € Nyay,...,a, € A ty,... . t, €

0,1 i 3t =1}.

b) Gdy niepuste zbiory A, B C V' sa wypukle, to conv(AU B) = U, pcaxpla: 0].

Definicja. Funkcje p : X — [—00, 00), gdzie X C V| nazywamy wypukla, jesli X jest
zbiorem wypuktym i p(tx1+(1—1t)xs) < tp(xy)+(1—t)p(x2) dlazy, xo € X it € (0,1).
(Gdy p(z1) = —o0 lub p(x9) = —o00, to za warto$¢ prawej strony przyjmujemy —oc.)

Zadanie 3. a) Gdy funkcja p: X — [—00,00) jest wypukta, to wypukly jest zbior
A={(z,t):ze Xit>px)} CV xR
b) Odwrotnie, gdy A C V xR jest zbiorem wypuktym, ktorego rzut na V' oznaczmy
przez X, to wzor p(x) := inf{c: (x,¢) € A}, x € X, wyznacza funkcje wypukla p.
Przy q(z) :=sup{c: (z,c) € A}, funkcja —q : X — [—00, 0) tez jest wiec wypukta.

Zadanie 4. a) Gdy obie funkcje p: V — R i —p sa wypukle i p(Oy) = 0, to p jest
funkcja R-liniows.

b) Funkcja p : V' — R, spetniajaca warunek p(tv) =t-p(v) dlav € Vit >0, jest
wypukta wtedy 1 tylko wtedy, gdy p(v +w) < p(v) + p(w) dlav,w € V.

2 Twierdzenia Kakutaniego, Mazura—Orlicza oraz wersja Mazura tw. Hahna—Banacha.

Twierdzenie 1 (S. Kakutaniego). Roztaczne, wypukte 2biory A, B C V' mozna po-
wiekszyé do roztgcznych v wypuktych zbiorow A B, dla ktorych AUB=V.

Dowod. W zbiorze wszystkich par (P, Q) wypuklych podzbioréw przestrzeni V' takich,
Ze P>A Q> BiPnNnQ =, wprowadzmy relacje (P,Q) = (P,Q') & P D

"1 @D Q’ Na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna para istnieje maksymalna taka
para (A, B). Pozostaje dowies¢, ze AUB = V.

Przypusémy wige, ze v € V' \ (AU B). Poniewaz (conv(A U J{v}),B B) - (A, B),
wige z maksymalnosci pary (A, B) wynika, ze conv(A U {v}) N B # 0, a tym samym
la,v] N B # () dla pewnego a € A. (Korzystamy z zadania 2b) w p.1.) Tak samo,
b, v] N A # § dla pewnego b € B. Istnieja wiec a,a’ € Aib,b € B takie, 7¢ a' € b, v]
1Y € [a,v]. Ale wtedy [a,ad] C Ai (b, V] C B wobec wypuklosci zbioréw A i B,
a takze [a,a’] N [b,b] # 0 na mocy zadania 1 w p.1. OtrzymaliSmy sprzecznosé, bo
ANB= 0, 1 to konczy dowod twierdzenia. [

Twierdzenie 2 (wzmocnienie S. Mazura tw. Hahna-Banacha). Niech Vi bedzie pod-
przestrzeniq lintowq przestrzeni V', a funkcje R-lintowa ¢y : Vo — R & wypukta
p:V — [-00,00) niech spetniajq warunek ¢y < ppy,. Wowczas py mozina prze-
dtuzyc do takiej R-liniowej funkcji o : V. — R, zZe p < p.
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Uwaga 1. Gdy funkcja p jest symetryczna, to uzyskamy || < p. Jest tak, bo:
[p(v)| = max(p(v), p(—v)) < max(p(v), p(—v)) = p(v) dlav e V.
Dowdd twierdzenia. Niech Ay := {(z,¢c) € VxR :¢c>p(z)}, B:={(z,c) € VxR
c < po(x)} i A= conv({(0y,0)} UAy). Wowczas AN B = 0, ! wiec z twierdzenia
Kakutaniego wynika istnienie takich roztacznych zbiorow wypuktych g, BCV x R,
wACA BCB iAUB=V xR,
Oznaczmy przez ¢ : V — [—00, 00) funkcje x — inf{c: (z,¢) € Av}) wtedy ¢ < p,
funkcja ¢ jest wypukla (patrz zadanie 3b) w p.1) i ¢(0y) = 0 (dlaczego?). Dla x € V
1

zachodzi wiec 0 < 5(¢(z) + p(—x)), skad p(r) > —oo. A ze A i B przecinaja

prosta {z} x R wzdtuz dopetniajacych si¢ zbiorow wypuktych, to p(z) = sup{c € R :

(x,c) € E} Stad wnosimy, ze i funkcja —¢p jest wypukla (nadal zadanie 3b) w p.1)
oraz @y, > o. Funkcja ¢ jest wiec R-liniowa na podstawie zadania 4a) w p.1, zas z
nieréwnosci @y, > @ 1 antysymetrii funkcji liniowych wynika, ze ¢y, = 0. U

Twierdzenie 3 (wersja twierdzenia S. Mazura i W. Orlicza). Dla zbioru S C V x R,
ktorego rzut na V' jest podprzestrzeniq liniowqg w V', rownowazne sq¢ warunki:

a) istnieje taka R-liniowa funkcja ¢ : V. — R, Ze zbior S lezy nad jej wykre-
sem, tzn. dla kazdego punktu (z,c) € S zachodzi ¢ > p(x);

b) dla kazdych skoriczonych uktadow {(x.,cy)}ver C S i {ty}yer C (0,00), jesl
Doty = 0,103 tye, > 0.
Dowdd. Gdy ¢ zaswiadcza o prawdziwosci a), to dla uktadow {t,} er 1 {(2+, ¢y) }rer
opisanych w b) zachodzi ) t,cy > > tp(x,) = ¢(3_ tyz,) = 0. Zatem a)=D).

Niech teraz spelniony bedzie warunek b) i niech A := conv(9S) i p(x) := inf{c :
(x,c) € Adlaz € V. Zb)izadaii 3b) i 2 w p.1 wynika wypuktosé p i to, ze p(Oy) > 0.
Wobec twierdzenia 2 (zastosowanego przy Vo = {0}) istnieje wiec taka R-liniowa
funkcja ¢ : V= R, ze ¢ < p. Dla (x,¢) € S zachodzi wiec ¢ > p(x) > ¢(z). O

Uwaga 2. a) Gdy dane sg zbiory S, T C V xR, to zagadnienie istnienia funkcjonatu ¢
takiego, ze S lezy nad, a T' pod jego wykresem, sprowadza sie do istnienia funkcjonatu,
ktorego wykres lezy pod zbiorem S U (=T).

b) Zalozenie twierdzenia 3 mozna ostabi¢; patrz nizej zadanie uzupelniajace 5.

Zadania uzupeliajace i problemy. Nizej, (oo (T) := {f : T — R| sup, |f(t)| < oo}.

1. Niech rodzina G przeksztatcern zbioru T i podprzestrzen liniowa W przestrzeni
lo(T) beda takie, ze 1r € Wi fog € W dla wszystkich f € Wig e G. (1r to
funkcja stata, rowna 1.) Dowies¢ rownowaznosci warunkow:

a) Istnieje nieujemny funkcjonat liniowy ¢ : W — R taki, ze o(17) = 11 o(f o
g) = (f) dla wszystkich f € W ig € G. (,Nieujemny” oznacza, ze p(f) > 0 dla

Ustotnie, gdy (x,c) € A, to albo x ¢ Vp i przez to (z,¢) ¢ B, albo (z,¢) = t(v,d), gdzie t € (0,1], v € Vy i
d > p(v) > ¢o(v); patrz zadanie 2b) w p.1. W drugim przypadku ¢ = td > (), z liniowosci g, wiec (z,¢) & B.
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nieujemnych funkcji f € W)

b) Dla dowolnych n € N oraz fi,...,f, € W,g1,...,9, € G, kres gorny funkcji
S v (fiogi — fi) jest nieujemny.
2. Dowiesé, ze na przestrzeni o (N) istnieje funkcjonal liniowy ¢ taki, ze gdy pisaé
x, zamiast x(n) dla funkcji z : N — R, za$ lim i lim zamiast lim,, inf i lim,, sup, to

lim z < p(x) <limx i o) = p(zy1)) dla z = (z,) € l(N)

3. Dowies¢ nastepujacego twierdzenia Mazura i Orlicza: dla dodatnio jednorodne;j
funkcji wypuktej p: V' — R i zbioru § C V' x R, réwnowazne sa warunki: a) istnieje
R-liniowa funkcja z V' w R, ktorej wykres lezy nad S, a pod wykresem funkcji p, oraz
b) dla kazdych skonczonych uktadow {(x.,cy)}yer C S 1 {ty}yer C (0, 00) zachodzi

nieréwnos¢ > tycy < p(3otya, ).
4. Dowies¢, ze funkcja wypukta p : V' — R jest obwiednig goérna pewnej rodziny

® funkcjonatow afinicznych (tzn. p(r) = sup,eq ¢(r) dla z € V). Gdy ponadto
p(tv) = tp(v) dla wszystkich v € V' it > 0, to funkcjonalty mozna obraé liniowe.

5. Dowie$é¢ tezy twierdzenia 3 przy zalozeniu, ze uwypuklenie C' rzutu zbioru S
na V jest symetryczne wzgledem zera (lub stabiej: ze dla kazdego x € C' zachodzi
((—00,0)-2)NC #0.) (Wskazowka: w dowodzie implikacji b)=-a) zastapi¢ wpierw S
przez (0, 00)-S; zauwazy¢, ze wtedy otrzymany zbior C' bedzie podprzestrzenia liniows.
Otrzymana funkcje liniowg C' — R rozszerzy¢ liniowo na V', korzystajac z istnienia
bazy Hamela w V)

Problem 1. Dowiesé, ze kazda przemienna grupa (G, +) jest Sredniowalna (ang.
,amenable”), tzn. na ((G) istnieje nieujemny funkcjonal liniowy ¢ # 0 taki, ze

o(f) = p(f,) dla wszystkich f € ((G) 1 g € G, gdzie f,(z) = f(x +g) dlaxz € G.

Problem 2. Dowies¢ nastepujacego twierdzenia Banacha: na przestrzeni £ ([0, 00))
istnieje funkcjonat liniowy ¢ taki, ze lim, , . f(t) < p(f) <limy o f(t) oraz o(f) =
o(fs) dla f € £5(]0,00)) i s € (0,00). (Oznaczenie fy patrz wyzej).

Problem 3. Udowodnié¢ kolejne twierdzenia Banacha:

a) Na przestrzeni V = (& (T), gdzie T to okrag T = {z € C : |z| = 1}, istnieje nie-
ujemny funkcjonat liniowy ¢ # 0 taki, ze p(f) = fo% f(e") dt dla funkcji mierzalnych
feVip(lf)=e(f,) dlageT i feV. (Oznaczenia jak w problemie 1.)

b) Wywnioskowaé, ze miare Lebesgue’a na prostej R mozna rozszerzy¢ do nieujem-
nej miary addytywnej, okreslonej na wszystkich podzbiorach prostej R i niezmienniczej
wzgledem dowolnej izometrii tej prostej. (Miara taka przyjmuje m.in. wartosé oco; nie
moze ona by¢ przeliczalnie addytywna. Banach udowodnit tez, ze mozna w b) zastapi¢
prosta R przez plaszczyzne R?, lecz — wraz z Tarskim — nie przez przestrzenn R3.)
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3 Przedluzanie funkcjonaléw zespolonych

Lemat 1. Gdy v : V — R jest funkcjonatem R-liniowym na zespolonej przestrzeni
wektorowej V', to istnieje jedyny C—liniowy funkcjonat ¢ : V' — C taki, ze v = Re ¢;
jest on zadany wzorem

e(v) =¢(v) —iyY(iv) dlav e V. (1)
Ponadto, |p| < p dla kazdej funkcji p : V' — R takiej, ze p > 1) oraz
p(Av) = p(v) dla v € V i jednostkowych X € C. (2)

Dowod. Wzor (1) okresla funkcjonal o zadanych wlasnosciach: C-liniowosé wynika z

R-liniowosci i tego, ze (iv) = ip(v)), a dowdd jedynosci jest pozostawiony jako
¢wiczenie. Dla dowodu pozostatej czesci wezmy v € V. Jedli p(v) = 0 to oczywiscie
(0)] < p(v). Gy 78 (0) # 0 to pray A := |¢(v)]/0(v) mamy o) = |p(v)] € R
skad 1(\v) = [p(v)] (bo ¥ = Reg) i dalej p(v)] = ¥(Av) < p(Aw) = p(v). (Jest tak,
bo ¥ < p, |A\| =11 zachodzi (2).) B

Whniosek 1. Niech Vi bedzie podprzestrzeniq zespolonej przestrzeni liniowej V', zas
Junkcje p : V- — R 1 @g : Vo — C bedg takie, ze Re wo < ppy,. Jesli funkcja oo jest
C—liniowa, a p jest wypukta i spetnia warunek (2), to ¢o mozna przedtuzyé do takiej
C-liniowej funkcji ¢ : V — C, Ze |p| < p.

Dowod. Korzystamy z twierdzenia 2 w p.2 (dla R-liniowej funkcji Repq ) i z lematu. B

4 Przestrzenie liniowe unormowane i przedluzanie funkcjonaléw ciggtych.

Definicja. Norma i wyznaczona przez nia metryka (i topologia); przesuwalnosé tej
metryki. Domkniecie zbioru X w tej metryce oznaczam clX lub X, kule {v € V :
|v|| < 1} przez By, a sfere {v : ||v|| = 1} przez Sy. Przestrzen liniowa unormowana.

Uwaga 1. Z zadania 4b) w p.1 wynika, ze norma jest funkcja wypukta.

Zadanie 1. Dla liniowej przestrzeni unormowanej (V|| ||) nad F (zawsze F € {R, C}),
funkcje V- x V 3 (v,w) —v+w e Vi(V xF) > (v,t) — tv €V sa ciagle.

Uwaga 2. (i definicja). Gdy funkcjonal liniowy ¢ na przestrzeni unormowane;
(V, || 1|) jest ciagly w pewnym punkecie, to jest ciagly w zerze (dlaczego?), wiec dla
pewnego r > 0 liczba ¢ := sup{|p(v)| : ||v|| < r} jest skoriczona. Stad skonczona (i
niewicksza od ¢/r) jest norma funkcjonalu ¢, zdefiniowana wzorem

lell := sup{le(v)] : lvf] < 1} (3)
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Uwaga 3. Odwrotnie, gdy ||¢|| < 0o, to dla u, v, w € V zachodzi |p(u)| < ||¢||-]|u] (2
jednorodnosci normy) i |p(v)—p(w)| < [|¢]|-||[v—w|| (z poprzedniego) —tzn. funkcjonat
¢ jest (jednostajnie) ciagly, a nawet spelnia warunek Lipschitza ze stata ||p||.

Zadanie 2. Jesli funkcjonal ¢ jest liniowy i A & @(rBy), to [|¢]| < [A|/r.

Oznaczenie. Zbior ciaglych funkcjonatéw liniowych na przestrzeni (V|| ||) ozna-
czamy przez V.

Twierdzenie 2 w p.2 1 wniosek 1 w p.3, zastosowane przy p := ||¢ol| - || ||, daja

Twierdzenie 1 (Hahn, Banach (F = R); Sobczyk, Bohnenblust, Soukhomlinoff (F = C)).
Gdy Vjy jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni unormowanej V', to kazdy funkcjonat
wo € Vi mozna przedtuzyc do takiego funkcjonatu ¢ € V*, Ze ||¢| = ||vol|- B

Whniosek 1. Dla kazdego wektora v # 0 z przestrzeni unormowanej V' istnieje taki
funkcjonat ¢ € V*, Ze |||l =1 1 p(v) =||v].

Dowdd. Przy Vi :=Fv i go(Av) = A ||v]| dla Av € V, stosujemy twierdzenie 1. [J

Whniosek 2. Gdy V) jest podprzestrzeniq przestrzeni unormowanej V', to dla kazdego
wektora v ¢ clVy istnieje taki funkcjonal ¢ € V*, ze ||p|| = 1, (Vo) = {0} i
p(v) = dist(v, Vy) (tak oznaczam odlegtosé od v do V).

Dowod. Tym razem stosujemy wniosek 1 w p.3, przy Vi := Fu, @o(Av) := Adist(v, Vp)
i p(z) = dist(x, V) dla x € V. (Gra role zadanie 4b) w p.1 i ponizsze.) Poniewaz
ol <p <], to flell < 11 po(Vo) = {0}; ponadto, p(v) = @o(v) = dist(v, V). Stad
wynika tez, ze dla vy € Vp zachodzi |o(v)| = |p(v — )| < |lll||v — vol|, wige biorac
kres dolny prawej strony po vy € Vg, uzyskujemy ||¢| > |p(v)|/dist(v, Vo) = 1. O
Zadanie 3. Wyzej, p(v + w) < p(v) + p(w) i p(Av) = [A|p(v) dla v,w € Vi X €F.
Zadanie uzupetiajace 1. Dla X C V1Y C V* niech X* := {p € V*: Olx = 0} i
Y, = ﬂ%Y ker(¢). (Oboma razy, ,,a” jest od ,anihilator”.) Dowies¢, ze X i Y, sa

domknietymi podprzestrzeniami liniowymi w (V*, ]| ||) 1 (V] ||), odpowiednio, przy
czym (X%, = linX i (Y,)* D linY.

5 Funkcjonal Minkowskiego i twierdzenia o oddzielaniu.

Definicja. Niech V' bedzie przestrzenia liniows nad F € {R,C}, zas A C V bedzie
zbiorem wypuklym i pochlaniajacym, tzn. takim ze | J,—, nA = V. Funkcjonatem
Minkowskiego zbioru A nazywamy funkcje pa : V' — [0, 00), okreslong wzorem :

pa(v) :=inf{t > 0:v € tA}.

Zadanie 1. a) Dlaa € Aib ¢ A zachodzi psa(a) <1 < pa(b).
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b) pa(tv) =tp(v) i p(v+w) < pv) +pw)dlat>0iv,we V.

Zadanie 2. Dla podzbiorow A, B przestrzeni unormowanej udowodnic, ze:
a) zbior A+ B:={a+b:a€ A b€ B} jest otwarty, gdy A lub B jest otwarty,
b) A+ B jest domkniety, gdy jeden ze zbiorow A, B jest zwarty, a drugi domkniety.
c) A+ B jest wypukly gdy A i B sa wypukte.

Twierdzenie 1 (Mazura i Eidelheita o oddzielaniu). Niech A @ B bedq roztgcznymi,
wypuktymi podzbiorami rzeczywistej przestrzent unormowanej V.

a) Jesli ktorys z tych zbiordw jest otwarty, to istnieje taki funkcjonal p € V*, ze
p(a) < p(b) dla wszystkich a € A ib € B.

b) Jesli ktorys ze zbiorow A, B jest zwarty, a pozostaty jest domkniety, to istnieje
taki funkcjonat ¢ € V*, Ze sup p(A) < inf o(B).

Dowod. W a) zbadajmy wpierw przypadek, gdy zbior B jest jednopunktowy, B = {b}.
Mozemy zatozyé, ze 0 € A (inaczej przesuwamy A i b). Na prostej Rb okreslmy
funkcjonal @g wzorem py(tb) = tpa(b). Na polprostej [0,00)b funkcje pa i ¢o sa
rowne, patrz zadanie 1b), zas dla ¢ < 0 zachodzi ¢(tb) < 0 < p4(tb). Twierdzenie 3 w
p.2 zapewnia wiec istnienie takiego liniowego przedtuzenia ¢ : V' — R funkcjonatu oy,
ze ¢ < pa. Spekia on zadane warunki: dla a € A zachodzi p(a) < pa(a) <1 < ¢(b)
(przy < gra role otwartosé¢ zbioru A), skad wynika i ciagtos¢ p; por. zadanie 2 w p.4.

By dowies¢ a) w peni, rozwazmy zbior A" = A — B. Jest on wypuktly i nie zawiera

zera, a przy zalozeniach z a) jest otwarty. (Wykorzystano zadanie 2.) Na podstawie
powyzszego przypadku szczegdlnego istnieje funkcjonal ¢ € V* taki, ze p(x) < ¢(0)
dla z € A’. Tak wiec p(a) — p(b) <0 dlaa € Aibe B, co koriczy dowod czesei a).

Gdy zas A1 B sa jak w b), to zbior A’ jest domkniety, wiec roztaczny z pewna kula
otwarta K wokol zera. Wobec a), istnieje funkcjonal ¢ € V* taki, ze p(a') < p(k) dla
a € A ik e K. Zatem ¢ # 0, wobec czego liczba e := inf ¢(K) jest ujemna. Stad
pla—0b) <edlaa€ Aibe B,iostatecznie sup p(A) + |e| < inf p(B). O

Uwaga 1. * Kazdy funkcjonal ¢ # 0 jest przeksztalceniem otwartym (jest to zadanie).
Jesli wiec w a) otwarty jest zbior A, to p(A) jest przedziatem otwartym i uzyskujemy
o(a) < inf p(B) dla a € A.

Uwaga 2. Gdy przestrzen V jest zespolona, to mozna strukture zespolona zaniedbac i
funkcjonal dany twierdzeniem 1 zapisac jako czes¢ rzeczywista funkcjonatu C-liniowego
(i ciaglego, patrz wzor (1)). W rezultacie obie tezy twierdzenia pozostana stuszne dla

przestrzeni zespolonej, jesli w nieréwnosciach napisa¢ Re ¢ w miejsce .

Whniosek 1. Wypukty, domkniety podzbior przestrzeni unormowanej V' jest przecie-
ciem pewnej rodziny otwartych potprzestrzeni {v € V : Re p,(v) < ¢y },v € T, a takze
domknietych potprzestrzeni {v € V : Re ¢ (v) < ¢y}, gdzie o, € V¥ i ¢, € R dla
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kazdego v € T'. Podobnie, kazda domknieta podprzestrzen liniowa przestrzeni V' jest
przecieciem rodziny domknietych hiperptaszczyzn postaci ¢ =1(0), gdzie ¢ € V*.

Dowdd. Dla kazdego punktu v ¢ A, gdzie A to rozwazany zbior wypukly, istnieja ¢, €
V*ic, € Rtakie, ze supRep,(A) < ¢y < Repy(y). Przy I':'=V\Ai P, :={veV:
Rep,(v) < ¢} zachodzi wige A = (), p Py = ,er P ,boACP,ivgP, (yel).
Koricowej czesci dowodzimy analogicznie, w oparciu o wniosek 2 w p.4. H

Przyktad 1. Podamy przyktad zastosowania twierdzen o oddzielaniu. Nizej V i W sg
przestrzeniami unormowanymi, zas operator L : V' — W jest liniowy.

a) Dla w € W udowodnimy, ze w € cl(L(By)) & |[Y(w)| < |[¢p o L|| Vb € W*,
[stotnie, jesli w ¢ clL(By), to na podstawie uwagi 2 istnieje funkcjonal ¢» € W* taki,
ze Re (w) > supRe ¢(L(By)) = ||¢ o L||. (Skad wynika réwnos¢?) To dowodzi
implikacji <=, a odwrotna wynika z ciagltosci 9.

b) * Twierdzimy, ze dla @1, ..., 0, € V* i ¢y, ..., ¢, € F rownowazne sa warunki:

i) Ve > 0 zachodzi max; |¢;(x.) — ¢;| < € dla pewnego z. € By;
i) | >, cidi| < || Y2, diwil| dla wszystkich dy, ..., d,, € F.

Jest to twierdzenie Helly’ego. Wynika ono z a) przy W =F" i L = (¢4, ..., ¢n),

bo funkcjonatl ¢ € (F")* jest postaci F" > (y;) — >, d;y;, dla pewnych d, ..., d, € F.

Problem 4. (Tw. Helly’ego, c.d.) Dowies¢, ze w b) rownowazne sg tez warunki:
j) dla pewnego x € By zachodzi ¢; = p;(z) dlai =1, ..., n;
i) 120 cidil < || D2, diwil| dla wszystkich dy, ..., d,, € F takich, ze >, d;p; # 0.

Zadanie uzupetniajace 1. Niech podprzestrzenie X, Y C ¢; zdefiniowane beda tak:
X={x=(x,) €l 29, =0Vn N}, Y ={y€ly:ymm1=2", Vn € N}

a) Dowiesé, ze X 1Y sa domkniete, X NY = {0} i suma X + Y jest gesta w ¢;.

b) Wskaza¢ z € 1\ (X @ Y) i dowiesé, ze X N (Y + z) = 0, lecz nie istnieje taki

niezerowy funkcjonal ¢ € 07, ze p(a) < p(b) dlaa € X, b €Y + 2.

6 Punkty ekstremalne i twierdzenie Kreina—Milmana (zadania uzupelniajace)

Nizej, V, W sa rzeczywistymi przestrzeniami liniowymi i C' C V. Punkt x nazywamy
ekstremalnym w C| jedli z € C i nie istniejg a,b € C \ {z}, dla ktorych x € [a, b].

1. a) Nazwijmy $ciang zbioru C kazdy zbior S C C taki, ze dla kazdych a,b € C,
jesli (a+0)/2 € S, to {a,b} C S. Dowies¢, ze:

i)  jest punktem ekstremalnym w C wtedy i tylko wtedy, gdy {x} jest Sciana w C.

ii) Kazdy punkt, ekstremalny w $cianie zbioru C, jest ekstremalny w C.

iii) Gdy T : V. — W jest przeksztalceniem liniowym i S jest Sciang zbioru T(C),
to T71(S) N C jest $ciang zbioru C.

2. Zatozmy dodatkowo, ze dim (V') < oo i zbior C jest zwarty. Udowodnié, ze:
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a) Dla ¢ € V*, funkcja ¢|c przyjmuje swe maksimum w pewnym ekstremalnym
punkcie zbioru C. (Wskazowka: indukcja wzgledem dim (V') oraz ii) i iii) wyzej.)

b) Kazdy punkt zbioru C nalezy do domkniecia uwypuklenia zbioru E tych punk-
tow, ktore sa ekstremalne w C'. (Wskazowka: przypusci¢, ze x € C' \ convFE i obrac¢
© € V* tak, by sup p(convE) < ¢(x); skorzystac z a).

3. * Dowies¢ a) i b) bez zalozenia dim(V') < co. (Wskazowka: dowies¢é w oparciu o le-
mat Kuratowskiego—Zorna, ze wsrod scian w C' istnieje minimalna wzgledem inkluzji.)

Uwaga 1. Zadania 2 i 3 to twierdzenia Minkowskiego i Kreina-Milmana, od-
powiednio. Twierdzenie Kreina-Milmana i jego powyzszy dowod pozostaja stuszne dla
dowolnej przestrzeni lokalnie wypuktej V. (Definicja bedzie w §12.1.)

§ 2. Przestrzenie Banacha i operatory liniowe (wstepne wtasnosci).

1 Operatory liniowe ciggte.

Definicja. Dla przeksztalcenia (inaczej: operatora) liniowego L z przestrzeni wekto-
rowej unormowanej (V) || ||y) do przestrzeni (W, || ||w) przyjmujemy

[} == sup{[[L()[[w : lvllv < 1} = nf{C: [[L{v)[lw < Cllofly dlave V] (4)

(Pierwsza rownosé to definicja; drugiej tatwo dowodzimy.) Gdy ||L|| < oo, operator
nazywamy ograniczonym. 7Zbior operatoréow ograniczonych z V' w W oznaczamy
przez L(V,W). Nizej, (U, || ||v) tez jest przestrzenia unormowana.

Uwaga 1. a) L(V, W) jest przestrzenia liniowa, a || || norma na niej. (Jest to zadanie).
b) Norma ta, zwana operatorowa, ma nastepujaca wazna wlasnosé:

|Lo K| <||L||- |K|| dla K € LU, V), LeL(V,W).

Istotnie, dla w € U mamy [|(K o L)(u)l[w < K[ L(u)lly < [K|LI[|[ullo-
c) Jesli operator L € L(V,W) jest bijektywny i L(By) D rBy, to ||[L7Y] < 1/r.
(Istotnie, wtedy L™*(Bw) = 1L~ (rBw) C 1By.)

;
Twierdzenie 1 (wlasnosci charakterystyczne ciaglych operatoréw liniowych). Dla
operatora lintowego L : V' — W rownowazne sq¢ warunki:

1) Operator L jest ciggly.

2) Operator L jest ciggly w pewnym punkcie.

3) ||L]| < oo (wiec L spetnia warunek Lipschitza ze statq ||L|| < o).

Uzasadnienie twierdzenia jest takie, jak uwag 21 3 w §1.4. &

Definicja. Operator L € L(V, W) nazywamy odwracalnym lub izomorfizmem li-
niowo — topologicznym, lub krotko izomorfizmem, gdy jest homeomorfizmem.
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Zas nazwiemy go zanurzeniem liniowo-topologicznym lub zanurzeniem izo-
morficznym, lub krotko zanurzeniem, gdy jest homeomorfizmem na swoj obraz L(V).

Uwaga 2. Operator liniowy L : V — W wtedy i tylko wtedy jest zanurzeniem, gdy

cllvllv < |[L(v)|lw < Cllv]ly dla pewnych C, ¢ > 0 i wszystkich v € V.

Uwaga 3. Kazde ciggle przeksztatcenie liniowe na przestrzeni V' jest wyznaczone
przez swe obciecie do jakiegokolwiek zbioru liniowo gestego w V-tzn. takiego, kto-
rego powtoka liniowa jest gesta w V. (Dwa operatory liniowe, rowne na jakims zbiorze,
sa bowiem rowne na jego powloce liniowej; a gdy sa ciaglte — to i na jej domknieciu.)
Przyktady zbioréw liniowo gestych oméwimy na ¢wiczeniach.

2 Przestrzenie Banacha i przestrzenie L,

Przestrzenia Banacha nazywamy kazdg przestrzen unormowana (V) || ||), ktora
jest zupelna w wyznaczonej przez norme || || metryce d(v,w) = ||[v — w|| (v,w € V).
(Oznacza to, ze kazdy ciag, spelniajacy w tej metryce warunek Cauchy’ego, jest w niej
zbiezny do pewnego elementu przestrzeni.) Uzyteczne okaze sie nastepujace kryterium:

Lemat 1. Dila wektorowej przestrzeni unormowanej (V.|| ||) rdwnowazne sq warunki:
a) Norma || || jest zupetna (tzn., (V|| ||) jest przestrzeniq Banacha);
b) kazdy bezwglednie zbiezny szereg > v, w (V. || ||) (ten. taki, Ze Y, ||vn]|| <
o0) jest zbiezny (czyli cigg sum czgstkowych o, = vi+---+v, maw (V, || ||) granice);
c) zbiezny jest kazdy szereg > 7 | vy, taki, Ze ||v,|| < 27" dla kazdego n € N,

Dowdéd. Implikacje a)= b)= ¢) sa natychmiastowe.

c)=-a). Niech ciag (x;)72, spelnia warunek Cauchy’ego w metryce d. Mozemy
wtedy obrac rosnacy ciag liczb naturalnych k, tak, by d(z,,z,) < 1/2" dla p,q > k,.
Przy v, = g, — x1, zachodzi wige [[v,|| < 1/2" i wobec c) istnieje lim,, > 75, v; =
lim,, (xy, —xk, ). Zatem podciag (xy, ) ciagu Cauchy’ego (xy) jest zbiezny, a tym samym
zbiezny jest i sam ciag (xy). O

Wszystkie przestrzenie Banacha, ktore spotkamy w tym wyktadzie, otrzymane sa
przez wykorzystanie jednej z konstrukeji opisanych nizej w twierdzeniu 1 lub w §3. Do
konca §2 zaktadamy, ze:

(*) p = X — [0, 00] jest przeliczalnie addytywna miara na danym sigma—ciele > pod-
zbiorow ustalonego zbioru T'. (Mniej §cisle lecz krocej mowimy tez, ze p jest miara na 7T'.)

Oznaczmy przez M zbior funkeji Y—mierzalnych, okreslonych na T p—p.w. (czyli
poza pewnym zbiorem z Y, miary 0) i majacych wartosci w R U {oo} (gdy F = R)
lub w C. Dla f € M oznaczmy przez [f] klase tych funkeji g € M, ktore sa pu—p.w.
rowne f. Klasy takie mozna dodawac i mnozy¢ przez skalary, wylaczywszy mnozenie
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klasy [f] przez skalar ujemny gdy u(f '(c0)) # 0. Gdy F = R, na M i na zbiorze
klas okreslone sa relacje <, wyznaczone przez relacje f(t) < g(t) dla p-p.w. t € T
Przyjmijmy tez

1l = L) 1l = / \flpdu " gdy p e (0,00)

[flloe = I [f] lc := inf{C" > 0: | f(#)| < C dla p—p.w. t € T}
Ly(p) = Ly (T, %, p) = {[f] : f € M i|f]l, < o0}
Ostrzezenie. Poza nielicznymi miejscami, nie odrozniamy oznaczeniami klasy [f] od
funkeji f. Piszemy wiec (co nie jest precyzyjne, a bywa i mylace?), ze f € Lg(ﬂ), jesli
feMilfe L.
Przyktad 1. Dla miary liczacej u na danym zbiorze I' (tzn. takiej, ze u(A) € {00,0,1, ...}
oznacza liczbe elementow zbiorow A C I') otrzymujemy przy p € [1, 00) przestrzen:

1/p
B(T) = {x = (a))er € F': [al], < o0} adic [z, = (3 [z, l?)

vel'

(Za sume ostatniego szeregu przyjmujemy kres gorny sum jego skonczenie wielu sktad-
nikow.) Natomiast przy p = oo otrzymujemy przestrzen

(oo(D) = {z = (2y)rer € F' : |Jaflo < 00}, gdzie ||zl := sup|a,|
gl

Twierdzenie 1. (Lj(u), || |I,) jest dla p € [1, 0] przestrzeniq Banacha nad F.

Uwaga 1. Czgsto zaznaczanie ciata skalaréw [ pomijamy; piszemy tez £, zamiast
¢,(N), a takze L,(I) zamiast L,(u) dla miary Lebesgue’a p na przedziale I.

3 Dowébd twierdzenia 1 z p.2 i zwiazane z nim wyniki

Twierdzenie 1. Niech p,q € [1,00] i % + % =1, gdzie é = 0. Wowczas:
a) (Nierouwnosé Héldera.) || fall, < | fll, - llgllg dla f,g € M2

b) Jeslip £ 00 i § € Ly(u), to || fll, = max{[[fgll : g € M i lgll, < 1},
¢) (Nierownosé Minkowskiego.) || fi + follp < || fillp + || follp dla fi, f2 € M.

Dowod. Ad a). Gdy || fll-1lgllq = 01lub oo € {p,q. || fll,: llgll,}, to nier6wnosé zachodzi.
W przeciwnym razie dzielimy ja przez prawg strone, sprowadzajac dowod do przypadku

gdy p# oo #qi||fl,=1=gll;; Wtedy jednak:

sz. gclly p= 0, to. kazda .funkcja fe ./\/l spelni‘c.m warunek [ |f[Pdp < oo, C1hOé L,(p) = 1{0}
Dla miary liczacej na zbiorze I' wynika stad, ze | Y . zyy,| < (32 [24[P) /p(z,y ly,|9)/ 7 gdy p,q # 1. (Nadal,
% + % =11} [zyP +[y,|? < 00.) Nalezy zauwazy¢, ze wtedy zbior I'o = {7 : z, # 0} jest przeliczalny (by¢ moze
skoriczony) 1 Y - Ty Yy TOZUMIEMY jako > ~ery Ty Yq- Ostatnia suma nie zalezy od porzadku sumowania, bo szereg jest

zbiezny bezwzglednier 30 (o [z4y,] < (32, \m7|p)1/1’(zv ly,|9)1/ ze wazgledu na to, ze jest tak gdy #I < oo.
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J1fgl < (/p) [IfIP+ (1/q) [1gl" = (1/p) + (1/q) = 1 = || fl,llgll,

gdzie dla uzyskania < wykorzystano nierownos¢ Younga zy < 2 /p+y?/q (z,y > 0).

Ad b). Mozemy zakladac, ze ||f||, # 0. Wobec a), wystarczy wskaza¢ funkcje
g € Ly(n), dla ktorej [|glly =11 [[fgl = [|f]l,- Gdy p=1, jest nia g := Sgnf. (Tu i
dalej, Sgnf := Sgno f, gdzie Sgn(0) := 01 Sgn(z) := |z|/z dla z € C\ {0}.) Gdy zas
1 < p < oo, todlah:= (Sgnf)|f|P~! zachodzi || fhlly = (|| fIl,)? = (||h]l,)? (rachunki
wykonano na ¢wiczeniach), wiec mozemy wziac¢ g := h/||h||,.

Ad ¢). Nieréwnosé jest tatwa gdy p = 1 lub max(p, || fill,, || f2ll,) = co. W pozosta-
tym przypadku zauwazmy wpierw ze fi+ fo € L,(p): dla a,b € R zachodzi |a+ b <
@max(lal, [b)” < 2(jal? + b, wice istotnic ||/, + Fllz < 22(IAll5 + | ll) < oo
Do f:= fi + fo mozemy wiec zastosowac b). A ze |[(fi + f2)glli < [lf1gll + [ f29ll2
dla g € M, to uzyskamy [|f1 + follp < I/l + [ /25

Uwaga 1. Uzupelnienie czesci b) da zadanie 1.

Twierdzenie 2 (o zbieznosci monotonicznej; Henri Lebesgue i Beppo Levi). Gdy
ciqag nieujemnych funkcji mierzalnych f, jest u—p.w. monotonicznie zbiezny do f 1
Jp i <oo, to feMi [, fodu— [, fdu. (Twierdzenie to przyjmuje jako znane.)

Twierdzenie 3 (Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowanej w L, p # 0o). Niech funkcje
fn (n € N) i g nalezqg do Lg(,u) i Y |fa| < g. Jesli cigg f, jest p-p.w. zbiezny do
pewnej funkcji f, to f € Lg(,u) i|lf — fall, = 0.

Dowod. Mozemy (i bedziemy) zaklada¢, ze F = R -inaczej rozpatrzymy oddzielnie
czesci rzeczywiste 1 urojone. Niech wu,(t) = inf{f;(t) : © > n} i v,(t) = sup{f;(t) :
i>n}dlateTine N Wowczas (v, — uy,)(t) N\ 0 dla pw. t € T, przy czym
(v1—up)? < 2PgP (bo |uy|, |va] < g). Z twierdzenia 2 wynika wiec, ze [(v, —un)Pdp —
0 —co daje teze, bo |f — fn] < v, — u,. (Gra role i to, ze -jak wiemy- f € M.) O

Dowdd twierdzenia 1 z p.2. Z nieréwnosci Minkowskiego wynika, ze L,(u) jest
przestrzenia liniowa, za$ || ||, jest norma. (Gra role to, ze (|| f]|, = 0) < ([f] = [0]).)
Niech funkcje f, € Ly(pn) beda takie, ze ||[fn]ll, < 1/2" dla n € N; dowiedziemy
zbieznosci szeregu > [fn]w normie || ||,. To zakonczy dowdd, patrz lemat 1 w p.2.

Gdy p = o0, to dla kazdego n istnieje zbior T, C T taki, ze u(T,) = 01 |f.(t)] <
1/2" dlat € T,,. Poza zbiorem T, := |, T5,, miary 0, szereg > f, jest bezwglednie
zbiezny do funkeji f takiej, ze | f—> 1, fil < 1/2" Vn. Zatem ||[f] =D [fi]llcc — 0.

Gdy za$ p # 00, to przyjmijmy g, = > i | fi|]- Wobec nieréwnosci Minkowskiego,
Jrab dp < Qo I fillp)? <25 a2e 0 < g1 < go < ..., to dla g := lim,, g, zachodzi
Jr 9P < 2P0 W szezegolnosel, zbior Ty := g *(oc0) jest miary 0. Dla t ¢ Tp szereg
> fi(t) jest (bezwzglednie) zbiezny do pewnej liczby f(t). Poniewaz | >0, fi| < g
dla n € N, to z twierdzenia 3 wynika, iz f € L,(u) i ||f — > 0, fill, = 0. O
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Twierdzenie 4. * Niech p € [1,00] i niech cigg (gn) bedzie w Ly(p) zbiezny do g.
Wowczas (g,) zawiera podciqg, ktory jest zbiezny p-p.w. do g.

Dowod. Jak w dowodzie lematu 1 w p.2, istnieje podciag (gx, ) ciagu (g,) taki, ze
| fullp < 1/2% przy f, := g,.,—Gk,. Zkolei, wyzej dowiedziono, ze ), f, zbiega p.w. 5

Zadanie 1. Niech rozwazana miara p bedzie o—skoriczona (tzn. T jest suma przeliczal-
nie wielu zbioréw mierzalnych skonczonej miary) lub liczaca. Dla f € M dowiesé, ze:

2) | Flleo = supf[l fll1 : 9 € Loo(pr) i llglls < 13-
b) Dla p € [1,00), jesli ||, = oo, to sup{|[fg]l : lgll, = 1} = oc.

Zadanie 2. Dla p,r, s, t € [1,00) i funkcji g—mierzalnych f, g, h udowodnié, ze:

a) jesli § = -+ o, to [lf - glle < [I£]l- - llglls;

b)jesli + + 1+ =1, to || fahlli < |Ifll- - lglls - [Ills;

o) jesli § =S+ =Cice 0,1, to [[flls < NS N FIIEc, zas jesli ¢ = er + (1 — ¢)s
icel0,1], to (IFDE < UIFIl) - (1£1s)39%. (Sa to nieréwnosci Littlewooda i
Liapunowa, odpowiednio.) Stad gdy f € L,(u) N Ls(p), gdzie r < s, to skonczone i

wypukle sg funkcje ¢t — tlog || f||; (t € [r,s]) i t = log||f|li (t€[1/s,1/7]).

Zadanie 3. Zaleznie od liczby p > 1 znalezé takie najlepsze state C,c > 0, ze przy
1, 9)llp = (o + [y)? zachodsi ¢l (z,9) |2 < (2, 9)lly < Cll(z,9)] dla z,y € R

Zadanie 4. a) Niech z,y € C. Dowiesé, ze jesli p € [2,00), to ||(z,y)]l, < ||(z +
y, 2 —y)|,/2"7. (Wskazéwka: zadanie 3 i to, ze dla p = 2 ma miejsce rownosc.)

b)* Jesli p € (1,2] i ¢ :== p/(p — 1), to [[(z.y)lly < Il +y,x—y)l,/277, Tub
inaczej, (|27 + [y|)P~" < 5z +ylP + [z — yl).

Zadanie uzupemiajace 1. Dowies¢, ze dla p € (0,1) i funkcji mierzalnych f,g > 0
prawdziwe sa nieréwnosci, powstate z nieréwnosci Holdera i Minkowskiego przez za-
stapienie znaku < znakiem >. (Liczba ¢ = p/(p—1) jest teraz ujemna i w nier6wnosci
Hoéldera zaktadamy, ze g(t) # 0 dla p.w. t.)

Zadanie uzupetniajace 2. Niech p € (1,00) 1 f € Ly(p®v), gdzie p 1 v sa miarami o

skoriczonymi. Dowiesé, ze ([ ([ |f(s,t)]dv(t))pdp(s))l/p <[(S ]f(s,t)\pdy(t))l/p du(s).
(Wskazowka: twierdzenia 1b) i Fubiniego.)

4 Jednostajna wypuklosé przestrzeni L, dla p € (1,00)

Zadanie 1. Dla f,g € L,(x) udowodni¢ nieré6wnosci Clarksona:

a) [ fIIb+Ilgllh < %(Hf—l—g“g—i—”f—gHg) jeslip € [2,00). (Wskazowka: zad. 4a) z p.3.)

* -1 o )
b)* (I1F118+ Nlgllz)™ " < (1F +gllb+[1f — gllb) jesli p € (1, 2], gdzie g = p/(p —1).
(Wskazéwka: lewa strong przeksztalcic w oparciu o tozsamosc [[A[|S = || |h|?]|,-1 i
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,odwroconag nierownos¢ Minkowskiego” z zadania uzupetniajacego 1 w p.3; skorzystac
z zadania 4b) w p.3.)

Definicja. Powiemy, ze przestrzen unormowana (V|| ||) jest jednostajnie wypukla,
jesli istnieje taka funkcja 6 : (0,1) — (0,1), ze lim.,00(¢) =01 ||lv —w]|| < () dla
wszystkich v, w € V spelniajacych warunki ||v|| < 1+4-¢, [|[w]| < 14¢i [[(v+w) /2| > 1.
Na podstawie zadania 1 przy f = (v 4+ w)/2,9 = (v —w)/2, dla p € (1,00)
przestrzenie L,(u) sa jednostajnie wypukte. (Czy tak?) Stosuje sie wiec do nich:

Twierdzenie 1. Niech Y # () bedzie wypuktym, domknictym podzbiorem jednostajnie
wypuktej przestrzeni Banacha (V|| ||) @ niech v € V.. Wowczas istnieje jedyny element
yo zbioruY, dla ktérego ||v — yo|| = dist(v,Y).

Dowo6d. Mozemy zatozyé, ze v € Y. Wykorzystujac przesuniecie o —v i jednoktadnosé
o skali 1/dist(v,Y") uzyskujemy tez, ze v =01 dist(0,Y) = 1. Przyjmijmy dla € > 0:

}QZYﬂ(l—{—g)EV

Gdy y1,y2 € Y, to (y1 +12)/2 € Y, wige |ly1 +2[|/2 > 1 (bo dist(0,Y) = 1). Zatem
lly1 — yo|| < 6(e), gdzie § jest funkcja z powyzszej definicji, skad diam(Yz) < d(e) —
przy € — 0, wobec dowolnosci yq, yo € Y- 1 whasnosci funkceji 6.

Na podstawie twierdzenia Cantora i zupelnosci przestrzeni V', zachodzi (), Y1/, =
{yo} dla pewnego o € Y. Z okreslenia zbioréow Y; 4, i definicji dist(0, V') wynika, ze ||yo]| <
1 =dist(0,Y) <|lyol|. Atezgdyy € Yilly[| =1, toy =y, boy e, Y O
Uwaga 1. * Odskalowujac” zauwazamy wyzej, ze gdy r < dist(0,Y) < (1 4 ¢e)r, to
zbior Y N (1 4 &)rBy jest niepusty i ma $rednice < rd(e). Wykorzystamy to w §12.4.

§ 3. Konstrukcje prowadzace do przestrzeni Banacha i tematy pokrewne

1 Konstrukcje prowadzace do przestrzeni Banacha

i) Podprzestrzenie domkniete. Gdy moéwimy o podprzestrzeni przestrzeni unor-

mowanej (V|| ||) i nie powiedziano inaczej, rozpatrujemy ja z norma indukowana
przez || ||. Domknieta podprzestrzen przestrzeni Banacha jest w tej normie prze-
strzenig Banacha. Rowniez i odwrotnie, gdy podprzestrzen wektorowej przestrzeni
unormowane] jest przestrzenia Banacha, to jest ona domknicta. Np. przestrzen
{(z,) € s : x, = 0 dla prawie wszystkich n} nie jest przestrzenia Banacha w normie
supremum, bo jest niedomknieta podprzestrzenia przestrzeni £

Przyktady przestrzeni Banacha, otrzymanych jako podprzestrzenie domkniete:
a) Przypomnijmy z §2.2 czy z wyktadu Topologii I, ze ££ (X) = zbior funkcji ogra-
niczonych z X w I, jest przestrzenia Banacha z norma ,sup” || f|le = sup,ex | f(2)].
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Gdy X jest przestrzenia zwarta, to przez CF(X) oznaczymy przestrzen funkcji
ciagltych X — F, rowniez z norma || ||sup. Jest to przestrzen Banacha, jako domknieta
podprzestrzeri przestrzeni ££ (X).

b) Gdy X jest przestrzenig topologiczna, to przez CF(X) oznaczmy przestrzen
funkcji ciagltych f : X — F, ktorych nodnik cl{z € X : f(x) # 0} jest zwarty.
Przez CF(X) oznaczymy zas$ domknigcie tej przestrzeni w (5 (X); obie przestrzenie
CE(X) i CY(X) rozpatrujemy z norma ,sup”. Przestrzen Ch (X)) jest wiec przestrzenig
Banacha, lecz CT(X) nig nie jest np. gdy X = N (dlaczego?).

¢) Przez ¢ oznaczymy przestrzen wszystkich skalarnych ciggéw zbieznych, a przez
co jej podprzestrzen cy wszystkich ciaggéow zbieznych do 0, obie rozpatrywane z norma
sup”. (Gdy gra role to, czy ciagi sa zespolone, czy rzeczywiste, zaznaczamy to oddziel-
nie.) ¢ mozna utozsami¢ z C'(X) dla przestrzeni X = {1,2,..., 00} majacej jedyny
punkt skupienia co; natomiast ¢y — z Cy(X) dla przestrzeni dyskretnej X = N. Sa to
wiec przestrzenie Banacha.

d)* Ogolniej, oznaczamy przez cg(I') przestrzen Banacha C3 (T'), gdzie zbior I' wy-
posazony jest w topologie dyskretna. Wéwczas (co nalezy sprawdzi¢) C (T) = {(z,) €
l(I;F) : dla kazdego € > 0 zachodzi |x,| < ¢ dla p.w. v € I'}, z norma "sup” dzie-
dziczong 7 (% (T).

e) * Niech D oznacza otwarty dysk jednostkowy {z € C : |z| < 1}, zas H(D) zbior
wszystkich funkcji ciggtych na dysku D, ktore sg holomorficzne w D. Przestrzenn H(D)
traktujemy jako podprzestrzeni przestrzeni (C(D), || |lsup). H (D) jest przestrzenia
Banacha, bo jest domknieta w C'(D), na mocy twierdzenia Weierstrassa o granicy
jednostajnie zbieznego ciggu funkeji holomorficznych.

ii) Przestrzen operatoréw ograniczonych, w tym przestrzen sprzezona.

Stwierdzenie 1. Niech (V|| ||v) ¢ (W, || ||w) bedq liniowymi przestrzeniami unormo-
wanymi. Jesli (W, || ||lw) jest przestrzeniq Banacha, to (L(V,W),|| ||) tez nig jest.

Dowdd. Istotnie, gdy L, € L(V,W) i ||L,]] < 27" dla n € N, to przy zalozeniu
zupetnosci normy || ||w, dla v € V wektor Lv = > L,v jest poprawnie okreslony,
bo ||Lyv|lw < 27"||v|lv. Podobnie, otrzymany operator L spetnia dla k& € N warunki

k —i
Sup|y|<1 | Lv — anl Lyv|lw < ng 27" —=0.89

Uwaga 1. W szczegolnosei, przestrzen sprzezona (lub: dualna) V* = L(VF)
jest zupelna — i to nawet wtedy, gdy przestrzen unormowana (V|| ||v) nie jest.

iii) Zmiana normy na réwnowazng; obraz przy operatorze otwartym.

Stwierdzenie 2. Niech (V.|| ||v) bedzie zupetna, a (W, || ||lw) dowolng liniowq prze-
strzeniq unormowang. Jesli istnieje operator L € L(V, W) ktory jest otwarty (jako
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przeksztatcenie 2 V- w W )4 to przestrzen (W, || ||w) tez jest zupetna.

Dowod. Ponownie zastosujemy lemat 1 w p.1. Niech w, € W i ||lw,|| < 1/2" (tzn.
w, € %BW) dla kazdego n € N. 7Z otwartosci L wynika, ze L(By) D rBy dla
pewnego r > 0. Poniewaz r2"w, € rBy C L(By), to w, = L(v,) dla pewnych
vy, € 2TITBV. A 7Ze V jest przestrzenia Banacha, to szereg > v, jest zbiezny, skad i
szereg > wy, jest zbiezny (do L(D>, v,), z clagtodci i addytywnosci L).

Whniosek 1. Gdy dwie wektorowe przestrzenie unormowane sq liniowo—topologicznie
izomorficzne 1 jedna z nich jest zupetna, to druga tez. Gdy wiec jedna z dwoch réwno-
waznych (patrz nizej) norm na przestrzeni wektorowej jest zupetna, to druga tez.

Definicja. Normy || || i || || na przestrzeni wektorowej V' sa rownowazne, gdy prze-
ksztatcenie identycznosciowe (V)| ||) — (Vi || ||') jest homeomorfizmem. Z uwagi 2 w
§2.2 wynika, ze jest tak wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja ¢, C' € (0, 00) takie, ze

cllv|| < |lv||" < Cljv|| dla wszystkich v € V.

Uwaga 2. Wielokrotnie wykorzystamy nastepujaca konsekwencje wniosku 1: liniowo—
topologiczne zanurzenie przestrzeni Banacha w przestrzen unormowana (W, || |lw),
ktorego obraz zawiera zbior A, liniowo gesty w W, jest ,na”. Obraz ten jest bowiem
zupelny w normie || ||w, a przez to domkniety w W — wiec jest rowny W, bo jako
podprzestrzen liniowa zawiera tez zbior lin(A), gesty w W.

iv) Przestrzen ilorazowa. Niech V{ bedzie podprzestrzenia wektorowej przestrzeni
unormowanej (V. || ||v). Oznaczmy przez [v] warstwe wektora v € V' wzgledem Vj, a
przez V/Vjy zbior wszystkich takich warstw, tzn.:

v|=v+Vydla veV oraz V/Vi={[v]:veV}.
Przypomnijmy, ze ponizsze wzory poprawnie okreslaja dziatania w V/Vj:
Av] = [Av] 1 [v1] + [ve] = [v1 +v5] dlav,v,v2 €V 1 XA€F,
Przyjmijmy tez (pierwsza rownos¢ to definicja, a dalsze to jej przeksztalcenia):
I [w] | := inf{[[v"]lv : v € [0]} = dist(0, [v]) = dist(v, V0). ()

Stwierdzenie 3. Gdy podprzestrzen Vi jest domknieta w V', to (V/Vi, || ||) jest wek-
torowq przestrzeniq unormowang —przy tym zupetng, jesti (V. || ||v) zupetna.

4tzn. dla kazdego zbioru otwartego U C V, zbior L(U) jest otwarty w W. Réownowaznie (ze wzgledu na niezmien-
niczo$é topologii obu przestrzeni wzgledem przesunie¢ i jednoktadnosei): zbior L(By ) jest otoczeniem zera w W.
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Dowdd. To, ze || || jest norma wynika z zadania 3 w §1.4 i domknietosci Vj (powodujacej,
ze ||[v]|| # 0 gdy v & V). Koncowa zas cze$¢ wynika ze swierdzenia 2. (Rzutowanie
V' na V/Vj jest otwarte, bo przeprowadza kule By na kule jednostkowa w V/V;.) O

Wtiasnodci przestrzeni ilorazowej ujmuje nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 4. Niech V' bedzie liniowq przestrzeniq unormowang, a Vi jej domknietq
podprzestrzeniq, 16zng od V; niech tez P(v) = [v] € V/Vi dlav € V. Wowczas
P(By) = Byyy,, wigc rzutowanie ilorazowe P jest otwarte i ||P|| = 1. Ponadto, dla
kazdego przeksztatcenia liniowego L 'V — W spetniajocego warunek ker(L) D Vj,
istnieje jedyne przeksztatcenie Q @ V/Voy — W takie, ze L = Q o P; przy tym ||Q|| =
IL||. Gdy wyzej ker(L) = Vi, to Q jest monomorfizmem liniowym, a gdy ponadto
obraz L(By) kuli jednostkowej wV zawiera kule r By, to |Q7Y|| < 1/r. B

Zadanie 1. Nizej V i W to przestrzenie unormowane i V| jest domknietg podprze-
strzenia przestrzeni V', r6zng od V. W oparciu o stwierdzenie 4 dowies¢, ze:

a) Przeksztalcenie T' € L(V, W) jest otwarte na swoj obraz wtedy i tylko wtedy,
gdy [|[Tv|lw > c-dist(v, ker(T')) dla pewnej stalej ¢ > 0 i wszystkich v € V. Wywnio-
skowac, ze wraz z T whasnosc¢ ta przystuguje Tjy;, gdy Vo C V' jest podprzestrzeniy.

b) (Lemat F. Riesza.) Istnieje taki wektor v € V, ze ||v|| = 1 1 dist(v, V) > 1/2.

c) Przestrzen {p € V* : ¢y, = 0} jest liniowo izometryczna z (V/Vy)*. Ogolniej,
T +— T o P jest izometrig przestrzeni £(V/Vy, W) na {T € L(V, W) : Tiy, = 0}.

Zadanie uzupelniajace 1. Niech V| bedzie podprzestrzenia przestrzeni unormowanej V.
Dowies¢, ze jesli Vi i V/Vj sa przestrzeniami Banacha, to i V' nig jest.

v) Suma prosta. Gdy V' i W sa wektorowymi przestrzeniami unormowanymi, to

przestrzeni wektorowa V' x W (oznaczana tez przez V @ W) wyposazyé mozna w
topologie iloczynu kartezjaniskiego. Dla kazdej normy || || na V' x W, ktora wyznacza
te topologie, przestrzern unormowana (V' x W, || ||) nazywamy zewnetrzna suma
prosta lub iloczynem kartezjanskim przestrzeni V i W. Wybo6r normy || || nie
jest jednoznaczny. (Przykladowe dogodne normy to (v, w) — max(||v|v, [|w||w), czy
(v, w) = |Jollv+wllw, czy (v,w) = /|[v]|? + [|w]|? ) Z definicji, wszystkie mozliwe
normy || || sa wzajemnie rownowazne w sensie opisanym w iii).

Stwierdzenie 5. Suma prosta dwoch przestrzeni Banacha jest przestrzeniqg Banacha.

Dowod. Wziaé ||(v, w)|| := max(||v||v, [[w]|w); skorzystaé¢ z wniosku 1. B

2 Wilasnosci przestrzeni skonczenie—wymiarowych

Skonczenie-wymiarowa wektorowa przestrzen unormowana okazuje sie by¢ przestrze-
nig Banacha:
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Twierdzenie 1. Gdy wektorowa przestrzen (V)| ||v) jest skoriczonego wymiaru, to:

a) kazdy funkcjonat liniowy ¢ : V. — F jest ciggly;

b) kazde przeksztatcenie liniowe przestrzeni V' w wektorowq przestrzen unormowang
jest ciggte;

c) kazdy ograniczony i domkniety podzbior przestrzeni (V|| ||v) jest zwarty (réw-
nowaznie: kazdy ograniczony cigg w V. ma podciqg, zbiezny w normie || ||v );

d) kazda norma na przestrzeni V' jest rownowazna normie || ||y @ jest zupetna.

Dowod. Tezy te sa oczywiste gdy dim V' = 0. Zalézmy ich prawdziwosé¢ gdy dim V' =
n — 1, i niech dim V' = n.

Ad a). Dla niezerowego funkcjonalu ¢ : V' — F, wymiar podprzestrzeni ker(¢p)
wynosi n — 1. 7 zatozenia indukcyjnego wynika zupelnosé, a wiec i domknietos¢ w V'
zbioru ker(y). Gdy obra¢ v € V' \ ker(yp), to zbior v + ker(yp) pozostaje domkniety,
wobec czego jego dopetnienie N jest otoczeniem zera, dla ktorego ¢(v) & (V). Stad
wynika ciggtosé ¢; patrz zadanie 2 w §1.4.

Ad b). Gdy przeksztatcenie L : V' — W jest liniowe i przez wy, ..., wy oznaczymy
baze jego obrazu, to dla pewnych funkcjonatow liniowych 1, ..., ¢ zachodzi tozsamosé
L(z) = S8 gi(x)w; (z € V), co wobec a) daje b).

Ad ¢). Jak wiemy z GALu, istnieje izomorfizm liniowy L : V' — F". Wyposazmy
F" w norme ||(¢;)1|lsup = sup; |t;|. Z b) wynika, ze oba operatory L i L™! sa ciagle,
wiec przeprowadzaja zbiory zwarte na zwarte, zas ograniczone na ograniczone. A ze
teza c) jest prawdziwa dla przestrzeni (F", || ||sup), to jest prawdziwa i dla (V.|| ||v).

Ad d). Réownowaznos¢ normy || ||y z dowolna inng || || wynika stad, ze przeksztal-
cenie identycznosciowe z (V. || ||v) w (V.|| ||) jest na podstawie a) homeomorfizmem.
Ponadto, ciag spetniajacy warunek Cauchy’ego w normie || || jest w niej ograniczony,
wiec na podstawie ¢) ma podciag zbiezny. Tym samym, ciagg ten jest zbiezny. [J

Uwaga 1. Kazda z wlasnosci od a) do d) przystuguje tylko przestrzeniom skonczonego
wymiaru. Patrz nizej twierdzenie 2 i zadanie uzupetniajace 1.

Twierdzenie 2 (F. Riesza). Domknieta kula jednostkowa nieskoriczenie wymiarowej
przestrzent unormowane) jest niezwarta.

Dowdd. Obierzmy w rozwazanej przestrzeni V' wektor jednostkowy v; dowolnie, a gdy
znamy juz vi, ..., vn_1, to przyjmijmy Vg := lin(vy, ..., v,_1) 1 w oparciu o zadanie 1b)
w p.1 obierzmy v, € V tak, by ||v,|| = 1 1 dist(v,, Vi) > 1/2. (Zalozenia zadania
sa spelnione: podprzestrzen Vj jest domknieta i rozna od V', bo dimVy < n < oo
i dimV = o0.) Skonstruowany indukcyjnie ciag (v,) wektorow jednostkowych nie
zawiera podciagu zbieznego, bo [|vy —v|| > 1/2 dla k # 1. O

Zadanie 1. a) Niech operator liniowy L : V' — W pomiedzy przestrzeniami unor-
mowanymi ma domkniete jadro. Dowiesé, ze jesli dim W < oo, to operator ten jest
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ciagly. (Wskazowka: przedstawi¢ L jako ztozenie V- — V/ker(L) — W.)
b) Wywnioskowaé, ze gdy V = X; @ Xy, gdzie X; = X i dim X, < oo, to ciggle
sg rzuty liniowe z V' na X; wzdtuz X5 _;, dlai =1, 2.

Zadanie 2. Niech V|, bedzie domknieta podprzestrzenia liniows przestrzeni unormo-
wanej V', a przestrzenn unormowana W niech bedzie skonczonego wymiaru. Dowies¢,
ze kazdy operator Ly € L(Vy, W) mozna przedtuzy¢ do operatora L € L(V, W). (Nie
zadamy, jak w twierdzeniu Hahna-Banacha, by ||L|| = || Lo||.) Wywnioskowa¢, ze jesli
W <V jest podprzestrzenia skonczenie-wymiarowsa, to istnieje ciaglty rzut liniowy
PV — W oraz taka domknieta podprzestrzeni X <V, ze V =W ¢ X.

Zadanie 3. Niech U i W beda podprzestrzeniami przestrzeni unormowanej V. Do-
wies¢, ze jesli dim(W) < oo i podprzestrzen U jest domknieta, to U + W tez jest
domknieta. (Wskazowka: U + W = P~1(P(W)), gdzie P : V — V/U to rzutowanie.)

Twierdzenie 1 i zadanie 2 warto zestawié¢ z zadaniem uz. 1 w §1.5 i ponizszymi:

Zadanie uzupetiajace 1. Dla przestrzeni unormowanej (V|| ||) nieskonczonego wy-
miaru dowies¢, ze:

a) Istnieje nieciagly funkcjonat liniowy ¢ : V' — F. (Wskazowka: zdefiniowaé ¢ na
wektorach bazy algebraicznej.)

b) Jadro ker ¢ tego funkcjonatu nie jest domkniete, a norma ||| ||| :== || || + |¢| nie
jest zupelna.

c) Istnieje nieciagty operator liniowy L : V' — V x I, ktorego jadrem jest {0y }.

Zadanie uzupelniajace 2. Podprzestrzen Vy przestrzeni (R?, || ||o) zadana jest réwna-

niem x —y — 2z = 0. Dowies¢, ze identycznosci na V| nie mozna przetuzyé¢ do operatora
liniowego z R w Vp, majacego norme 1.

3 Dwa przykltady

Omowimy dwa wykorzystywane dalej przyktady, w ktorych istotne jest wyznaczenie
normy operatora.

Przyktad 1. Rozpatrujemy przestrzen Lo(p), jak opisano w §2.2. Ustalmy funkcje p—
mierzalng u i dla f € Lo(p) niech M, f = u- f. Jesli ||u|leo < 00, to ||Myfll2 <
[ul[oc || fl2, wiee okreslony jest operator Lo(p) 3 f = My f € La(p) 1 [[Mull < [luflc.

Dowiedziemy, ze jesli ponadto kazdy zbiér p—miary oo zawiera zbior skoriczone;j
miary dodatniej, to ||M,| = ||u|le. W tym celu niech ||u||oo > ¢ i przyjmijmy A :=
{t € T : |u(t)| > c}. Z definicji normy || ||oc wynika, ze pu(A) > 0, a z poczynionego
zalozenia —ze 0 < u(B) < oo dla pewnego zbioru mierzalnego B C A. Dla f := 13
zachodzi wiec |M, f| > c|f]|, skad [|[Myf||2 > c||f|l2; zarazem tez || f|l2 = /u(B) €
(0,00). Wobec dowolnosci ¢ < ||ul|o dowodzi to, ze || M,|| > ||u|loo. O
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W drugim przyktadzie podamy konstrukcje catki jako przediuzenia funkcjonatu
ograniczonego.

Definicja. a) Niepusta rodzine ¥ podzbioréw danego zbioru T nazywamy pierscie-
niem, jeli PUQ € X1 P\ Q € ¥ dla wszystkich P,Q € ¥. > W b) i ¢) zakladamy,
ze 3 jest takim pierscieniem; nadal F € {R, C}

b) F—miarg na ¥ nazywamy® kazda funkcje u : ¥ — F taka, ze u(P U Q) =
w(P) 4+ pu(Q) dla roztacznych P,Q € X. (Stad tez ) € ¥ i () = 0. Przeliczalna
addytywnos¢ nie jest zakladanal) Wariacja calkowita tej F-miary nazywamy liczbe

liall = sup > (P

peP

gdzie supremum bierzemy po wszystkich skonczonych, roztacznych rodzinach P C ..
¢) Funkcje f : T — F nazywamy >—prosta, gdy przyjmuje tylko skonczenie wiele
wartosci i f71()\) € ¥ dla kazdego niezerowego skalara ).
Przez 1p : T — {0,1} oznaczmy ,indykator” zbioru P C T, okreslony tak, by
1p($):1¢>l‘€P.

Stwierdzenie 1. Niech X bedzie pierscieniem podzbiorow zbioru T'.

a) Zbior E wszystkich funkcji S—prostych jest powtokq liniowg w o (T) zbioru
{lp P e E}

b) Gdy p jest F-miarg na X, to istnieje jedyny taki funkcjonat liniowy ¢, : E — T,
ze 0, (1p) = p(P) dla wszystkich P € X. Przy tym, ||oull = |l¢]-

c) Jesli ||| < oo, to w b) mozna zastgpic 2bior E przez jego domkniecie E w oo (T).

Dowod. Dowod a) pozostawiony jest jako zadanie. Przyjmijmy dla f € E:
Z A ,u 1A} ) (tylko skoriczenie wiele sumowanych liczb jest niezerowych)
A0
Nietrudno sprawdzi¢, ze funkcjonal ¢ jest liniowy (jest to ciag dalszy zadania) i
DI A e (D) < ( S |>\| Dol O M s - el
A0 A0

Stad ||¢|| < ||u||. Zarazem ||¢|| > ||u||, bo dla kazdej skoiiczonej rozltacznej ro-
dziny P C X funkcja f = > pop Sgn(p(P))1p spetnia warunek || fllsyp = 11 ¢(f) =
> pep [0(P)| — skad sup{ip(£)] + £l < 1} > Ilull. Mozemy wice w b) prayjac
0, = @. (Jedynos¢ wynika z liniowosci i tego, ze E = lin{lp}pex.) Czes¢ c) zad
wynika z ponizszego ogélnego wyniku, majacego niezalezne znaczenie:

"Wtedy tez 0 € X1 PNQ € X dla P,Q € ¥ (dlaczego?). Nie zadamy jednak, by 7' € X.

6Nie jest to nazwa przyjeta. Dawniej uzywano lepszej, lecz dtuzszej: ,addytywna funkcja zbioru”; teraz pisuje sie
nierzadko ,skoriczona, znakowana/zespolona miara addytywna”. Odnotujmy, ze i nieujemna, oc—addytywna R-miara
rozni sie od ,zwyktej” miary z AM II tym, ze nie przyjmuje wartosci co.
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Stwierdzenie 2. Liniowy operator ograniczony Ly, okreslony na podprzestrzeni linio-
wej przestrzeni unormowanej 1 przyjmujgcy wartosci w przestrzeni Banacha, mozna
jednoznacznie przedtuzyc do takiegoz operatora L, okreslonego na domknieciu tej pod-
przestrzeni. Ponadto, | L|| = || Lol|-

Jest to szczegolny przypadek rezultatu, znanego z wyktadu topologii 1: przeksztal-
cenie lipschitzowskie (ogolniej: jednostajnie ciagle), okreslone na podzbiorze prze-
strzeni metrycznej i przyjmujace wartosci w przestrzeni metrycznej zupetnej, przedtuza
sie w sposoOb ciagly na domkniecie tego zbioru. W sytuacji opisanej wyzej, przedtuzenie
jest liniowe 1 zachodzi ||L|| = || Lo|| (dlaczego?).

Uwaga 1. a) Funkcjonal ¢, i jego obciecia do dogodnych podprzestrzeni przestrzeni
E nazywamy calkowaniem wzgledem F-miary p; zamiast ©u(f) piszemy tez [, fdu
lub [ fdp lub [ f (gdy zbior T' czy F-miara u sa wiadome).

b) Jest widoczne, ze @, = ¢, + Ay dla A € F i F-miar p, v na X.

c) Jak w teorii calki Lebesgue’a mozna jeszcze okresli¢ catke wzgledem p pewnych
funkcji nieograniczonych (czego tu nie robimy), a nawet przyjmujacych wartosci w
przestrzeni Banacha. Bez o—addytywnosci miary, dotad nie zakladanej, nie uzyskamy
jednak twierdzen Lebesgue’a z 2.3. PomineliSmy tez wyzej wazne zagadnienie powiek-
szenia pierScienia X, na ktorym miara p jest okreslona.

Zadanie 1. Gdy ograniczona funkcja f : T — R spelia warunek f~1((—oo,c)) € &
dla kazdego ¢ € R, to f € F, wiec catka [, fdp istnieje i | [ fdu| < || fllsup - [12]]-

§ 4. Funkcjonaly na przestrzeniach L,(n) i C(X); zwiazki z teorig miary

1 Funkcjonaly na przestrzeniach L,(u)

Oznaczenie. Oznaczamy przez ba” (21) zbior tych F-miar p, ktore okreslone s na
pierscieniu 2" wszystkich podzbioréw danego zbioru I' i maja skoriczona wariacje cal-
kowita ||u||. (Patrz §3.3; ,ba” od ,bounded additive”, za Dunfordem i Schwartzem.)

Twierdzenie 1. a) Kaida F-miara pn € ba”(2") wyznacza ,funkcjonat catkowania”
pp € (L5,(T))", okreslony w §3.3; pray tym [0, = |lull-

b) Kazdy funkcjonat @ € (KEO(F))* jest postaci p,,, dla pewnej F-miary u € ba"(T).
Miara ta jest jedyna i jest wyznaczona wzorem u(P) = ¢(1p) dla P C T.

Dowod. Czesé a) wynika ze stwierdzenia 1 w §3.3, bo zbior £ = lin{lp : P C I'}
jest gesty w £ (I") (dlaczego?). By uzyska¢ b) zauwazamy wpierw, ze podany wzor
definiuje F-miare, tzn. u(PUQ) = u(P)+u(Q) gdy PNQ = 0. Ponadto, ||u] < ||¢ll,
bo gdy Pi,...,P, C I' sa parami rozltaczne, to dla f := > Sgn(F) - 1p zachodzi
Yo (P = e(f) < |lell (wobec tego, ze || f|l = 1). Na podstawie a), @ wyznacza
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wiec ciggly funkcjonal ¢,. Wreszcie, funkcjonaly ¢ i ¢, oba ciggte i liniowe, sg rowne
na zbiorze {1p : P C I'}, liniowo gestym w (o (I'). Stad wynika, ze ¢ = ¢,. B

Whniosek 1. Jesli za norme adytywnej F-miary obracé jej wariacje catkowitq,
to (ba"(25), || ||) jest przestrzeniq Banacha, liniowo izometryczng z (% (T))*. O

Zadanie 1. * a) Zbior ba(X) ograniczonych F-miar na pierécieniu zbiorow ¥ C 21 jest,
znorma 7, przestrzenia Banacha, sprzezona do przestrzeni ?7. (Uzupelnié¢ i uzasadnic.)
b) Zbior o-addytywnych (i ograniczonych) F-miar jest domkniety w (ba(X), | ||).

Twierdzenie 1 jest "baby version” waznego twierdzenia o postaci funkcjonatéow na
przestrzeni C'(X), dla zwartej przestrzeni X; patrz dalej punkty 31 5. Pokrewne im jest:

Twierdzenie 2 (o reprezentacji funkcjonatéw na przestrzeniach L,(u)). Niech pn >0
bedzie o—addytywng miarg na o—ciele podzbiorow zbioru T, zas p,q € [1,00] bedg
wyktadnikami sprzezonymi (tzn. 1/p+1/q =1, gdzie 1/oo = 0). Wiwczas:

a) Kazda funkcja g € Ly(p) wyznacza wzorem

eolf) = / Fodp dla f € Ly(u) (6)

funkcjonat liniowy g, = L,(n) — F, taki, Ze ||pgl < ll9]lq-

b) Jeslip # 1, to wyzej || 4|l = ||gllq, tzn. przeksztalcenie kanoniczne L,(p)
lg] = @4 € (Lp(p))™ jest izometrycznym zanurzeniem liniowym Ly(p) w (Ly(p))”

¢) Jeslip#1 i p# oo, to przeksztatcenie to jest izometrig Ly(u) na (Ly(u))”.
Uwaga 1. i) Teza c) jest stuszna i dla p = 1, jesli u jest miara liczaca lub o-skoriczona
(tzn. T jest przeliczalng suma zbiorow skoriczonej miary p). Patrz zadania 3a) i 4).

ii) Ogolnie jednak, juz teza b) moze by¢ nieprawdziwa dla p = 1. Np. dla miary nie-
skoriczonej na zbiorze jednopunktowym, przeksztalcenie kanoniczne Loo(p) — Li(p)*
nie jest roznowartosciowe, bo Ly(u) = {0} = L1(p)* i Loo(pt) = F.

iii) Podobnie, zalozenie p # oo gra role w ¢) —nawet, gdy T = N i p jest miarg
liczaca. Istotnie, przestrzen ¢; nie jest izometryczna z £%_, bo jest osrodkowa, a €% —

nie (wiedza z ¢wiczerl).
iv) W waznym przypadku p = 2, teza c¢) wyniknie tez tatwo z twierdzenia 3 w §6.3.

Dowod twierdzenia 2. Nieréwnos¢ [|¢4|l < |lg|l; wynika z nieréwnosci Holdera, a
odwrotna (gdy p > 1) z twierdzenia 1b) w §2.3. Do dowodu ¢) wykorzystamy:

Zadanie 2. Niech f,v € Lf(u) (nadal p € (1,00)). Dowiesé, ze funkcja t —
[1f = tv]P ma w zerze pochodna, rowna [ hv, gdzie h := —p|f|P~'Sgnf € L,(n).
(Wskazowka: dowiesé, ze dla a,b € R funkcja t — |a + tb|’ ma w zerze pochodna,
rowna (p|alP~1Sgn a)b; skorzystaé z twierdzenia o rézniczkowaniu pod znakiem calki.)
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Kontynuujmy dowod c). Niech p € (1,00) 1 ¢ € L,(1)* \ {0}; wobec b) pozostaje
dowies¢, ze ¢ = ¢, dla pewnego g € L,(p). W tym celu przyjmijmy wpierw, ze F = R.
Obierzmy f € L,(u) \ ker(p) dowolnie. Jak wiemy z §2.4, istnieje w ker(y) wektor
fo, najblizszy wektorowi f. Zastepujac f przez f — fo uzyskujemy to, ze fo = 0.
Gdy v € ker(yp), to 0 pozostaje wektorem najblizszym wektorowi f w zbiorze Ruv,
wobec czego funkcja R 3 t — (||f — tv]|,)? przyjmuje w zerze swe minimum. Ale
(patrz zadanie 2) pochodna w zerze tej funkeji istnieje i jest rowna [ hv, dla pewnej
niezaleznej od v funkcji h € Ly(p). Tym samym [hv = 0 dla v € ker(p) — co
oznacza, ze funkcjonal ¢, zeruje sie na ker(p). Stad i GALowego zadania z ¢wiczen,
o, = cp dla pewnego skalara c. A ze ||gp|| = ||hll4 1 ||Pll; # O (rachunek), to ¢ # 0 i
¢ = Lo = g, gdzie g := th € Ly(p). To konczy dowod, jesli F = R.

Jesli F = C, to na podstawie powyzszego istniejg funkcje g1, g € Lg&(,u) takie, ze
(Rep)(v) = [gv i (Imp)(v) = [ g dla v € Lii(p). Przy g == g1 +igs € Ly (p)
zachodzi (v) = @y(v) dla v € L (n), a wige i dla v € ling(Ly (1)) = Lg(u). O

Zadanie 3. a) W przypadku, gdy u jest miara liczacg na zbiorze T', da¢ samodzielny
dowod tego, ze kanoniczne przeksztalcenie z tw. 1 jest dla p € [1, 00) izometria L, ()
na L,(p)*. (Wskazowka: gdy ¢ € €,(T)* prayjac g,(t) := ¢(1yy) dlat € T. Rozwa-
zajac skoriczone zbiory S C T' 1 obeigcia @|(rer, (1).f, s=0y dowiesé, ze [[gyllq < l¢]]-)

b) Dowies¢ podobnie, ze kazdy wektor g € £1 wyznacza formula g () = > g(v)z(7)
funkcjonal ¢, € cy, a g = @, jest izometrig z £; na c.

Zadanie 4. Przy oznaczeniach tw. 2 i skoriczonej mierze p (wyjawszy iv)), niech
pe[l,2)ipe L,(u)*. Uzupetni¢ szczegoly ponizszego rozumowania H. Steinhausa:

i) Identycznosciowe wlozenie J : Lo(p) < Ly,(p) jest poprawnie okreslone i ciagte,
skad funkcjonat ¢ o J jest ciagly na Lo(p).

ii) Istnieje taka funkcja g € Lo(u), ze p(f) = [ fg du dla wszystkich f € Lo(u).

iii) Zachodzi ||g||, < coi¢, = . (Wykorzystac zad.1 w §2.3 1 gestos¢ La(p) w Ly(p).)

iv) Gdy miara p jest tylko o—skoriczona, to przedstawi¢ T jako sume zbior6w mie-
rzalnych skonczonej miary, Ty C Ty C ... Dla kazdego n uzyskaé z iii) istnienie jedynej
Klasy g, € Lq(pr,), takiej ze |lgnlly < ol 1 @(f - 17,) = [; fgn du dla wszystkich

f € Ly(p). Wywnioskowac, ze ciag (gr) wyznacza klase g € Ly(u), dla ktorej ¢, = ¢.
2 Zastosowanie przypadku p = 2: dowéd von Neumanna twierdzenia Radona-Nikodyma

Twierdzenie 1 (Radona—Nikodyma). Niech p i v bedg skoriczonymi, o—addytywnymi
miaramsi nieujemnymi, okreslonymi na wspolnym o—ciele podzbiorow zbioru T'. Jesl

1(A) =0=v(A) =0 dla mierzalnych A C T, (7)
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to istnieje taka funkcja mierzalna h : T — R, ze
/fdy = / fhdp dla  f € Lo(p). (8)
T T

Uwaga 1. a) Gdy zachodzi (7), to piszemy v < p i méwimy, ze miara v jest abso-
lutnie ciagla wzgledem p. Zaleznosé (8) zapisywana jest symbolicznie dv = hdp, a
funkcje h nazywamy gestos$cig miary v wzgledem miary p. Nietrudno zauwazyé, ze
tozsamosé (8) jest rownowazna temu, by

v(A) = / h dp dla kazdego zbioru mierzalnego A. 9)
A

b) Z (9) wynika, ze h > 0 p—p.w. i h € Li(p) (bo [ h dp=v(T) < c0).

Dowdd twierdzenia (metoda von Neumanna; por. [Rudin ARiZ, str. 134]). Po-
niewaz w (8) wystarcza rozpatrze¢ rzeczywiste funkcje f, wiec przyjmujemy F = R.
Niech X := p+v oraz o(f) := [, fdu dla f € Ly(X). Dla tych f, z nierownosci CBS:

[P < N Loy vV 1 (T) < 1 2o v/ (T
skad ¢ € Lo(\)*. Wobec tw.2 w p.1 istnieje wiec funkeja g € Lo(N) taka, ze [ fdp =
Jp fgdX dla f € Ly(X). Uzyskujemy:

/T fodv = /T F(1—g)dp dla f € Lo(\) (10)

Niech Sp:={t:g(t) <0} iS5, ={t:¢(t) > 1}). Dla f = 1g, zauwazamy, ze lewa
strona w (10) jest < 0, a prawa > u(Sp), skad ©(Sp) = 0. Podobnie, u(S;) = 0, bo
przy f = 1g, lewa strona jest > 0, a prawa mniejsza od —u(S7). Przyjmijmy

S:=5US 1 T,:={t:1>g9()>1/n} (neN).

Niech tez h(t) := (1 — g(t))/g(t) dlat € T\ S. Wobec (10), dla f € Ls(A) in € N
zachodzi [, ngngdZ/ = |, §1Tn(1 — g)du, bo g 17, € Ly(N). A ze 1q,(t) / 1pg, to

fdv = fhdp dla nieujemnych f € Lo(N). (11)
T\S T\S

(Wykorzystano twierdzenia Lebesgue’a i Beppo Leviego.) Jak juz wiemy, u(S) = 0,
skad v(S) = 0 (bo v <« u). Pozwala to w (11) zastapi¢ T\ S przez T i otrzymac
(8) dla f > 0 — bo wobec v < p i skoriczonosci miar, Lo () C Loo(A) C Lo(N)).
Pozostaje wiec w (8) przedstawi¢ f jako roznice funkcji nieujemnych. [J

Uwaga 2. Pominmy zalozenie, ze v < pu . Wowczas nadal u(S) = 0 i zachodzi (11).
Wobec tego miary v, i v, , zdefiniowane dla zbioréw mierzalnych A wzorami

vs(A) =v(ANS), 1, (A):=v(A\S) = /A\S hdpu (12)
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sa takie, ze v = v, + vs, V(T \S) = 01 v, < p . (Ostatnig rownosé w (12)
uzyskujemy biorac f = 14 w (11); to na jej podstawie v, < p .) Z rozumowania von
Neumanna wynika wiec tez twierdzenie Lebesgue’a o rozktadzie: gdy skoriczone,
o-addytywne miary p i v sa okreslone na tym samym o—ciele zbiorow, to v jest sumg
dwoch miar v, i vy, z ktorych v, jest wzgledem p absolutnie ciggta, a v singularna,
tzn. taka, ze vs(T \ S) = 0 dla pewnego zbioru S C T o zerowej mierze .

Uwaga 3. Tak samo jest, gdy v ma wartosci w [F, bo jest ona wtedy kombinacja
liniowa ,prawdziwych” miar, skonczonych i absolutnie ciggtych wzgledem pu; patrz
dalej w p.4 uwaga 1 i twierdzenie 1.

To zas prowadzi do dalszego klasycznego wyniku z teorii miary:.

Uwaga 4. * Niech nadal v bedzie o-addytywna R-miara na o-ciele > podzbiorow
zbioru T'. Wowcezas miara p :=| v | jest przeliczalnie addytywna, skoriczona i taka, ze
v < u. (Patrz dalej w p.4 twierdzenie 11 (13).) Istnieje wiec taka funkcja h € Li(u),
ze v(A) = [,hdp dla A € ¥. Latwo dowies¢ (por. zdanie 3 w p.4), ze [, |h|dp =
| v | (A) = p(A) dla wszystkich A € X, wobec czego |h| = 1 p.w. Mozemy zatozy¢,
ze |h] = 1 (gdy nie, zmieniamy h na zbiorze miary 0). Przyjmujac T, := h~1(1)
i T := h™}(—1) otrzymujemy wiec rozklad Hahna: T = T, UT_, gdzie zbiory
T,,T € ¥ saroztaczne i dla A € X zachodzi:

v(A)>0gdy ACT; i v(A)<O0gdy ACT- .
3 Funkcjonaly na przestrzeni C'(X), dla zwartej przestrzeni X

Definicja. a) Gdy X jest pierscieniem zbioréw, to F-miare p : ¥ — F nazywamy prze-
liczalnie addytywna (krocej: o—addytywna), gdy dla kazdego ciagu { M, }72, C X,
jesli M, /' M € X, to lim, u(M,) = p(M). (Warunek ten mozna zastapi¢ przez: jesli
MnM=0dlak#1 1 U, M, €X, toull,M)=>, M, — daczego?)

b) Dla przestrzeni topologicznej X, przez B = By oznaczamy najmniejsze o-ciato
zhiorow, zawierajace wszystkie zbiory domkniete w X. Jest to tzw. o—cialo zbioréw
borelowskich (w X).

c) Zbior E C X nazywamy regularnym wzgledem F-miary p @ By — F, jesli
dla kazdego € > 0 zachodzi | u | (G \ F') < ¢ dla pewnego zbioru zwartego F' C E
i pewnego zbioru otwartego G D E. Tu, | u | (G \ F) oznacza wariacje miary pu
na zbiorze G \ F, patrz dalej w p.4. F-miare y nazwiemy regularna, gdy kazdy
zbior borelowski jest regularny wzgledem niej. (Spotkaé tez mozna inne wersje pojecia
regularnosci, por. dalej uwaga 2 w p.4.)

Twierdzenie 1. 7 Niech X bedzie zwartq przestrzeniq topologiczng. Wowczas:

F. Riesz udowodnit je dla odcinka w 1911r., J. Radon w 1912r. dla X C R", a S. Banach w 1937r. dla (zwartych)
przestrzeni metrycznych. Natomiast S. Kakutani w 1941r. i A. Markov w 1938r. nie wykorzystywali metryzowalnosci.
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a) Kazda reqularna F—miara p : Bx — F o skoriczonej wariacji catkowitej ||p|,
wyznacza ,funkcjonat catkowania” ¢, € (C(X))*, o normie rownej tej wariacyi.

b) Kazdy funkcjonal ¢ € (C’F(X))* jest postaci @, dla pewnej o—-addytywnes,
reqularnej miary p : Bx — F o skoriczonej wariacji catkowitej.

Uwaga 1. Jesli ¢, = ¢, gdzie p i v sa jak w a), to p = v (bo ¢,—, = 0, skad
| — v|| = 0). Z twierdzenia wynika wiec, ze mozna w b) zastapi¢ ,pewnej” przez
wjedynej”, a tez, ze kazda regularna F-miara v : Bx — F, z ||v|| < oo, jest o—
addytywna —bo jest rowna mierze p danej przez b) dla funkcjonatu ¢,. O

Dowod twierdzenia (czesciowy). Ad a). Gdy p jest F—miara na Bx i ||u|| < oo, to na
podstawie wynikow z §3.3 (stwierdzenia 1 i zadania 1) okreslony jest liniowy funkcjonal
catkowania wzgledem p, oznaczany tam ¢, : C¥(X) — F, przy czym ¢,/ < ||ull.

Gdy nadto miara u jest regularna, to dla kazdej liczby € > 0 i roztacznej rodziny
{My,...,M,} C Bx istnieja takie zbiory zwarte K; C M; i otwarte U; D Kj;, 7ze
| p | (M \K;) <e/n, | p| (Ui \K;) <e/norazUNU; =0 dlai# j. (Tui nizej
gra role normalnos¢ X.) Na podstawie tw. Tietzego—Urysohna istnieje tez funkcja
f € C¥(X), o module < 1, réwna Sgn(u(K;)) na K; (i = 1,...,n), za$ 0 poza |J, U;. *
Bez trudu sprawdzamy, ze przy K := |J; K zachodzi [, fdp =, |u(K;)|, a takze
s Sl < &, skad | [y fdp— S (M| | < &+ | o | (M:\ Ky) < 26 A
ze [y fdpw = @, (f) 1]f] <1, to z dowolnoéci € > 0 i rodziny (M;)?, wynika, ze
lonll = supllgn(] = [Fllor £ € CFCX)} > [l

Ad b). Przypusémy, ze istnienie odpowiedniej miary zostalo wykazane, gdy F = R.

Mozemy wigc znalezé o—addytywne R-miary vy 1 vy takie, ze Rep(h) = [ hdyy i
Imp(h) = [hdvy dla h € C®(X). Przy v := vy + vy zachodzi wowezas o(f) =
[ fdv dla f € C%(X) ~bo réwnos¢ ta zachodzi dla f € C®*(X). Obserwacja ta
pozwala przyjaé, ze F = R, a wtedy ¢ jest réznicg dwoch funkcjonatéow nieujemnych.
(Patrz uwaga 2 w Dodatku 1 do tego paragrafu.) Tym samym pozostaje rozpatrzeé
przypadek, gdy F = R i funkcjonat ¢ jest nieujemny, a ten relegujemy do Dodatku 2.

Zadanie 1. Rozumujac jak w ,,Ad a)” powyzej dowies¢, ze gdy p jest miarg Lebesgue’a
na R", to zbior wszystkich funkeji ciggltych o zwartych nosnikach jest gesty: i) w
(Lae)s M M), 1) w (L) O Lo(pe)s [l + ] []2)-

Zadanie 2. Dowies¢ podobnie, ze gdy X jest przestrzenia zwarta, a u: Bx — [0, 00)
o—addytywna miara regularna, to zbior C(X) jest gesty w Lo(p).

Zadanie 3. a) Udowodni¢ wprost, nie korzystajac z twierdzenia 1, ze kazda funkcja
g € Li([a,b],N), gdzie A to miara Lebesgue’a, wyznacza wzorem C([a,b]) > f —
fab f(t)g(t)dt funkcjonal liniowy na C([a, b]), o normie ||g||;. (Wskazowka: jak wyzej.)

8|lp|| < oo jest tez konsekwencja o-addytywnosci p; por. dalej twierdzenie 1 w p.4. (Nie gra to roli w dowodzie.)
9Bierzemy np. f =7, u; - Sgn(u(K;)), gdzie ,funkcja Urysohna” u; : X — [0, 1] jest rowna 1 na K; i 0 poza U;.
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b) Udowodni¢, ze funkcjonatu f +— f(a) nie mozna tak przedstawic.

4. Dla x € (1(Z>0) 1 y € c przyjmijmy @, (y) == Y xy; + xolimy. Dowiesé, ze
T+ p, jest poprawnie okreslong izometria z ¢1(Z>¢) na c*. (Por. zadanie 3b) w p.1.)

4 Dodatek 1 do §4.3: Wariacja ograniczonych F—miar i ich rozklad Jordana.

Nizej, u jest F—miara na pierécieniu > podzbioréw zboru 7.
Dla A C T zdefiniujmy wariacje | p | (A) miary p na A jako wariacje catkowita
miary p obcietej do pierscienia ¥4 := {P € ¥ : P C A}. 1 Zachodzi wiec

(A <[ p [ (A) < lul] dla A e X (13)

Zadanie 1. | i | (A) < c-suppey, |1(P)|, gdziec =2gdy F=Ric=4gdy F =C.
W szezegolnosei, gdy F-miara p jest ograniczona, jako funkcja w F, to ||u|| < oc.

Zadanie 2. Funkcja | u |, nazywana wariacja F—miary pu, jest addytywna na X,
zas przeliczalnie addytywna na > gdy p ma te wlasnosé.

Uwaga 1. Niech ||u]| < co. Jesli F = R, to piszac p =| p | —(] p | —p) stwier-
dzamy, ze u jest roznica dwoch R-miar, ktore obie sa nieujemne i ograniczone (i sa
o—addytywne jesli ;4 ma te wlasnosé). A jesli F = C, to u jest wiec kombinacja li-
niowa, o wspotczynnikach 41, +i, czterech takich R—miar. Jest to rozklad Jordana
ograniczonej [F-miary pu.

Uwaga 2. Wynika stad, ze gdy V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni (€% (X)), || |lsup);
to kazdy funkcjonat ¢ € V* jest roznicag dwoch liniowych, ciaggltych funkcjonatow nie-
ujemnych. Istotnie, mozemy ¢ przedtuzy¢ do ¢ € (€% (X))*, zapisa¢ ¢ jako ¢, gdzie

p € ba(I') (patrz p.1), a za szukane funkcjonaty przyjac¢ ¢, (czy raczej ich obcigcia
do V), dlapn = p|ips=[p|—p

Zadanie 3. * Niech f bedzie jednostajng granica funkcji X—prostych. Dowies¢, ze gdy

A € X, to fia jest jednostajng granica funkcji X 4—prostych i [ f-ladp = ff|Ad,uA,
gdzie pa = px,. Oznaczajac t¢ wspolnag wartosc¢ przez fA fdu dowiesé, ze wzor
v(A) = [, fdp zadaje F-miare v : X = Fi|v | (A)= [,|fld|pn]|dlaAeX.

Dla o-addytywnej miary na o—ciele zbiorow, warunek |||l < oo jest spelniony:

Twierdzenie 1. * Gdy F-miara p na o-ciele zbiordw jest o —addytywna, to ||p|| < oo.

Dowod. Wystarczy dowiesé, ze ||[Re p|| < oo i [|[Im p|| < oo; mozna wiec zatozy¢,
ze F = R. Przypusémy, ze liczba ||u|| =| p | (T') jest nieskoriczona. Skonstruujemy
indukcyjnie wstepujacy ciag zbiorow A, € X takich, ze |u(Ay)| >ni|p| (T\ A,) =

100znaczenie | 1 | (A) w tym znaczeniu jest powszechnie przyjete, choé na ogét | p | (A) # |u(A)|, tzn. funkcja | p |
nie jest wartoscia bezwzgledna funkcji p.
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oo dla kazdego n. W tym celu niech Ay = ), a gdy znamy juz zbior A,_1, to przyjmijmy
B =T\ A,_;. Korzystajac z tego, ze |u|(B) = oo, obierzmy zbior B’ € ¥, zawarty
w B i taki, ze |u(B")| > |u(B)| + s, gdzie liczbe s okreslimy ponizej. (Istnienie
zbioru B, dla kazdego s, wynika z zadania 1.) Przy B” = B\ B’ zachodzi |u(B")| >
(B — |i(B)| > s oraz | | (C') = oo dla pewnego zbioru C' € {B’, B"}. (Wynika
to stad, ze | u | (B)+ || (B") =| p| (B) = 00.) Przyjmiemy wiec A, =T \ C, za$
pozostaly warunek |u(A,)| > n uzyskamy z nierownosci |u(A,)| > [pw(C)| — |u(T)]
—o ile przyjmiemy s = |u(T)| + n.

Ciag (u(Ay))2, nie ma granicy w R, wbrew temu, ze z zalozenia powinien by¢
zbiezny do p(l,, An) € R. Sprzecznosé ta dowodzi, ze ||u|| < co. O

5 Dodatek 2 do §4.3: Istnienie miary, reprezentujacej nieujemny funkcjonal na C(X)

Twierdzenie 1. Niech X bedzie zwartq przestrzeniq topologiczng, a @ nieujemnym
funkcjonatem liniowym na C(X). Wowczas istnieje taka reqularna, o—addytywna

miara > 0 na Bx, ze o(f) = [y fdp dla f € C(X). (Tu, C(X) := C¥(X).)

Ponizej, przez K oznaczamy rodzine wszystkich zwartych, a przez G — wszystkich
otwartych podzbiorow przestrzeni X. Dowodd oparty jest na stwierdzeniu podobnym
do omawianych przy konstrukeji miary Lebesgue’a:

Stwierdzenie 1. Niech dana bedzie funkcja g @ KK — [0, 00) taka, Ze po(K U L)
to(K) + po(L) dla K, L € K, przy czym ,uO(KUL) = po(K) + po(L) jesli KNL =
Wowczas formuty

p1(G) :==sup{u(K): K CG,K € K}, wE):=inf{i1(G): GO E,Ge G} (14)

<
)

wyznaczajq funkcje po: 2% — [0, 00], takq, ze sy Jest miarq o-addytywng o dla

E € Bx 1 G € G spetnione sq nastepujgce warunki reqularnosci:
(@) =sup{u(K) : K C G, K € K}, p(E) =inf{u(G') : G' D E,G" € G} (15)
Dowo6d. Wyrdznimy cztery czesci rozumowania. (Zwarto$é X nie gra w nim roli).

i) Wpierw zauwazmy, ze p(G1) < p1(Ge) gdy Gh C G, wiee tez pu(Fy) < u(Es)
gdy By C Fy. Dla G € G uzyskujemy stad u(G) = p1(G), co pociaga za soba, ze
po(K) < p(K) < p(G) dla K € K takich, ze K C G. Stad iz (14) wynika (15).

ii) Funkcja p jest przeliczalnie pod-addytywna, tzn. p(, Ei) < >, pu(E;) dla
E, By, - C X.

Dla dowodu zat6zmy wpierw otwartos¢ wszystkich zbiorow FE;, a wiec i zbioru
G =, Ei. Wobec (14) i rownosci u(G) = pi(G) pozostaje wtedy dowiesé, ze gdy
zbior K C G jest zwarty, to puo(K) < >, u(E;). Jednak wobec zwartosci (a wiec i nor-
malnosci) zbioru K, z jego z otwartego pokrycia { F; N K }5°, mozemy wybraé¢ pokrycie



29 H. Toruriczyk, Wyktad z AF T*, jesieri 2020

skonczone E1 N K, ..., B, N K, a nastepnie obra¢ takie zbiory zwarte K; C K N E;, |
ze Uimy Ki = K. Zatem po(K) < 3700 po(KG) < 300 pl(Eq) < 32 n(Ei).

W ogélnym przypadku, dla e > 0 obierzmy zbiory otwarte G; D F; tak, by u(G;) <
wE) + 2% dlad=1,2.... Poniewaz u(|J; E;) < u(U; Gi) < >2,(u(E;) + /2",
wiec z dowolnosci € > 0 wynika, ze u(lJ; £i) < >, u(E;).

iii) Gdy p(F) < 0o, to u(F) > u(ENG)+u(E\G) dla kazdego zbioru otwartego G.

[stotnie, niech wpierw zbior F bedzie otwarty. Dla danego € > 0 istnieje taki zbior
zwarty K C ENG, ze ug(K) > w(ENG) —e. Wowezas p(E\ K) > p(E\ G) i
zbior B\ K jest otwarty; istnieje wiec tez taki zbior zwarty L C E\ K, ze puo(L) >
P(E\G)—e. Aze KUL C Eipug(KUL) > u(ENG)+pu(E\G)—2¢, to teza wynika
z dowolnosci € > 0. (Dwukrotnie wykorzystano to, ze p = p1 na zbiorach otwartych.)

Gdy zbior F nie jest otwarty, to dla dowolnej liczby r > p(F) istnieje zbior
otwarty E' taki, ze E' D Eipu(E') < r. Uzyskamy r > u(E") > p(E'NG)+u(E'\G) >
w(ENG)+ u(E\ G), wiec pozostaje skorzysta¢ z dowolnosei liczby r > u(E).

iv) Niech ¥ :={G : p(F) > p(ENG) + uw(E \ G) dla kazdego zbioru E C X}.
Na podstawie i), ii) i twierdzenia Caratheodory’ego, rodzina X jest o-cialem zbiorow
i jux jest miarg o-addytywna. Z iii) wynika, ze X zawiera wszystkie zbiory otwarte, a
wigce 1 generowane przez nie o—cialo By. Funkcja pz, jest wige o-addytywna. [

Uwaga 1. Ze wzoru (14) wynika, ze jesli funkcja g jest monotoniczna, to u(E) < oo
dla kazdego zbioru E o zwartym domknieciu.

Dowod twierdzenia 1. Przyjmijmy

po(K) :=1inf{p(f): feC(X)if > 1k} dla K € K.

Wowezas po(K) < o(lyx) < 00, atez puo( KUL) < po(K)+po(L) wobec addytywnosci
. (K i L zwarte; gra role to, ze 1y < 1x + 17.) Gdy ponadto K N L = (), to
istnieja funkcje ciagte u,v : X — [0, 1], rowne 1 na K i L, odpowiednio, i spelniajace
warunek u + v < 1. (Korzystamy z normalnosci przestrzeni X i lematu Urysohna.)
Dla kazdej fukcji ciagtej f > 1gur zachodzi p(uf) > puo(K) i p(ug) > po(L), bo
uf > 1givf >1p. Aze o(f) > o(uf) + ¢(vf), bo funkcjonal ¢ jest nieujemny i
addytywny, to z dowolnosci f > 1xr wynika, ze pug(K U L) > puo(K) + po(L).

Mozna wiec zastosowaé stwierdzenie 1 i1 uzyska¢ o-addytywna miare p : Bx —
[0,00), zadana wzorami (14). Poniewaz u(X) = ¢(1) # oo, to z (15) i ponizszego
zadania la) wynika jej regularnosé. Pozostaje dowiesé, ze o(f) = [y fdu dla f €
C(X);aze f=f"— f~, to zazadamy bez straty ogolnosci, by f > 0.

W tym celu zauwazmy wpierw, ze gdy funkcja h jest ciagtai 1or < h < 1 < 1g
dla pewnych G,G' € Gi K € K, to u(G") < ¢(h) < pu(G). Istotnie, z definicji
to wynika, ze pug(K') < ¢(h) dla zwartych K’ C G’ a nastepnie z dowolnosci K’
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—ze u(G") = 1 (G") < p(h). (Tui dalej gra role (14) i i) z dowodu stwierdzenia 1.)
Ponadto, p(h) < po(K), bo dla ciagtych funkcji h™ > 1 zachodzi h < h', a wiec i
p(h) < w(hﬂ- Stad istotnie u(G') < @(h) < po(K) < (G) = p(G).

Niech teraz f : X — [0, 00) bedzie funkcja ciggla. Dla ¢ =0,1,... przyjmijmy

Gi={x e X : f(zr)>i}oraz f; =min(1l,max(f —i,0))
Wtedy G,, =) dla pewnego n € N (bo funkcja f jest ograniczona) i
f=fo+..+fu, przyczym lg,, < fi<lg i Gipi C G dla0 <i<n.

W zwiazku z tym, (Gi1) < o(fi) < u(Gio1) 1 w(Git1) < [y fidp < p(Gior), skad
|[x fidp — @(fi)| < w(Gi1) = (Giga) dla 0 < i < n. (Za G-y przyjmujemy pewne
otoczenie zbioru Gy.) Dodanie tych nieréwnosci stronami wykazuje, ze | [ v fdp —
o(f)] < 5u(G-y).

Gdy zastapi¢ funkcje f przez k- f, to otrzymamy k - | [, fdu —o(f)] < 5u(G-1)
dla k=1,2,.... Stad | [ fdp —¢(f)| =0, bo u(G_1) < co. O

Uwaga 2. a) Twierdzenie pozostanie stuszne dla lokalnie zwartej przestrzeni Haus-
dorffa X, jesli C'(X) zmieni¢ na C.(X), a regularnos¢ miary p rozumie¢ jako spelnienie
warunku (15). (W dowodzie nalezy w miejsce dowolnych funkeji f € C(X) uzywac
tylko takich, ktorych nosnik jest zwarty. Uzasadnienie skoriczonosci liczb pug(K) czy
(G _1), dla odpowiedniego zbioru G_1, nalezy uzupetni¢ w oparciu o lemat Urysohna
i to, ze kazdy zbior zwarty K C X ma zwarte otoczenie.)

b) Po tych zmianach, nadal uzyskamy ||¢| = p(X) — lecz moze byé¢, ze ||p|| = oo
Gdy X = R", a ¢ jest catkowaniem wzgledem miary Riemanna, otrzymamy jako pu
miare Lebesgue’a.

Zadanie 1. Niech o-addytywna miara p : By — [0, co| spelnia warunek (15).

a) Dowiesé, ze jesli u(X) < oo, to miara ta jest regularna.

b)* Ogolniej dowies¢, ze gdy zbior borelowski E jest o—skoriczonej miary p, to dla
kazdej liczby € > 0 istnieja takie zbiory K € Ki1G € G,2e K C E C Gipu(G\K) < e.

§ 5. Zasady jednostajnej ograniczono$ci i otwartosci

1 Twierdzenie Banacha-Steinhausa

Twierdzenie 1. Niech L bedzie rodzing ciggtych operatorow liniowych z przestrzeni
Banacha V' do przestrzeni unormowanej W. Wdowczas albo supy ., || L|| < oo, albo tez
istnieje zbior G C 'V, ktdry jest gesty w 'V (w szczegdlnosci, jest niepusty!) i taki, ze

sup ||L(v)||lw = oo dla kazdego v € G. (16)
LeL
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Dowod. (Metoda S. Saksa.) Dla n € N niech (pisze juz || || w miejsce || ||w):
Gp={v eV :|L()|| >n dla pewnego L € L}.

Kazdy zbior G, jest otwarty, jako suma rodziny zbioréw otwartych L™1({w € W :
|w| > n}). (Sumujemy po L € L.) Sa dwie mozliwosci:

a) Kazdy zbior G,, jest gesty w V. Wtedy dla G = ), G, zachodzi (16), przy czym
zbior G jest gesty w V' na podstawie zupelosci przestrzeni V' i otwartos$ci gestych
zbiorow G,. (Orzeka o tym twierdzenie Baire’a; nalezy sobie przypomnieé jego tresc.)

b) Pewien zbior zbior G, jest roztaczny z kula B(vg,r), gdzie vg € V ir > 0.
Wtedy dla v € rBy i L € L zachodz ||[L(v)|| = ||L(ve + v) — L(vg)|| < 2n, bo
vy, Vo + v € B(vp,r). Stad wynika, ze |L|| = sup,cp, || L(v)|| < 2n/r, VL € L. [

Uwaga 1. Niech zatozenia twierdzenia beda speltnione.

a) Dowod pokazuje, ze za G z tezy twierdzenia mozna obra¢ zbior typu Gs w V|
tzn. taki, ktory jest przecieciem przeliczalnie wielu zbioréw otwartych w V.

b) Z twierdzenia wynika, ze jesli rodzina £ jest punktowo ograniczona, tzn. dla
kazdego v € V zachodzi suprc, ||L(v)|[w < oo, to jest ona normowo ograniczona —
czyli supyep || L] < 0o. (Jest to zasada jednostajnej ograniczonosci). Przykla-
dem rodziny punktowo ograniczonej jest kazdy ciag operatorow {L,}nen, ktory jest
punktowo zbiezny: taki, ze dla kazdego v € V istnieje granica lim,, L, (v).

Whniosek 1. Niech V i W bedqg przestrzeniami Banacha. Wowczas dla kazdego ciggu
operatorow L, € L(V,W), n € N, rdwnowazne sqg warunki:

a) cigg ten jest punktowo zbiezny;

b) sup,, ||L.|| < oo i granica lim, L,(v) istnieje dla kazdego v z pewnego liniowo
gestego zbioru E C V.

Gdy warunki te sq spetnione, to operator L(v) := lim, L,(v) jest ograniczony i
L] < lim, inf L.

Dowod. To, ze a) = b) wynika z uwagi 1. (Przyjmujemy E = V'.) Gdy za$ zachodzi b),
to nietrudno sprawdzi¢, ze dla kazdego wektora v ciag (L, (v)), spelnia warunek Cau-
chy’ego i wobec tego jest zbiezny, jak tez, ze norma granicznego operatora L jest ogra-
niczona przez sup,, || L,|| —a wiec i przez sup; || L,,||, dla kazdego ciagu ny < ngy < ...
(Zmieniamy (L;) na (L,,).) Kresem dolnym tych ograniczen jest lim,, inf || L, ||. B

7

2 Twierdzenia o otwartosci i o wykresie domknietym

Twierdzenie 1 (zasada otwartosci Schaudera). Ciggta surjekcja liniowa jednej prze-
strzent Banacha na drugq jest przeksztatceniem otwartym, tzn. przeprowadza zbiory
otwarte na otwarte.
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Uwaga 1. Otwartos¢ operatora T € L(V,W) jest réwnowazna temu, by T'(By) D
r By dla pewnego r > 0, a tez istnieniu statej C' > 0 takiej, ze dla kazdego w € W
istnieje rozwiazanie rownania 7'(z) = w, majace norme¢ < C|lw|. (Tu C = 1/r;
uzasadnienie jest zadaniem.) Twierdzenie orzeka wiec, ze jesli kazde z tych rownari ma
rozwigzanie z, a V i W sa przestrzeniami Banacha, to taka stata C' istnieje.

Przed udowodnieniem twierdzenia wskazemy na jego wazne konsekwencje.

Twierdzenie 2 (twierdzenie Banacha o izomorfizmie). Ciggta bijekcja liniowa jednej
przestrzeni Banacha na drugq jest izomorfizmem lintowo—topologicznym. B

Wniosek 1. Gdy V i W sq przestrzeniami Banacha, a przeksztatcenie T € L(V, W)
jest ,na”, to przestrzenn W jest liniowo—topologicznie izmorficzna z V] ker(T).

Dowoéd. Indukowana bijekcja V/ ker(T) — W jest wowcezas homeomorfizmem. [

Uwaga 2. Rzutowanie V' — V/ ker(T) jest otwarte (patrz §3.1iv)), wiec na tej drodze
z twierdzenia 2 uzyskujemy tez twierdzenie 1. Zastuga Schaudera byto jednak nie tylko
sformutowanie twierdzenia 1, ale i jego prostszy bezposredni dowodd. (Patrz ponizej.)

Twierdzenie 3 (Banacha o wykresie domknietym). Dla przeksztatcenia liniowego T :
V =W, gdzie Vi W to przestrzenie Banacha, rownowazne sq¢ warunki:

a) operator T jest ciggty;

b) dla kazdego zbieznego do zera ciggu wektorow v, € V', jesli cigg (T(v,)) ma
granice w W, to jest nig 0;

c) wykres {(v, T'(v)) : v € V} operatora T jest zbiorem domknietym w V x W.

Dowod. Niech warunek c¢) bedzie spelniony; wowczas omawiany wykres Gr jest prze-
strzenia Banacha, jako domknicta podprzestrzen przestrzeni V' x W. Oznaczmy przez
P:Gr —ViQ:Gr — W naturalne rzutowania; sg one liniowymi przeksztatceniami
cigglymi, przy czym P jest zarazem bijekcja. Na podstawie twierdzenia Banacha o
izomorfizmie, przeksztalcenie P~ : V — Gr jest cigglte. Tym samym ciagle jest tez
przeksztalcenie T = Q o P, co dowodzi implikacji c)=-a).

Implikacje a)=-b)=-c) sa tatwe i nie zaleza od zupelnosci V' czy W. B

Zadanie 1. Dowies¢, ze operator rozniczkowania T'(f) := f', z (C1([0,1]), || |lsup) W
(C([0,1]), ]| |lsup), ma domkniety wykres. Czy jest tu sprzecznosé z twierdzeniem 27

Dowod twierdzenia 1 rozbity jest na dwa lematy, majace niezalezne znaczenie.

Niech V' i W beda przestrzeniami unormowanymi. Przeksztalcenie liniowe T' :
V' — W nazwiemy niemal otwartym, jesli domkniecie w W obrazu T'(By) kuli
jednostkowej By = {v € V : ||v|| < 1} zawiera pewna kule 7By, r > 0.

Lemat 1. Jesli przestrzen W jest zupetna, to kazda surjekcjqg lintowa T @'V — W
jest niemal otwarta.
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Lemat 2. Jesli przestrzen V' jest zupetna, to kazde niemal otwarte @ ciggte przeksztat-
cenie lintowe T : V' — W jest otwarte (w tym jest ,na”).

Dowod lematu 1. Przyjmijmy C' = T(By); poniewaz T jest surjekcja, to W =
U,, nC i wobec tego W = |J, nC. Stad i z twierdzenia Baire’a wynika, ze int(nC) # 0
dla pewnego n > 1, a wiec i dla n = 1 (bo jednoktadnosé¢ w %w jest homeomorfi-

zmem przestrzeni W). A ze zbior intC' jest wypukly i symetryczny wzgledem zera, w
slad za C, to 0 € intC'. H

Dow6d lematu 2. Niech T' € L(V,W) i T(By) D rBw, gdzie r > 0. Wtedy dla
kazdego wektora w € W i zachodzi w € T((||w|/r)Byv) (bo w € ||w||Bw). Zatem:

Vw e W Ve >0 Jv eV taki, ze |lw—T )| <ei|v] < |w|/r (*)

Niech w € W. Z (*) wynika istnienie takiego wektora vy € V', ze ||w—T(v1)|| < [Jw]]/2
i ||v1]] < JJwl||/r. Nastepnie, stosujac (*) do wektora w’ = w — T(vy) stwierdzamy
istnienie takiego wektora vg € V' ze ||w — T'(vy) — T'(vo)|| < [Jw||/4 i |Jua|| < |Jw]]/2r.
Indukeyjnie otrzymujemy takie wektory v, ze ||w — > T(v)|| < [Jw||/2™ i ||va]] <
|wl| /2"~ 1r dlan € N. Wobec zupetnosci V, istnieje v = > vy, przy czym T'(v) = w i
]| < 2||lwl]|/r. Gdy wige ||w|| < /2, tow € T'(By), co oznacza, ze § By C T'(By). O

Uwaga 3. * Rozumowanie to dowodzi, ze jesli T'(By) D rBy, to T(By) D rBw — bo
T(By) D (1—%)7“BW dla k € N, o czym przekonujemy sie zastepujac wyzej 2" przez k™.

3 Przyklady zastosowan wynikéw z punktéw 1 i 2

A. Zbieznos¢ wielomianow Bernsteina. (Za A. Pelczyriskim.) Dlan > 11 zdefiniujmy
B, : C®([0,1]) — C®([0,1]) formuta (B, f)(t) := > p_o (1) f(E)F(1—¢)"~*. Zachodzi
sup,, | Bull < 1, bo [Buf(£)] < 370 | Fllsup (1) (1 = )" = || f]lsup- Podobnie, przy
fi(t) := €' zachodzi (B, f;)(t) = (te//" + 1 —1)", co na [0, 1] jedostajnie zbiega do f;.
A ze zbior {f;}32 jest liniowo gesty w C*([0,1]) (mozna to uzasadni¢ n.p. w oparciu
o twierdzenie Stone’a—Weierstrassa), to z implikacji b)=-a) we wniosku 1 w p.1 wynika
twierdzenie Bernsteina: lim,, | B,f — fllsup = 0 dla f € C%([0,1]).

B. Uogolnienie Landaua twierdzenia o postaci funkcjonaléw na /.

Twierdzenie 1 (Landaua). Niech p € [1,00) i niech cigg skalaréw y = (y,) ma te
wtasnosé, ze dla kazdego x € (), szereq Y xny, jest zbiezny. Wtedy y € {,, gdzie
wyktadnik q jest sprzezony do p.

Dowdd. Zdefiniujmy funkcjonaly ¢, : €, — F wzorem @, (z) = > 1 x;y;. Z zaloze-
nia, ciag (@) jest zbiezny punktowo, skad sup ||¢,|| < oo na podstawie twierdzenia
Banacha-Steinhausa. Wiemy jednak, ze ||@n|l = ||(v1,-- -, yn)llq (gra role twierdzenie
1b) w §2.3), wobec czego ||y||l; = sup, ||(y1,- .-, yn)llq < 00. O
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C. Rozbieznos¢ szeregow Fouriera.

Twierdzenie 2. W zbiorze Cs,: funkcji cigglych R — R o okresie 27 istnieje taka,
ktorej szereq Fouriera jest w danym punkcie x € [0, 27| rozbiezny.

Szkic dowodu. Z AM I wiadomo, ze n—ta suma czeSciowa szeregu Fouriera funkcji
f € Cy, przyjmuje w x warto$é rowng

= [ IOD =01, givie D () = D)

2T 0
Oznaczmy funkcjonat Co, > f + s/ € R przez ¢,. Wobec zadania 3a) z §4.3 i
okresowoséci funkcji D,,:

1 [ 1 (2 sin((n+0.5)y)
nll = — D,(x—1t)|dt = — -
leoll = 5= [ 1Pue=1) T

2m J
Nietrudno jednak stwierdzi¢, ze ostatnia calka dazy do oo gdy n — oo. (Szczegoly w
ksiazce Rudina, str. 113.) Z uwagi 1 b) w p.1 wynika wiec istnienie funkcji f € Co,
takiej, ze ciag liczb |, (f)| = |s/(z)| jest nieograniczony —a wiec ciag s/ (z) sum
czastkowych jest rozbiezny. [l

‘dy.

Twierdzenie to jest interesujace przez to, ze szereg Fouriera funkcji z Co, (ogdlniej,
funkcji z Lo([0,27])) jest zbieiny w Lo([0,27]). Wiadomo tez z AM I, Ze jest on
zbiezny w kazdym punkcie, jesli funkcja jest przedziatami monotoniczna.

D. Kryterium ograniczonosci zbioru.

Twierdzenie 3. Podzbior A przestrzeni unormowanej (V|| ||), przeprowadzany przez
kazdy funkcjonat o € V* na ograniczony podzbidr ciata skalarow, jest ograniczony w (V, || ||).

Dowdd. Kazdy wektor a € A wyznacza funkcjonal ¢, na przestrzeni V*, zdefiniowany
wzorem 1,(p) = ¢(a) dla p € V*. Z zalozenia, rodzina funkcjonatow {1, : a € A} jest
punktowo ograniczona, wiec jest normowo ograniczona na podstawie wniosku 1 w p.1.
(Gra role zupelosé przestrzeni V*; patrz uwaga 1 w §3.1ii).) Przy C' := sup,c4 ||%a||
zachodzi wiee |p(a)| < C||p|| dla kazdego ¢ € V*, 1 tym samym ||a|| < C dla kazdego
a € A. (Patrz wniosek 1 w §1.4.) [

Uwaga 1. Niech operator T' : V. — W, pomiedzy przestrzeniami unormowanymi,
bedzie liniowy. 7 twierdzenia 3 zastosowanego przy A := T(By) wynika, ze jesli
ztozenie ¥ o T jest ciggle dla kazdego v € W*, to operator T' jest ciagly. H

E. Ciaglosé rzutow liniowych.

Twierdzenie 4. Gdy przestrzeni Banacha V' jest algebraiczng sumgq prostq swych
domknietych podprzestrzent liniowych Y, Z, to jej rzut lintowy na Y wzdtuz Z jest

cigglty. (Rownowaznie: istnieje wowczas stata C' > 0 taka, ze ||y|| < Clly + z|| dla
wszystkichy € Y iz € Z.)
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Dowod. Wyposazmy Y x Z w norme |||(y, 2)||| := max(||y||, ||z||]) i rozpatrzmy operator
T:YxZ — V dany wzorem T'(y, z) = y+z. Z zalozenia, T jest bijekcja. Z cigglosci T
i twierdzenia Banacha o izomorfizmie wynika wiec, ze |77 < oco. Jest widoczne, zZe
teza jest spelniona przy C := ||T71|. O

Niech V' bedzie przestrzeniag unormowang. Nazwijmy jej podprzestrzen Y do-
petnialng, jesli jest domknieta i istnieje domknieta podprzestrzen Z C V taka, ze
V =Y @ Z algebraicznie.

Whniosek 1. Podprzestrzen przestrzeni Banacha wtedy i tylko wtedy jest dopetnialna,
gdy jest obrazem pewnego ciggtego rzutu lintowego tej przestrzeni. [

Uwaga 2. a) W przestrzeni unormowanej V', kazda podprzestrzen skonczonego wy-
miaru, a takze kazda domknieta podprzestrzen Y C V taka, ze dim(V/Y') < oo, jest
dopelnialna. (Wynika to z zadan 112 w §3.2 — jak?)

b) Istnieja niedopelnialne domkniete podprzestrzenie przestrzeni Banacha, np. nie-
dopetnialna jest podprzestrzen cq przestrzeni £. (Dow6d mozna znalezé w .....)

F. Rownowazno$¢ porownywalnych norm zupetnych.

Whniosek 2. Gdy jedna z dwoch zupetnych norm na przestrzeni wektorowey jest ciggta
wzgledem drugiej, to normy te sq rownowazne. H

Twierdzenie 5. * Niech X bedzie przestrzeniq zwartq, za$ || || norma zupetng na
C(X), w ktorej ewaluacje we wszystkich punktach x € X sq ciggte. Wowczas norma
ta jest rownowazna normie || ||sup-

Dowdd. Skoro ewaulacje sa ciagte w normie || ||, to gdy ciag {f.}22,; € C(X) jest
zbiezny do 0 w normie || ||, za$ do f w normie || ||sup, to f = 0. Na podstawie
twierdzenia 2 w p.2; identycznosé jest wiec ciaglym przeksztatceniem z (C'(X), || ||) w
(C(X), | |lsup), & teza wynika z zupetnosci obu norm i wniosku 2. O

G. Ko—uniwersalno$¢ przestrzeni £1.

Twierdzenie 6. Gdy V jest osrodkowq przestrzeniqg Banacha, to istnieje ciggta sur-
jekeja lintowa T : 4 — V.

Dowod. Obierzmy zbior {v,}522,, gesty w kuli jednostkowej By, i dla x = (x,) €
¢y niech T(x) = > z,v,. Wobec zupetnosci V', szereg jest zbiezny i [|T(x)|ly <
Yoo lzal clvnll < X2, 120l -1 = ||x|le,, skad [|T]| < 1. Przeksztalcenie T jest tez
niemal otwarte, bo skoro v, = T(e,) € T(By,), to c(T(By,)) D {v,}>, D By.
Na podstawie lematu 2 w p.2, jest ono otwarte i wobec tego ,na”’. (Odnotujmy, ze z
konstrukeji tej i uwagi 1 w p.2 wynika, iz T'(By,) = By.) O

H. Twierdzenie Helly’ego, c.d.
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Niech V' i W beda przestrzeniami Banacha, za$ operator L € L(V,W) bedzie
surjektywny. Z zasady otwartosci wynika, ze L(By) D rBy dla pewnej liczby r > 0,
Dla kazdego zbioru A C V' ie > 0 zachodzi wiec L(A+eBy) D L(A) + er By, wobec
czego (\.wg L(A +eBy) D cly L(A).

Stad i z przyktadu 1 w §1.5 wynika, ze warunek | (w)| < || o L|| Yib € W* jest nie
tylko rownowazny temu, by w € cly L(By), ale i temu, by w € (.., L((1 +€)By).

[. Wykorzystywane pozniej zadanie.

Zadanie 1. Niech V i W beda przestrzeniami Banacha, a operator T € L(V, W)
bedzie taki, ze T'(V) @& X = W dla pewnej podprzestrzeni X z dim X < oo (ogodlniej:
domknietej w W). Dowies¢ domknietosci T'(V) w W. (Wskazowka: przeksztalcenie

(v,2) = T(v)+z, 2V x X na W, jest otwarte na podstawie zasady otwartosci, wiec
przeprowadza V' x (X \ {0}) na zbiér otwarty, ktorego T (V') jest dopetnieniem.)

§ 6. Przestrzen Hilberta

1 Definicja i wstepne wlasnos$ci

Niech H bedzie przestrzenia wektorows nad ciatem F € {R, C}.

Definicja. a) Iloczynem skalarnym nazywamy taka funkcje (-,-) z H x H w FF, ze
dla vy, ve,v,w € H i A € H spelnione sa warunki:

1) (A\vy + v, w) = A(vy, w)+(v2, w).

2) liczby zespolone (v, w) i (w,v) sa wzajemnie sprzezone;

3) (v,v) € (0,00) dlav #£0.  (Wyzej, v,v1,v9,w € Hi X € F sg dowolne.)

b) Gdy na H wyrézniono pewien iloczyn skalarny (-, -), nazywamy ja przestrzenia
pre-hilbertowska. (Przestrzenia ta jest wiec para (H, (-,-)). Przyjmujemy wtedy:

|v]| = v/ {v,v) dla v e H. (17)

Dla A, B C H piszemy A L B gdy (a,b) = 0 dla kazdych a € A ib € B; zamiast
{v} L {w} piszemy v L w. (Sa to relacje symetryczne.)

Uktad {uy}yer € H nazywamy ortogonalnym, jesli u, # 01 u, L u, dla
7.7 € I,y # 4. Gdy ponadto ||u,|]| = 1Vy € I', to nazywamy go ortogonal-
nym unormowanym lub ortonormalnym.

Uwaga 1. Dla wektoroéw przestrzeni pre-hilbertowskiej H i zbioru A C H zachodzi:
k I _ .
a) <Zz;1 Aivi, Zj:1é“jwj> = Z1§¢§k,1§j§l Aiftj(vi, wj), skad (vLA) = (vLlinA).
b) (122 vill® = 30 il + 2 Zl§i<j§k Re(vi, v;).
¢) tozsamo$é réwnolegloboku: |[v — wl|? + [Jv + w]* = 2(||v||* + ||w|?).
d) Gdy skoticzony uklad {vy}er jest ortogonalny iv =3 v,, to
[oll> = 3", cr lo, || (réwnos¢ Pitagorasa), oraz
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dla v € I" zachodzi ||v|| > ||v,|| lub v = v, (nieréwnoéé¢ Euklidesa).
e) Re((v, w)) = 1%(“?} +wl® = [Jol* = fJw|®),
Im((v, w)) = 3(|[v + iw|* = [lv]|* — [[w]*) gdy F = C.
(Sa to przyktadowe tozsamosci polaryzacyjne, wyznaczajace (-,-) przez || - ||). B

Stwierdzenie 1 (i definicja). Niech Hy bedzie podprzestrzeniq przestrzeni pre-hilbertowskiej
H i niech h € H. Wektor hy € Hy nazwiemy rzutem ortogonalnym wektora h
na H() jeéll h — h() 1 H().

a) Jesli taki wektor hy istnieje, to jest jedyny i zachodzq nierdwnosci ||hol| < ||h]|
17 = hol| < |l — gl dla g € Ho\ {ho}.

b) Jesli Hy = lin(uy )yer, gdzie (uy)qer jest skoriczonym uktadem ortogonalnym, to
powyzszy wektor hg € Hy istnieje i jest zadany wzorem

=3 (18)
2]
Dowdd. a) Zachodzi ||ho|| < [|R]| 1 ]|k —hol| < ||h—g|| dla g € Hy\ {ho} na podstawie
nieréwnosci Euklidesa zastosowanych do uktadéw ortogonalnych hg, h—hg i h—hg, hg—
g, odpowiednio. (Zauwazamy tez, ze ||ho|| < ||h|| jesli b & Hy, bo wtedy h # hy.)
b) Zdefiniujmy teraz hy wzorem (18). Nietrudno sprawdzi¢, ze wtedy (h —hg, w) =
0 gdy w jest ktorymkolwiek z wektorow w,. Na podstawie uwagi la) jest tak wiec i
dla wszystkich w € lin{u, }rer = Hp. O

Stwierdzenie 2. Dia v,w € H prawdziwe sq:
a) nierowno$¢ Cauchy’ego—Buniakowskiego—Schwarza: |(v,w)| < ||v]|||w]|;
b) nier6wno$é Minkowskiego: ||v + w| < [[v]| + ||w]].

W szczegdlnosct, || || jest normg na H.

Dowod. a) Wystarczy rozpatrze¢ przypadek, gdy w # 0. Wtedy jednak, stosujac
stwierdzenie 1 do wektora h := v i uktadu ortogonalnego {w}, otrzymujemy hy =
(v,w)w/||wl||? i dalej [[v]| > ||ho|| = [{v,w)]/||w]|| —co jest réwnowazne tezie a).

b) llv+wl® = [Jo]1*+ [lw]]® +2Re(v, w) < [0l + lwl*+2]|v]|- [w]l = (o] + [Jw])*.

Definicja. (H, (-,-)) nazywamy przestrzenia Hilberta, jesli norma || || jest zupelna.

Zasadniczy przyktad przestrzeni Hilberta: przestrzen Lo(p) z §2.2, z iloczynem
skalarnym (f, g) = [ fgdp.
(Calka ma sens, bo |fg] < 5(|f|* + |9]*); zupelnos¢ wynika z twierdzenia 1 w §2.2.)
Gdy p jest miara liczaca na zbiorze I' jest to przestrzen(fo(I), (-, ), gdzie
((%4), (y4)) = >_, ©,¥5. (Rozumienie prawej strony jak w odnosniku 3 na str. 9.)

Zadanie 1. Udowodni¢, ze iloczyn skalarny jest ciggta funkcja na H x H. Dla A, B C
H wywnioskowac, ze AL B = linA_LlinB, gdzie lin to domkniecie powtoki liniowej.
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Zadanie uz. 1. Dowies¢, ze gdy (H, -) jest rzeczywista przestrzenia (pre—)hilbertowska,
to wzory (s+ti)(x,y) := (su—ty,tx+sy)i ((z,y), (u,v)) == x-u+y-v+i(y-u—x-v)
wprowadzaja w H x H strukture zespolonej przestrzeni (pre-)hilbertowskiej.

2 Ogoblne rozwiniecie Fouriera i jego zwigzek z rzutem ortogonalnym

Przypomnijmy, ze suma ukladu (¢,),er nieujemnych liczb ¢, nazywamy kres gorny
sum skoriczonych jego poduktadéw. Gdy suma ta, oznaczana Z’yel" t, jest skorczona,
to t, # 0 tylko dla przeliczalnie wielu v € I' (dlaczego?).

Definicja. Szereg Z’yel" v, wektorow przestrzeni Banacha V' jest zbiezny bezwarun-
kowo, jesli zbior I'g = { € " : v, # 0} jest przeliczalny i szereg >~ v, jest zbiezny
do wektora, ktory nie zalezy od ponumerowania 71, 7s, ... elementow zbioru I'y. (Od-
nosnie mozliwych modyfikacji tej definicji patrz zadanie na korcu.)

Przykltad 1. Szereg > e,/n w przestrzeni {y jest zbiezny bezwarunkowo, lecz nie bez-
wzglednie (suma norm jego wyrazow jest nieskoriczona).

Stwierdzenie 1 (Rownos¢ Pitagorasa, c.d.). Niech wektory vy (v € I') w przestrzeni
Hilberta H bedq parami ortogonalne i takie, ze 3 [|[v,||* < oo. Wowczas szereg Y v,
jest w H bezwarunkowo zbiezny i || Y, v lIP =32 o1

Dowod. Skoro Y [[v,]|* < o0, to v, # 0 tylko dla przeliczalnie wielu y € T'. Mozna
wiec ograniczy¢ sie do przypadku, gdy I' = N. Niech N 3 k£ — j(k) € N bedzie
dowolng bijekcja i prayjmijmy s, == > 1" v 1 05 1= Y1 V).

Gdy k,l,n € Nik,l > max{j (i)}, to sp — oy jest sumg skonczenie wielu wek-
torow postaci £v;, gdzie ¢ > n; zatem wtedy ||s — oy]|* < D252, |Jvil|* na podstawie
rownosci Pitagorasa z uwagi 1d) w p.1. A ze >, ||vi||* < oo, to: a) limy ||sx — o || = 0,
i b) (sn)n jest ciagiem Cauchyego (do tego, przyjmujemy za j permutacje identyczno-
Sciowa). Szereg > v, jest wiec bezwarunkowo zbiezny i || > v,||? = limy, ||s,]]* =
lim, S0 o2 = 55, ol O

Uwaga 1. Wynika stad, ze gdy uklad (vy,)nen jest ortogonalny i szereg > v, jest
zbiezny, to jest zbiezny bezwarunkowo. (Jest tak, bo wtedy skoniczong granice ma ciag

(11325 vill*)n, rowny ciagowi (327 [[vill*)n.)

Twierdzenie 1. Niech (u,)er bedzie unormowanym uktadem ortogonalnym w prze-
strzeni Hilberta H i niech h € H. Wowczas szereg » (h,uy)u, jest bezwarun-
kowo zbiezny, a jego suma hy jest rzutem ortogonalnym wektora h na podprzestrzen
Hy := lin{u, }.er. Ponadto, ||ho|* = 27 (B, ws ).

Wyzej, lin{u, }rer oznacza domkniecie powtoki liniowej zbioru {u., : v € T'}.

Dowod. Jak wiemy z p.1, dla kazdego skoriczonego zbioru IV € I', norma rzutu wektora

h na podprzestrzeni lin{u, },er nie przekracza ||h| i jest rowna (3, o [(h, u,)|?)2.

~yel”
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Wobec dowolnosci T zachodzi Y- [(h, uq)[* < [[A]]* < oc.
Na podstawie stwierdzenia 1 szereg Zv(h, Uy ) Uy jest wiec bezwarunkowo zbiezny do
pewnego wektora hg, takiego, ze ||holl* = 3. (R, u,) [,

Poniewaz suma szeregu jest granicg jego skonczonych sum czastkowych, to hy € Hy.
Mnozac zas skalarnie rownos¢ hg = > (h,us)u, przez u, i korzystajac z tego, ze
(U, u,) = 0 stwierdzamy, ze (ho,u,) = (h,u,). Tym samym h — ho Lu, dla p € T,
skad h — hoLHy. (Patrz zadanie 1 w p.1.) O

Whniosek 1. Przy oznaczeniach twierdzenia, prawdziwa jest nieré6wnos$¢ Bessela
> K u)|? <R[, za8 rownosé 3 [(h,uy) [P = [|h]]? jest rownowazna kazdemu z
warunkéw h € Hy czy h =3 (h,uy)u, (2bieznosé jest bezwarunkowa,).

Dowod. Jak wiemy z p.1, |[hol| < |2, a tez ||ho|| = k]| < h = ho < h € Hy. O

Definicja. Szereg > . (h, u,)u, nazywamy (ogélnym) rozwinieciem Fouriera wek-
tora h € H wzgledem uktadu ortonormalnego {u- }er, a skalary (h, u,) — wspoéltczyn-
nikami Fouriera wektora h wzgledem tego uktadu. Okazuje sie wiec, ze wyznaczaja
one tak norme rzutu wektora h na lin{u, }er, jak i (wraz z wektorami u.,) sam ten rzut.
Przez rozwiniecie Fouriera wektora h wzgledem nieunormowanego uktadu ortogo-
nalnego (v,) rozumiemy rozumiemy jego rozwiniecie wzgledem uktadu (m%).

Zadanie uzupetniajace 1. Niech (v,,)5°; bedzie uktadem wektoréw przestrzeni Bana-
cha V. Dowies¢ rownowaznosci warunkow (w nich | zbieznosé” oznacza zbieznosé w V):
a) Dla kazdej bijekcji N 3 i — n(i) € N, szereg >, v,,(;) jest zbiezny.
b) Dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba N. > 0 taka, ze gdy zbior F© C N jest
skoriczony i inf F' > N, to || >, .puil| <e.
¢) Suma szeregu w a) nie zalezy od rozwazanej bijekcji.
d) Dla kazdego rosnacego ciagu (i)pe; liczb naturalnych, szereg > v;, jest zbiezny.
e) Dla kazdych e, = £1, szereg Y | £,v, jest zbiezny.

3 Istnienie rzutu ortogonalnego i przestrzen sprzezona do hilbertowskiej

Definicja. Baza ortonormalng (odp. ortogonalna) przestrzeni Hilberta H nazy-
wamy kazdy ortonormalny (odp. ortogonalny) uktad wektoréw, liniowo gesty w H. M

Twierdzenie 1. Dla ortonormalnego uktadu (uy ) er wektorow przestrzeni Hilberta H,
rownowazne Sq¢ warunki:
a) uktad ten jest liniowo gesty w H (tzn. jest bazq ortonormalng w H );
b)v=">_ cr(v,uy)uy dla kazdego wektora v € H (zbieznosé jest bezwarunkowa);
c) jedynym wektorem, ortogonalnym do kazdego wektora u-, (v € I'), jest 0.

1 Gdy dim H = oo, to ,GALowe” bazy Hamela (tzn. liniowo niezalezne uktady, rozpinajace H) sa malo przydatne.
Nalezy podkresli¢, ze w warunku b) twierdzenia 1, chrakteryzujacego bazy o.n., sumowanie jest wtedy nieskonczone.
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Dowod. Gdy zachodzi a)iv € H, to v jest swym rzutem ortogonalnym na E{uv}vep =
H, wiec na podstawie twierdzenia 1 w p.2 zachodzi b). Zas$ gdy zachodzi b) i vL{u,}er,
tov=>_ Ou, =0, tzn. zachodzi c).

Ad ¢)= a). Niech Hy := lin{u,},er. Gdy v € H i przyjac¢ hy := D rer (U5 U ) Uy
to hg € Hy 1 v — hgLHy, na podstawie twierdzenia 1 w p.2. Jesli wiec zachodzi c), to
v—ho =0, tzn. v € Hy — co wobec dowolnosci v oznacza prawdziwosé a). [J

Twierdzenie 2. W przestrzeni Hilberta H, kazdy uktad ortonormalny w mozna roz-
szerzy¢ do bazy ortonormalnej. W szczegdlnosci, jesli H # {0}, to istniejg bazy
ortonormalne w H.

Dowod. Na podstawie lematu Kuratowskiego—Zorna, badany uktad mozna rozszerzy¢
do maksymalnego uktadu ortonormalnego — a ten spetnia warunek c) twierdzenia 1. &

Whniosek 1. Dla domknietej podprzestrzemi Hy przestrzeni Hilberta H 1 wektora
v € H, istnieje jego rzut ortogonalny na Hy.

Dowod. Mozna zatozyé, ze Hy # {0}. Na podstawie twierdzenia 2 istnieje baza orto-
normalna przestrzeni Hilberta Hy, wiec pozostaje skorzysta¢ z twierdzenia 1 w p.2.

Wnhniosek 2. a) Dla dowolnego podzbioru X przestrzeni Hilberta H, zbior
Xti={heH:hlX}=(){z" zeX} (19)

jest domknietq podprzestrzeniq lintowq przestrzent H.
b) (twierdzenie o rozkladzie ortogonalnym). Dla dowolnej domknietej podprze-
strzeni liniowej Hy zachodzi H = Hy & Hy .

Dowod. a) wystarcza sprawdzi¢ gdy Hy = {x}, co nie nastrecza trudnosci.
Ad b). Zachodzi HyN Hy = {0}, za$ z wniosku 1 wynika, ze Hy + Hy = H. B
Rzut liniowy przestrzeni H na jej domknieta podprzestrzen Hy, wzdtuz podprze-

strzeni Hy , nazywamy operatorem rzutu ortogonalnego H na Hy. Na podstawie
stwierdzenia la) w p.1, jesli Hy # {0}, to rzut ten ma norme 1.

Twierdzenie 3 (Fischera—Frécheta—Riesza). Gdy (H, (-,-)) jest przestrzeniq Hilberta, to:
1) Kazdy element v € H wyznacza wzorem ¥,(h) = (h,v) funkcjonat ¢, € H*,
przy czym ||| = [lv]]. B
2) Zachodzi Yy = Uy + Uy 0 Yyy = ANy, dlav,w € H 1 XA €TF.
3) Kazdy funkcjonat p € H* jest postacip,, dlav € H jednoznacznie wyznaczonego

przez .

Dowod. Czesci 1) 1 2) wynikaja z definicji i nieréwnosci CBS. (Zupetnosé H nie gra roli.)
Dla dowodu 3) niech ¢ € H*. Gdy ¢ = 0 przyjmiemy v = 0; niech wiec ¢ # 0. Wtedy
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stosujemy wniosek 2 do domknietej podprzestrzeni ker ¢ # H | uzyskujac wektor u # 0,
ortogonalny do ker ¢. Poniewaz ker, D kerp, to ¢, = )\go dla pewnego A € F.
(GAL! A ze X # 0 (bo ||tu|| = |Ju]| # 0), to istnieje v := X i @ = 1. Jedynosé
w 3) wynika stad, ze gdy 1, = ¥y, to ¥y, = 0, skad ||v —w]|| = 0. (Patrz 1)1 2).) O

Whniosek 3 (i nazwa). Wzir Tv = 1, (v € V) wyznacza izometrie kanoniczna
przestrzeni Hilberta H na przestrzen H*. [zometria ta jest liniowa gdy F = R, zas an-
tyliniowa (tzn. spetnia warunek 2) twierdzenia) gdy F = C. Zatem (H*,|| ||) mozna
iloczynem skalarnym (p,)* = (T, T7Yp) zamienié w przestrzen Hilberta. B

4 Liniowa izometryczno$¢ przestrzeni Hilberta z przestrzenia (,(I)

Twierdzenie 1 (dalsze wlasnosci baz ortonormalnych, por. twierdzenia 112 w p.3.).
Niech (uy)yer bedzie bazq ortonormalng przestrzeni Hilberta H. Wowczas:

i) Prawdziwa jest tozsamo$¢ Parsevala: - [(v,u,)|* = [Jv||* dla v € H.

i) Przeksztatcenie H 3 v — ((U,uy))~er, prazyporzadkowujgce kazdemu wektorows
v € H uktad jego wspotczynnikow Fouriera wzgledem (uy)~er, jest poprawnie okreslong
izometriq liniowq przestrzeni H na lo(I).

iii) (v,w) =3 p (v, uy)(w,uy) dlav,w € H (zbieinosé jest bezwarunkowa).

Dowod. Ad i). Skoro (u,), jest baza, to tozsamosciowo v = 3 (v, us)u,. Pozostaje
wiec skorzysta¢ z rownosci Pitagorasa, patrz wniosek 1 w p.2.

Ad ii). Na podstawie i), rozwazane przeksztatcenie (oznaczmy je przez L) przyjmuje
wartosci w £5(I") i spetnia warunek ||L(v)||2 = ||v]| dla v € H. A Ze jest ono liniowe
i L(uy) = ey, dlay € T, to jest zanurzeniem izometrycznym, ktorego obraz zawiera
zbior {e, : v € '}, liniowo gesty w ¢2(I"). Stad juz wynika, ze im(L) = ¢5(I"); patrz
uwaga 2 w §3.1iii).

Ad iii). Ze wzgledu na tozsamosci polaryzacyjne, liniowa izometria L zachowuje
iloczyn skalarny, tzn. (v,w) = (L(v), L(w))¢,r) dla v,w € H —co daje iii). O

Whniosek 1 (o izometrycznej reprezentacji przestrzeni Hilberta). Przestrzen Hilberta H
nad ciatem F jest liniowo izometryczna z pewng przestrzeniq €5 (T). Jesli przestrzer
jest osrodkowa, to mozna przyjeé ' = N (gdy dim(H) = oo; por. nizej §7.1A) lub
I'={1,...,n} (gdy dim(H) =n < 00). B

§ 7. Przyklady baz ortogonalnych i twierdzenie Plancherela

1 Przykltady baz i uktadéw ortogonalnych

A. Kazda przestrzen Hilberta ma baze ortogonalna — lecz wskazanie jej niekoniecznie

jest tatwe. Gdy przestrzen jest osrodkowa i znamy uktad (v,)%°; , liniowo gesty w
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przestrzeni, to baze mozemy utworzy¢ stosujac ortogonalizacje Grama—Schmidta. To
znaczy, przyjmujemy u; := v; i indukcyjnie u, := v, — w, dla n > 1, gdzie w,, jest
rzutem ortogonalnym wektora v, na lin(vy, ..., v,—1) = lin(uq, ..., u,_1), ktory umiemy
wyznaczy¢ w oparciu o stwierdzenie 1 w §6.1. (Wektory u,, rowne 0 pomijamy; pojawia
sie one, gdy uktad (v,)22, jest liniowo zalezny.) Otrzymamy uktad ortogonalny, ktory
jest przeliczalny (skoriczony jesli dim H < 00) i liniowo gesty (dlaczego?).

B. Niektore klasyczne konstrukcje prowadza do opisu bazy jawnymi wzorami.

1. Uktady funkcji trygonometrycznych i wyktadniczych w Lo([—7, 7]).

a). Uktad funkeji {1/v/27} U {\/LE sin(nt)}o°, U {\/LE cos(nt)}° , jest bazg ortonor-
malng w Lo([—m, 7]).

b). Uktad funkeji {\/%?ei"t}nez jest baza ortonormalng w LS ([—, 7]).

Najtatwiej jest dowies¢ ortonormalnosci dla uktadu b) i wywnioskowaé ja dla a).
Liniows gestosé¢ ukltadu z a) w {f € C®([-m,n]) : f(—7) = f(7)} udowodniono na
AM I; z niej zas wynika liniowa gestosé obu uktadow w Lo([—7,7]). W a) i nizej,
ciatem skalaréw moze by¢ tak C, jak i R.

c). Z a) wynika, ze lin({cos(nt)}22,) jest zbiorem funkcji parzystych w Ly([—, 7]).
Kazda taka funkcja jest wyznaczona przez swe obciecie do [0, 7], wobec czego {cos(nt)}>°
jest bazg ortogonalna w Lo([0, 7]) —podobnie, jak uktad {sin(nt)}>°, (tym razem roz-
wazamy funkcje nieparzyste).

Zadanie 1. Rozwing¢ funkcje | ) w szereg Fouriera wzgledem uktadu {ﬁei"t}nez
1 wypisa¢ wynikajaca stad tozsamosé Parsevala.

2. Uktady Haara i Rademachera.

a) Oznaczmy przez P rodzing przedzialow postaci P = [k/2", (k + 1)/2"), gdzie
0 <k<2"in =0,1,.... Dla kazdego przedzialu P = [a,b) € P oznaczmy
przez hp funkcje rowna (b —a)™"? na [a, (a + b)/2), rowna —(b—a)""/? na [(a +
b)/2,b) i rowna 0 na [0,1] \ P. Ukladem Haara na [0, 1] nazywamy zbior funkcji
{1} U{hp: P € P}. Jest on baza ortonormalna w Lo([0, 1]): ortonormalnosé¢ uktadu
wynika z definicji, a liniowa gestos¢ stad, ze jego powtoka liniowa zawiera funkcje
charakterystyczna kazdego przedziatu z P. (Szczegodly pozostawione sg jako zadanie.)

b) Dla kazdej liczby catkowitej n > 0 przyjmijmy 7, = Y gciogn(—1)" fri, gdzie
fn.0s -+« fn2n_1 to indykatory kolejnych przedzialow z P o dtugosci 27" (w kolejnosci,
w jakiej poczatki przedzialow polozone sa na osi). Tak wiec rg = 1, zas np. ry jest
funkcja, ktora na przedziatach [0,1/4), [1/4,2/4),[2/4,3/4),[3/4, 1) przyjmuje kolejno
wartosci 1, —1,1, —1. Zbior funkcji {r,} >, to uklad Rademachera na [0, 1]. Jest
on ortonormalny (co tatwo sprawdzi¢), lecz nie jest liniowo gesty w Lo([0, 1]) —np.
funkcja fa2 + f2,3 jest ortogonalna do kazdej funkeji uktadu.

3. Wielomiany Czebyszewa. 7 GALu wiemy, ze cos(nt) mozna wyrazi¢ jako
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T,(cost), dla jedynego wielomianu 7, € R[t]. Jest to n—ty wielomian Czeby-
szewa pierwszego rodzaju. Uktad (7,,)3°, jest baza ortogonalna przestrzeni Hil-
berta H = Lo([—1,1],dt/v/1 —t%),boa) H> f > focos € Ly([0,7]) jest izometria,
i b) przeprowadza ona (73,)2°, na baze (cos(nt))>, przestrzeni Lo([0, 7]).

4. Wielomiany Legendre’a otrzymujemy stosujac do ciagu 1,¢,t%,... ortogo-
nalizacje Grama-Schmidta w Lo([—1, 1]), potaczona z taka ,normalizacja” (= mnoze-
niem przez odpowiednie skalary), ktora warto$é kazdego wielomianu w punkcie 1 czyni
rowng 1. (Norma jest bedzie na ogot # 1.) Patrz zadanie ponizej, a wykresy obejrzeé
mozna pod http://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_polynomials.

5. Wielomiany Hermite’a i wielomiany Laguerre’a powstaja w wyniku orto-
gonalizacji Grama-Schmidta, zastosowanej do ukladu (£7)2, w przestrzeniach Ly(R, et dt)
i L5((0,00), e~ 'dt), odpowiednio. Tworza one bazy ortogonalne odpowiadajacej im prze-
strzeni Hilberta. (Uzasadnienie liniowej gestosci jest pozostawione jako zadanie; por.
dalej w p.3 czes¢ ,Ad b)".)

Zadanie 2. Niech {v, },en C R[t] bedzie ciggiem wielomiandw, otrzymanych z ciagu
(t")>°, przez ortogonalizacje Grama—Schmidta w przestrzeni Lo([—1,1]). Dowies¢, ze:

a) Jesli (wy,)2, jest ciagiem wielomianow, w ktorym kazdy wielomian w,(n > 1)
jest w Lo([—1, 1]) ortogonalny do lin(1,,...,£"~1) i jest stopnia n, to kazdy wielomian
w,, jest proporcjonalny do v,, tzn. w, = c,v, dla pewnego ¢, € R.

b) Jedli przez w, znaczyé¢ n-ta pochodng wielomianu (#2 — 1)", podzielong przez
2"n!, to w,(1) = 11 uklad (w,)%, spelnia warunki z a). Wywnioskowacé, ze w,, jest
n-tym wielomianem Legendre’a.

Zadanie 3. Dla o—skoriczonych miar p i v, niech (f,)aca bedzie baza ortonormalng,
w Lo(p), a (93)sen bedzie taka baza w Lo(v). Dowies¢, ze F = {fa ® g3 : o €
A, B € B} jest baza ortonormalng w Lo(pu ®@ v), gdzie pu ® v to miara produktowa, zas
(fa ®95)(s,t) := fal(s) - gs(t) dla s it z dziedzin funkcji f, i g3, odpowiednio.

2 Transformata Fouriera na R" i twierdzenie Plancherela

Ponizej, ustalamy wymiar n przestrzeni R"” i literami a, b, x, y oznaczamy jej elementy.
Dla z,y € R", standardowy iloczyn skalarny ), x;y; oznaczamy przez xy. (Przy
pierwszym czytaniu mozna przyja¢ n = 1; wtedy zy jest ,zwyktym” iloczynem.) Przez
(Lyp, || ||p) oznaczamy przestrzen Lg(un), gdzie u, to miara Lebesgue’a na R™. Niech

" 1 \n/2 |
R —1ry : n
Fly) - (—2W> [ J@etde dafeliyeR” (20)

Calka po prawej istnieje, bo f € Ly i [e7#*¥] = 1. Funkcje f: R" — C oznaczamy tez
przez F' f, a przyporzadkowanie f — F'f nazwiemy transformata Fouriera na R".
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Twierdzenie 1 (Plancherela dla R"). Zachodzi J? € Ly dla f € Ly N Ly. Istnieje
tez jednoznacznie wyznaczona (surjektywna) izometria liniowa Fy : Ly — Lo taka, Ze
Fg(f) = f dla f € LiNLs.

Ponizszy dowod wykorzysta nastepujace wtasnosci transformaty Fouriera:

Zadanie 1. a) Dla f € Ly, funkcja fjest ciagta i HJ/‘\HOO < (2m) 72| f]|1.
b) Niech f € L;ia,b € R", A\ > 0. Funkcje u,v,w, zdefiniowane wzorami
u(z) = f(5z), v(z) = f(z +a), w(z) =™ f(x), sa calkowalne, przy czym

~ -~ -~

u(y) = X"f(\y), O(y) =e“Yf(y), @(y)=f(y—0).

¢c) Ff = F(foo), gdzie 0 : R" — R" to symetria centralna o(x) = —, a ~ to
sprzezenie w C. (Nadal, f € L;.)

Oznaczmy przez v gestosé rozkladu Gaussa, y(z) = e /2.

Zadanie 2. Dowiesé, 7e [y = (2m)"? i 7 = 4. (Wskazéwka: [~ = C", gdzie
C = f_oooo e~/ 2dx, wiec wystarczy rozwazy¢ przypadek n = 2 —a wtedy warto przejsé
do wspolrzednych biegunowych.)

Przyjmijmy dla a,b € R" i A > 0:
Yora(z) = e y(Nz —a)) dlaz € R™, (21)

Dowod twierdzenia. Niech P := ling(I"), gdzie I' oznacza zbior wszystkich funkeji
Tora- Wyréznimy kilka krokow.

1. Zachodzi P C Li N Ly, bo v € L1 N Ly. Dalej, z zadai 1 1 2 wynika, ze
F(Waa) = 370ty € R-T. Tym samym F2(y,50) = V-pA-a = W20 © 0, gdzie o to
symetria centralna: o(x) = —zx dla x € R". (Gra role to, ze yo o = .)

2. Dla f € P zachodzi wiec F'f € PiF?f = foo. Stad Fif = fi F(P)="P.

3. Gdy f,g,Ff,Fg € Ly, to [(Ff)-g = [ f-Fg. (Rownos¢ i istnienie calek
wynika z definicji transformaty F' i twierdzen Tonelliego i Fubiniego.)

4. Gdy f € P, to F(Ff) = f. Istotnie, F(Ff) = F(F(foo)) =(foo)oo = f.
(Korzystamy z zadania 1c), z 21 z tego, ze foo € P dla f € P.)

5. Dla f,g € P zachodzi (Ff, Fg)r, = (f,9)r,- Z 314 wynika bowiem, ze:

(F1.Fg) = [ Fr-Fy= [ 1-F(Fg) = [ f3=(t.9)

6. Poniewaz, na podstawie ponizszego lematu, zbior P jest gesty w (Lo, || ||2), to
izometryczne zanurzenie liniowe Fip : P — Lo przediuza si¢ do izometrycznego zanu-
rzenia liniowego Fs : Ly — Lo. Jego obraz jest domkniety w Lo (bo jest izometryczny
z przestrzenia zupelna) i gesty w Lo (bo Fy(P) = F(P) = P). Zatem Fy(Lo) = Lo.
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7. Gdy f € L1N Lo, to istnieje taki ciag { fr }72; C P, ze || f—fxll, = 0dlap =1,2.
(Znow korzystamy z lematu.) Wtedy ||[Fof — F fi|lo = || Fof — Fofkllo = || f — fell2 = O
i lim, ||F'f — F fi|lsup = 0, na podstawie zadania la). Stad F'f = Fyf, bo na kazdej
kuli B C R" zachodzi ||(F'fr — Fof)illa = 01 [[(Ffi — Ff)pll2 = 0. O

Lemat 1 (wykorzystany w krokach 6 i 7; dowdd w . Dodatku” do §7). Zbidr P jest
gesty w kazdej z nastepujgcych przestrzenai:
a) w(Co(R"), || [loc), ) w(LaNLa, | i+l 1l2), ¢) w(Ly, [ lIp), dlap=1idlap=2.

Uwaga 1. a) Tozsamosci z krokow 2, 3, 4 i zadania 1 b),c), czy F(foo) = (Ff)oo,
pozostaja prawdziwe przy F' zastapionym przez Fb, zas f,g € Lo. Jest tak, bo obie
strony tozsamosci dla F sa ciaglymi funkcjami swych argumentow, roéwnymi — co juz
wiemy — na zbiorze gestym (ktorym jest P lub P x P, odowiednio).

b) Z F2f = foo i Fy(goo)= (Fyg) oo uzyskujemy wzér na odwrotng trans-
formate Fouriera—Plancherela: f = F2(foo), czy Fy 'f = Fy(f o o). Stad zas

ody fELNLy i fE€L, tof=¢ pw.dlag:=foo,

przy czym jawny wzor na g to g(y) = (2w)"/? Jon f(x)e"™ dz dla y € R™. (Jesli
funkcja f jest ciggla, to rownos¢ g = f zachodzi wszedzie, bo funkcja g tez jest
ciaglta.) Zalozenie, ze f € Ly N Lo, mozna ostabi¢ do f € Ly; patrz zadanie ponizej.

Uwaga 2. a) Cho¢ fjest dla f € L; poprawnie okreslong funkcja, to Fbf jest dla
f € Lo tylko klasa funkcji rownych p.w. (Nie mozna wigc mowi¢ o wartosci Fof w
ustalonym punkcie. )

b) Dla f € Lo\ L; catka we wzorze (20) moze nie by¢ okreslona, i wtedy wzor
ten nie postuzy do okreslenia Fyf. Tym niemniej, Fof = lim, o, F(f - 1p,), gdzie
B, ={x € R": ||z|| < r}, zas granica jest w normie przestrzeni L. (Zbieznosé p.w.
nie musi zachodzi¢.) Jest tak, bo lim, o ||f — f - 1p. |2 =0 1 f-1p € L1 N Ly dla
f € Ly, skad ||[Fof — F(f -1 )2 = [[F2f — Fo(f -1 )ll2 = I — - 1B.|l2 = 0 gdy
r — 0o. Podobnie, Fy ' f = lim, ,o F(f - 1p ) o o (zbieznogé w Ly).

Zadania uzupemniajace.

1. Wyrazi¢ F(1_y 1)) przez funkcje g(y) == sin(y)/y 1 wyznaczy¢ [, ¢°.

2. Dowiesé, ze gdy f € Ly i fe Ly, to F]/‘"\: foo pw., skad f = F(j?o o) p.W.
(Wskazowka: dla g € Ly N Ly mamy, patrz krok 3 i uwaga 1: [ g - Ff= [F?g-f =
[(goo)-f=[g-(foo),skad flK-(F]?—foa) = 0 dla zwartych K C R™.)

2. Funkcje Hermite'a hg, hy, ... otrzymujemy stosujac w Ly = LS (R, dt) ortogo-
nalizacje Grama-Schmidta do ciagu 7y, 2y, 2%y, .... Dowies¢, ze i) (h,)>2, jest baza
ortogonalna przestrzeni Lo, oraz i) Fof = > (—1)"(f, hp)hy/||ha||? dla f € Lo.
Wskazowka: dowiesé kolejno, ze:
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a) Gdy f € Ly lub f(x )—x dlapewnegon>0 to fvy € Ly N Lo.

b) F(fy)(t) = \/ﬂZn 0 n, fR x)dr dla f € Lo. Wywnioskowaé, ze

{v, 27y, 2%y, ..} = {0}, tzn. zachodzi 1).
c) F(z"y) = i"y™ dlan > 0, wiec podprzestrzen lin(hq, ..., hy,) jest Fo-niezmiennicza.
d) Wywnioskowaé, ze Fyh, = (—i)"h,, 1 uzyska¢ wzér Wienera ii).

3 Dodatek: dowéd lematu z p.2

Ad a). Nietrudno zauwazy¢, ze I' C Co(R") i zbior C - T" jest zamkniety wzgledem
mnozenia funkcji. P jest wiec podprzestrzenia liniowa przestrzeni Cy(R"™), zamknieta
wzgledem mnozenia i operacji sprzegania zespolonego (bo I' ma ostatnia wtasnosc).
Ponadto, dla réznych a,b € R" istnieje taka funkcja f € P, ze f(a) # f(b) (jest nia
f(x) = v(z — a)). Teza a) lematu wynika wiec z twierdzenia Stone’a—Weierstrassa,
orzekajacego, ze zbior o tych wlasnosciach musi by¢ gesty w Cy(R").

Ad b). Przyjmijmy ||u|| := |jul|1 + ||ul]z dla v € Ly N Ly. Nalezy dowiesé, ze gdy

€ (0,1)i f € L1 N Ly sa dane, to ||f — g|| < 2¢ dla pewnej funkcji g € P. W tym
celu zauwazmy, ze na podstawie zadania 1ii) w §4.3 istnieje taka funkcja w € C.(R"),
ze ||f —w| < e. Korzystajac z a) mozemy tez znalezé taka funkcje h € P, ze
|(w/v)—h|le < /|||l Wowezas |w—~h| < ev/||7]], skad ||w—~h| < € i ostatecznie
|f —vh|| < 2e, gdzie yh € P (bo h,y € P).

Ad c). Teza wynika stad, ze zbior P jest gesty w (L1 N Lo, || ||,), na podstawie b),
a Ly N Ly jest gesty w (Ly, || ||p). (Poréwnaj zadanie 1i) w §4.3.) O

§ 8. Sprzezenie operatora

zezeni wskie” i z zenie w 7€7
1 Sprzezenie ,,banachowskie” i zanurzenie w druga sprzezon

Nizej, przez U, V, W oznaczamy przestrzenie unormowane. Przypomnijmy, ze prze-

strzenia sprzezong lub dualng do V' nazywamy przestrzen Banacha V* = L(V|F)

wszystkich ograniczonych funkcjonatéw na V', rozpatrywana z norma operatorowa.
Dla T € L(V, W) definiujemy operator T% : W* — V* wzorem

T*() =tpoT dlayy € W* (22)

Nazywamy go operatorem sprzezonym (banachowsko) do T

Przyktad 1. a) Gdy V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni W, to operatorem sprze-
zonym do inkluzji J : V' — W jest operator obcigcia W* 3 9 +— 4y € V*. Na podsta-
wie tw. Hahna-Banacha przeprowadza on kule jednostkowa w W* na kule jednostkowa
w V*. Jest on wiec otwarty i,na”; ponadto, ker(J*) = {¢p € W* : ¢y, = 0} = (W/V)*,
gdzie = to izometrycznosé. (Patrz w §3.1 zadanie 1c).)
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b) Gdy P : V — V/Vj jest rzutowaniem na przestrzen ilorazowa (zaktadamy do-

mknietosé Vo w V'), to P* jest zanurzeniem izometrycznym. (Istotnie, P przeksztatca
kule By na kule By y,, skad [|[P*(1)|| = ||¢|| dla kazdego funkcjonatu ¢ € (V/V;)*.)
Ponadto, im(P*) = {¢ € V* : ¢y, = 0} = (V/Vp)* (ponownie patrz zad. 1c) w §3.1).

Stwierdzenie 1 (o podstawowych wlasnosciach sprzezenia). Przyporzgdkowanie T +—
T* jest liniowym wlozeniem izometrycznym przestrzeni L(V, W) w L(W*,V*), tzn.:

AS+T) =AS"+T" i |T%|=|T| dla S,T € L(V,W),\eF.

Ponadto:
(ToL)*=L"oT" dlaLe L(UV) i TeL(V,IW).

W szczegolnosci, jesli T jest izomorfizmem, to jest nim T* i (T*)™t = (T~1)*.

Dowod. Mamy [|T|| = supjy<1 [|T*¢|| = supjy<1 [[¥ o T[] = supyjy <1 Supj,<1 [(¥ o

T)(z)| = supjgj<1 supy<i1 [¥(Tx)| = supy, <1 [|[Tx]| = [T, gdzie przedostatnia
rownos¢ wynika z wniosku 1 w §1.4 i nieréwnosci [ (Tz)| < ||¢] - [|Tx].
Zatem ||T*|| = ||T||, a pozostate czesci tezy nie sprawiaja ktopotu. B

Zadanie 1. Niech T' e L(V,W). Dowiesc¢, ze:

a) (Obraz T jest gesty w W) < (ker(T%) = {0}).

b) Jesli T jest zanurzeniem, to T™ jest ,na”’ (wiec i otwarte, z zasady otwartosci i

zupelosci V* i W™).

c) Jedli przeksztalcenie T jest niemal otwarte 12, to T™ jest zanurzeniem.

d) ker(T*) = {» € W* : Qi) = 0} = (W/im(T'))*, gdzie = to izometrycznosé.
Operacje sprzegania przestrzeni i operatoréw mozna iterowaé, tworzac ciggi prze-

strzeni V, V* V** .= (V*)* ... 1operatorow T,T*,T* = (T*)*,... . Kanoniczne

wlozenie Jy : V — V** okreslamy przez zdefiniowanie dla v € V funkcjonatow Jy (v)

na przestrzeni V* nastepujaco:

Jy(0)(p) = p(v) dlap e V™. (23)
Stwierdzenie 2. Jy : V — V** jest linmwowym zanurzeniem izometrycznym. B

Uwaga 1. 7 doktadnoscig do (kanonicznego) zanurzenia izometrycznego, mozemy
wiec zawsze traktowaé V' jako podprzestrzen liniowa przestrzeni V**. Gdy V jest
przestrzenia Banacha, to jej obraz w V** jest domkniety, bo jest izometryczny z prze-
strzenig zupeina.

Whniosek 1 (o uzupemhianiu przestrzeni unormowanych). Kazdg przestrzen unormo-
wang V' mozna zanurzyé lintowo—izometrycznie jako gestq podprzestrzen przestrzeni
Banacha. (Za te ostatnig mozna obraé domkniecie zbioru im(Jy) w V**.) O

2Definicja i zwiazek z innymi warunkami sa w §5.2. (Patrz lematy 1 i 2).
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Stwierdzenie 3. Dia T € L(V,W) zachodzi T** o Jy = Jw o T (réwnowaznie:
Ty =T, gdy traktowac V i W jako zanurzone w V** i W**, odpowiednio).

Dowdd. Na podstawie przyjetych definicji, dla ¢ € W* i v € V zachodzi:
Ty (0)) () = Jy (v) 0 T*(¥) = T*(6) (v) = ¥(Tv) = Iy (Tw)(¥). O
Oto typowe zastosowanie tego stwierdzenia (bedzie ich wiecej):
Wnhniosek 2. Przy oznaczeniach zadania 1, ma miejsce implikacja odwrotna do b).

Dowod. Gdy operator T™ jest ,na”, to jest otwarty na podstawie zasady otwartosci i
zupetnosci V* 1 W*. Stad T jest zanurzeniem, patrz c), wiec T' = JT{}“ tez nim jest. []

Zadanie 2. * Udowodnié¢, ze ztozenie (Jy)* o Jy« jest identycznoscia na V*, gdzie
Jy V=V 1 Jy: V" = V™ to zanurzenia kanoniczne.

Definicja. Przestrzen unormowana V' nazywamy refleksywna, gdy kanoniczne zanu-
rzenie izometryczne Jy @ V. — V** jest na’.

Uwaga 2. a) Przestrzen refleksywna jest zupetna, bo przestrzen V** = (V*)* jest
zupela, a zupetnosé jest zachowywana przez izomorfizmy. (Patrz ii) i iii) w §3.1.)

b) Przestrzen refleksywna V' jest izometryczna z V**| lecz implikacja odwrotna nie
ma miejsca. Odpowiedni przyktad jest znany pod nazwa ,przestrzeni Jamesa’.

c¢) Przyktadem nierefleksywnej przestrzeni Banacha jest ¢g, bo ¢f = 01, ;7 = l, a
nieosrodkowa przestrzen f, nie jest izomorficzna z cy. 7 twierdzenia 1 wyniknie wiec,
ze przestrzenie {1, l, U5, ... tez sa nierefleksywne.

d) Gdy dim V' < oo, to przestrzeni V jest refleksywna, bo dim V' = dim V**.

e) Refleksywne sa tez przestrzenie L, = L,(u), dla p € (1, 00). Istotnie, przy ¢ ob-
ranym tak, by p~!'4+¢~! = 1 i utozsamieniu Ly z Ly, a Ly 7 Ly, zgodnie z twierdzeniem
2 7 §4.1, dzialanie na L, elementu f € L, = L, dane jest wzorem L, 3 g — [ fgdpu.
Tak samo jednak dziata element Jp (f) € L, = Ly, zgodnie z definicjami zanurzenia
J1, 1 utozsamienia elementow przestrzeni L, z funkcjonatami na L,. Tak wigc J jest
,ha”, bo (przy tych utozsamieniach) f = Jr (f) dla f € L.

Twierdzenie 1. * a) Przestrzen Banacha wtedy i tylko wtedy jest refleksywna, gdy
refleksywna jest jej sprzezona.

b) Wraz z dang przestrzeniq, refleksywna jest tez kazda jej domknieta podprzestrzen
1 kazdy jeg obraz przy ciagltym i otwartym przeksztatceniu liniowym.

Dowdd. * 1). Z rownosci (Jy)* o Jy» = Iy« z zadania 2b) wynika, ze Jy+ jest izomor-
fizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest nim (Jy)*. To ostatnie za$ ma na podstawie
zadania 1b) miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy Jy jest izomorfizmem. Stad wynika a).

ii) Niech teraz przestrzen V' bedzie refleksywna, a podprzestrzen W C V domknieta.
Element ¥ € W** wyznacza ® € V** wzorem ®(¢) = ¥(pp) dla ¢ € V*. Wobec re-
fleksywnosci V', dla pewnego v € V' i wszystkich ¢ € V* zachodzi wige ® () = ¢(v).
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Jesliby v € W to na podstawie twierdzenia o oddzielaniu istniatby taki funkcjonat
o€ V™, ze p(v) =11y =0, whrew poprzedniej rownosci. Stad v € W a ze kazdy
funkcjonal ¢ € W* ma pewne przedtuzenie p € V*, wiec z tejze rownosci wnosimy, ze
V(1)) =(v) dla b € W*. Wobec dowolnosci ¥ € W** dowodzi to refleksywnosci W.

iii) Gdy operator T' € L(V, W) jest otwarty, to T : W* — V* jest zanurzeniem na
podstawie zadania 1c). Gdy wiec przestrzen V jest refleksywna to stosujac kolejno i),
i) i 1) uzyskujemy refleksywnosé V*, T*(W*) (a wiec 1 W*) i W. O

Zadanie 3. Niech V =X @Y i P :V — X bedzie rzutowaniem na X wzdtuz Y.
Dowiesé, ze ¢ + (@)x, @y) jest izomorfizmem V* na X* @ Y™, przy ktérym operato-
rowi P*: X* — V* odpowiada wlozenie X* = X* x {0} — X*@Y™*. Wywnioskowac,
ze V* /im(P*) = Y*.
Zadanie 4. a) Dowies¢ implikacji odwrotnej do ¢) w zadaniu 1.
b) Niech T' € L(V, W), gdzie V i W sg przestrzeniami Banacha. Wywnioskowa¢ z
wezesniejszych rezultatow, ze T' izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest nim T*.
¢)* Przy zalozeniu z b) dowies¢, ze gdy ktorys z operatorow T' 1 T ma domkniety
obraz, to drugi tez. (Wskazowka: przy J : T(V) < W oznaczajacym wlozenie napisac¢
T = JS; w oparciu o przyklad la) i zadanie la) zauwazy¢, ze im(7%) = im(S5*) i S*
jest 1-1, wiec z twierdzenia Banacha o izomorfizmie S* ma domkniety obraz wtedy i
tylko wtedy, gdy jest izomorfizmem. Skorzystac z b).)

2 Sprzezenie hermitowskie

Stwierdzenie 1. Gdy T € L(Hy, Hs), gdzie (H1,{ )1) i Ha,{ )2) sq przestrzeniami
Hilberta, to kazdemu wektorowi w € Ho odpowiada jedyny wektor T"(w) € Hy taki, ze

(T(v),w)s = (v, T"(w))1 dla kazdego wektora v € Hy . (24)

Dowdd. Wynika to stad, ze przy ustalonym w € Hs, lewa strona jest funkcjonatem
ograniczonym na przestrzeni Hy. Zgodnie z twierdzeniem 3 w §6.3, jest to mnozenie
skalarne przez jednoznacznie wyznaczony wektor, ktory przyjmujemy za 7" (w). O

Definicja. Wyznaczone powyzszym stwierdzeniem przeksztatcenie T" : Hy — H; na-
zywamy hermitowskim sprzezeniem operatora T' € L(H;, Hy). 3

Przyktad 1. Gdy rzutowanie ortogonalne P przestrzeni Hilberta na jej domknieta pod-
przestrzen Hj traktowaé jako operator z H w Hy, to jego sprzezeniem hermitowskim
jest wlozenie Hy < H; gdy za$ traktowa¢ P jako operator z H w H, to P" = P.

Stwierdzenie 2 (podstawowe wiasnosci sprzezenia hermitowskiego). Zachodzi:

13Ta nazwa i oznaczenie T" nie sa jedynymi stosowanymi. Tak ,hermitowskie”, jak i ,banachowskie” sprzezenie
operatora T' czesto oznaczane jest przez T*; niekiedy za$ pisze sie T* w miejsce T", a T# czy T’ czy T w miejsce T*.
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a) T*o Ry = RioT", gdzie T* : H} — H{ to sprzezenie operatora T, rozpatrywane
w p.1, za$ R; : H; — H} oznacza kanoniczng izometrie (i =1,2).

b) operator T" jest liniowy i majg miejsce réwnosci (T™" =T i ||T"| = ||T||, a
takie AS +T)" = XS +T" i (To L)' = Lh o Th. (Tu S, T € L(Hy,Hy),\ € F i
L € L(Hy, Hy), gdzie Hy tez jest przestrzeniq Hilberta).

c) Stad gdy T jest izomorfizmem, to jest nim tez T" i (T") ™! = (T—1).

Dowdd. Ad a) Wykazemy, ze dla dowolnych w € Hy i v € H; funkcjonaly T%(Ra(w)) i
R1(T"(w)) przyjmuja na wektorze v te sama warto$é. Jednak Ry(w) = v, (0znaczenia
z twierdzenia 3 w §6.3), wiec T*(Ra(w)) = 10T idalej T*(Ra(w))(v) = ¥ (T'(v)) =
(T(v),w) = (v, T"(w)). Podobnie Ry(T"(w))(v) = thrn)(v) = (v, T"(w)).

Ad b) i c). Poniewaz T" = R;' o T* o Ry, gdzie |T*|| = ||T|| i R i Ry sa
izometriami, to |T"|| = ||T||. Pozostale tezy wynikaja tatwo z definicji i tego, ze
tozsamosé (T'(v),w)s = (v, T"(w)); wyznacza T", a tez zaswiadcza (po zespolonym
sprzegnieciu obu stron), ze T' spelnia analogiczng tozsamos$é definiujaca (7). O

Zadanie 1. Niech T' € L(Hy, H,), gdzie Hy i Hs to przestrzenie Hilberta. Dowiesé, ze:
a) ker(T") = (im(T))* i (ker(T"))* =im(7T).
b) T jest zanurzeniem izometrycznym (odp. izometrig) wtedy i tylko wtedy, gdy
T'T =1 (odp. T" = T~1). W szezegolnosci jesli T jest izometrig, to T tez nig jest.
o |12 = ITT"| = | 7T,
d) Gdy H; = Hy , to (T? =T =T") < (T jest rzutowaniem ortogonalnym).
Zadanie 2. (Hellinger i Toeplitz) Operatory liniowe K, L : H — H na przestrzeni

Hilberta H spetniaja warunek (Kz,y) = (x, Ly) dla kazdych x,y € H. Dowies¢, ze
sa one ciagte. (Wskazowka: twierdzenie o wykresie domknietym.)

Zadanie 3. a) Niech (v,)s 1 (wg)s beda bazami ortonormalnymi przestrzeni Hil-
berta H i niech T € L(H, H). Przcksztalcajac liczbe Y-, 35 [{T'wa, wg)|* przy po-
mocy tozsamosci Parsevala dowiesé, ze jest ona rowna tak Y- [|Tv,l?, jak i)z [| T wpgl|?.

Wywnioskowaé, ze liczba ||T'||gs = v/>_, [|Tal|? € [0, 00] nie zalezy od bazy (v,), i
ze |T||ms = |T"||s. Dowiesé tez, ze ||T|| < [|T||ms-

Zadanie 4. Niech miara p bedzie o—skoriczona i K : Lo(p) — LQ( ) bedzie operato-
rem calkowym z jadrem k € Lo(u ® p), tzn. niech (K f)(s) := [ k(s,t)f(¢)du(t)
dla f € Lo(p). Dowiesé, ze || K||lgs = ||k|l2- (Wskazowka: obrac w Lo(u) baze o.n.
(fa)a 1 wykazad, ze jesli k=3 4 Capfa® fs, por. zad. 3w §7.1, to (K fu, f3) = Cga-)
Zadanie 5. * Niech T' € L(H), gdzie przestrzeni Hilberta H jest zespolona. Dowies¢,
ze T = T" wtedy i tylko wtedy, gdy (T'z,z) € R dla kazdego x € H.

Zadanie 6. * Niech T' € L(H), gdzie H jest przestrzenia Hilberta nad R. Na kom-
pleksyfikacji H = H x H przestrzeni H, zdefiniowanej w zadaniu 2* z §6.1, okreslmy
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operator T wzorem f(v,w) = (TU,NTw)- Dowies¢, ze ||ﬂ| = ||| i Th = %th jak
tez, ze inf =1 || T[] = infyu)=1 [|T(0, w)]|.

§ 9. Wilasnosci spektralne operatoré6w normalnych

1 Dwa twierdzenia spektralne dla operatoréw normalnych (wstepna dyskusja)

Gdy V' jest przestrzenia unormowang, to przez L(V') oznaczamy zbidr operatorow
ograniczonych z V do V. Z operacjami skladania i dodawania operatorow, L(V)
jest pierscieniem z jedynka, oznaczang tu Iy lub I, a tez jest unormowana przestrzenia
liniowa z norma operatorowa; za$ wymienione operacje L(V)x L(V) — L(V) sa ciagte.
Gdy V jest przestrzenia Hilberta, to okreslona jest tez izometria T+ T".

Nizej, H, Hy, Hy to przestrzenie Hilberta nad F. Operator T' € L(H1, Hs) jest:
unitarny, gdy T"T = Iy, i TT" = Iy, (por. zadanie 1b) w §8.2);
samosprzezony (inaczej: hermitowski), gdy Hy = H, i T = T";

normalny, gdy H; = H, i operatory T i T" sg przemienne (tzn. T'T = TT").

Operatory unitarne tworza zbiér zamkniety wzgledem sktadania operatoréw i brania
ich odwrotnosci, a operatory samosprzezone — zbiér zamkniety wzgledem wzgledem
dodawania. Za$ wzgledem sprzegania hermitowskiego zamkniety jest kazdy z tych
zbioréw. Tak operatory unitarne z H w H, jak i samosprzezone, sg normalne.

Zadanie 1. Niech operatory S,T € L(H) beda normalne. Dowiesé, ze jesli TS" =
ST lub T'S" = T"S, to operator S + T jest normalny. Wywnioskowa¢ normalnosé
STt dla {e;}r, CF.

Zadanie 2. Dla u € L (p) oznaczmy przez M, : Lo(p) — Lo(u) operator mno-
zenia przez u, dany wzorem M,f = uf (f € La(u)). (Por. przyktad 1 w §2.5.)
Dowies¢, ze M, o M, = My, i (M,)" = My, wobec czego operator M, jest normalny,
a jego samosprzezonosé jest rownowazna temu, by u(t) € R dla y—p.w. argumentow t.

Wazny przyktad operatorow samosprzezonych stanowia rzutowania ortogonalne (za-
danie 1c) w §8.2).

Definicja. Operatory Ty € L(H;y) i Ty € L(H3) nazwiemy unitarnie podobnymi,
jesli istnieje taki operator unitarny U : Hy — Hs, ze UTy = ThU.

Relacja ta jest symetryczna i przechodnia (dlaczego?). Zachowuje ona wiele wta-
snosci operatoréw, por. dalej zadanie 3.

Przyktad 1. Niech dla operatora T' € L(H) istnieje baza ortonormalna () er prze-
strzeni H, zlozona z jego wektorow wiasnych: Tu, = A u,, gdzie A\, € F. Oznaczmy
przez U : H — ly(I") ,izometrie¢ Fouriera” dla bazy (u), dana wzorem Uv = ((v, uy) )~er ,
a przez S € L({5(I')) operator mnozenia przez (A,), dany wzorem S(z) := (A2 )yer.
(Jest on poprawnie okreslony i ciagty, bo sup,, [A\,| < ||T|| < co.) Wowezas UT = SU,
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bo operatory UT i SU sa ciagle i dla wszystkich z z liniowo gestego zbioru {u, }~er
zachodzi rownos¢ UTx = SUx. (Czy tak?)

Gdy dim H = n < oo i operator T' € L(H) jest samosprzezony, to zadana baza
istnieje (GAL!) — skad operator T jest unitarnie podobny do operatora mnozenia na
przestrzeni ¢5({1,...,n}). W ponizszym twierdzeniu 1 i w §11.5 (por. §11.7) rozsze-
rzymy to na dwa sposoby na przypadek, gdy dim H = oo.

Twierdzenie 1 (o reprezentacji spektralnej operatorow normalnych). A) Operator

samosprzezony na przestrzeni Hilberta H # {0} nad F, jest unitarnie podobny do

operatora mnozenia M, na L5(u), dla pewnej miary p i pewnej funkeji u € LE ().

Od miary p mozna zgdaé, by kazdy zbior miary oo zawierat zbior skonczonej miary

dodatniej, zas gdy przestrzenn H jest osrodkowa — by miara p byta o— skoriczona.'*
B) Gdy F = C, to tak samo jest dla operatoréw normalnych (lecz u € LS (1)).

Przypomnijmy, ze gdy X jest przestrzenia topologiczna, to funkcje f : X — F
nazywamy borelowska, jesli dla kazdego zbioru otwartego G C F, zbior f~1(Q)
jest borelowski w X — czyli nalezy do najmniejszego o—ciata zbioréow, zawierajacego
wszystkie zbiory otwarte w X. Zbior wszystkich ograniczonych funkcji borelowskich z
X w F oznaczamy tu przez B,(X), a wszystkich funkeji ciagtych — przez C(X).

Twierdzenie 2 (o istnieniu borelowskiego rachunku funkcyjnego dla operatoréw nor-
malnych). A) Niech nadal H # {0} i operator T € L(H) bedzie samosprzezony.
Wowczas istnieje niepusty, zwarty zbior o C R i przyporzqdkowanie kazdej funkcy
f € By(o) operatora f(T') € L(H), spetniajgce ponizsze warunki h), n), p):

h) przeksztatcenie f— f(T) jest liniowym homomorfizmem pierscienia By(o) w
pierscien L(H), takim, ze (f(T))" = f(T) dla wszystkich f € By(o), oraz 1,(T) = Iy
11d,(T) = T. (Tuwid, : 0 — F to funkcja o >t — t € F, a 1, — stale réwna 1;
oznaczamy je tez przezid i 1);

n) |F(TN < [ fllsw, przy czym jesli funkcja | jest ciagta, to |[f(T)|| = [[f|lsup-

p) gdy ograniczony (w normie || ||sup) ciag funkcji f, € By(o) jest zbieiny punktowo
do f € By(o), to cigg operatorow f,(T) jest zbiezny punktowo do operatora f(T).

B) Gdy F = C, tak samo jest dla operatoréw normalnych T, z tym, ze o C C.

W p), ciag funkcji f, nazywam zbieznym punktowo do f, gdy f,(t) — f(¢)
dlat € o, a ciag operatoréw S, zbieznym punktowo do operatora S, gdy ||.S,z —
Sz|| — 0 dla x € H. (Ta zbieznosé¢ operatoréw jest nazywana ,silng’, lecz nie bede
tej nazwy stosowac.) Skroty h), n), p) wziaglem od homomorphism, norm, pointwise.

Uwaga 1. Wygodnie jest przyjac f(T) := (fi,)(T) gdy tylko dziedzina funkcji ska-
larnej f zawiera zbior o opisany w twierdzeniu 2 i fi, € By(o).

4 Nieznaczne uzupelnienie dowodu pozwala nawet uzyskaé skonczona miare.
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Przyktad 2. Niech operator T' € L(H) bedzie samosprzezony (lub normalny i F = C).

a) Funkcje exp : C — C mozemy wyrazi¢ jako sume szeregu » %t", jednostajnie
zbieznego na kazdym zbiorze zwartym. Szereg ) %T” jest zbiezny w normie ope-
ratorowej, bo ||[T"]| < ||T||". Z warunku p) wynika wiec, ze suma tego szeregu jest
el tzn. el =3 %T”. Podobne rozwiniecia otrzymujemy dla cosT' i sinT’, za$ ze
znanych tozsamosci funkcyjnych wynika, ze e’ = cosT +isinT = lim,, (I + %T)”

b) Z warunku h) wynika, ze gdy 0 € o, to operator T' ma odwrotnosé, rowna %(T).
Stad i z n) wynika, ze |77 = 1/dist(0,0). B

Uwaga 2. * Twierdzenie 2 wyznacza przyporzadkowanie borelowskim zbiorom A C o
operatorow 14(7T). Te ostatnie sa rzutami ortogonalnymi przestrzeni H, bo sa samo-
sprzezone i réwne swemu kwadratowi, wobec rownosci 13 = 14 = 14. (Korzystamy
z h) i zadania 1c) w §8.2). Twierdzenie spektralne najczesciej wypowiadane jest w
terminach istnienia tej rodziny rzutéw; patrz AF Rudina, str. 343. Wersja ta jest
rownowazna kazdemu z twierdzen 1 i 2; nie bedziemy jej tu rozpatrywac.

Dowody obu twierdzen zakonczymy dopiero w §10.2; czesci B) i przypadek F = R
w A) to material uzupelniajacy. Tu jednak z twierdzenia 2 wyprowadzimy czesci 1)
i 1) ponizszego ,Dodatku” i sformutujemy odgrywajace wazna role zadania 3 — 8.

Definicja. a) Przez GL(V) oznaczmy zbior wszystkich liniowo—topologicznych auto-
morfizmow przestrzeni unormowanej V.

b) Zbior {\ € F: T—\I ¢ GL(V)} nazywamy spektrum lub widmem operatora
T € L(V). Zbior ten oznaczamy na ogot or.

Uwaga 3. a) Z operacja sktadania operatorow, zbior GL(V') jest grupa.
b) Gdy A € F jest wartoscia wlasna dla T', tzn. gdy ker(T'—\I) # {0}, to A € op.
Spektrum moze jednak zawiera¢ wartosci, ktére nie sa wtasne, patrz zadanie 4.

Dodatek do twierdzen 1 i 2. Przyjmijmy zalozenia i oznaczenia twierdzenia 2.
i) Operator f(T) jest normalny, a gdy f(o) C R, to jest samosprzezony.
ii) Zachodzi o = or, a przyporzadkowanie f — f(T) z twierdzenia 2 jest jedyne.
iii) Operator f(T) komutuje z kazdym operatorem S, przemiennym z T i z T". 1°
Gdy zas Tv = M, gdziev € Hi A €T, to f(T)v = f(Av.
iv) Dalsze uzupelnienie twierdzen 1 i 2 da zadanie 6.

Dowdd czesei 1) — iii) ,Dodatku” oparty jest na dwoch lematach.
Lemat 1. Niech operator T', zbior zwarty o C F i homomorfizm C(o) 3 f— f(T) €

L(H) bedg takie, Ze || f(T)| = |fllsup dla wszystkich f € C(o). Wowczas dla f €
C(o) zachodzi (f(T) € GL(V)) < (0 & f(0)).

15Na podstawie twierdzenia Fuglede, wystarcza do tego przemiennosé S z T; patrz AF Rudina, str. 334 i 426.
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Dowdd. Istotnie, jesli 0 € im(f), to (1/f)(T) jest odwrotnoscia operatora 1. Jesli zas
istnieje operator S taki, ze Sf(T) = I, to przy g(A) := min(||S||+1, 1/|f(N)|) zachodzi
1 fgllswp < 1, skad [[(fo)(T)|| < 1. To dalej daje [lg(T)[| = [[SAH(T)g(T)|| < [I5]
tym samym ||g|sup < ||S|| — a przez to 0 ¢ f(o), zgodnie z definicja g. [

Lemat 2. Niech podpierscienn F pierscienia By(o) zawiera C(o) i bedzie zamkniety
wzgledem brania granic punktowo zbieznych ciggow funkcji. Wowczas F = By(o).

Dowod. (Nadal, o C F jest zbiorem zwartym.) Rozpatrzmy rodzine A tych zbiorow
borelowskich A C o, dla ktorych 14 € F. Zauwazamy, ze:

a) Gdy zbior A C o jest domkniety, to A € A, bo funkcja 14 jest na podstawie
twierdzenia Tietzego granica punktowsa ciggu funkcji cigglych.

b) Gdy A€ A, to o\ A € A, na podstawie rownosci 1,4 = 1 — 14.

c) Gdy A, € Adlan e N, to Ae Adla A:=(), An, bo 14 jest granica punktows
ciagu iloczynow 1y, -...- 14, .

d) A jest zatem sigma—ciatem zbiorow zawierajacym wszystkie zbiory domkniete, a
przez to i wszystkie zbiory borelowskie. Tak wiec gdy A jest takim zbiorem, to 14 € F.

Ponadto F jest pierScieniem i zawiera wszystkie funkcje state (bo sa ciagte). Stad i
z d) wynika wiec, ze F zawiera wszystkie borelowskie funkcje proste; a ze zbior takich

funkcji jest gesty w (By(0), || ||lsup), to F D By(o). O

Dowod ,,Dodatku do twierdzen”. Czes¢ i) wynika z wlasnosci h). (Normalnosé otrzy-
mujemy z rownosci f(T)(f(T))" = |fI2(T) = (f(T))"f(T).) Za$ stosujac Lemat 1
przy f = id, — A stwierdzamy, ze A € 0 < X\ € or. (Gra role wlasnosé n) i to, ze
(id, — A\)(T") =T — M, na podstawie h).)

By dowies¢ dalszych tez zastanéwmy sie, czym jest f(7T') dla funkeji ciagtych f.
Niech wpierw f(2) = >}/, cuaty! dla z € o, gdzie * = Re(2),y = Im(2). Poniewaz
Re = 3(id + id),Im = i(id — id), wiec z h) wynika, ze f(T) = Y3, _ocri KL,
gdzie K = %(T + T, L = %(Th — T). Wyznacza to jednoznacznie f(T') gdy f jest
funkcja wielomianowa. A zZe funkcje te sa geste w C'(0) na podstawie tw. Stone’a —
Weierstrassa, to wartosé f(T') jest wobec p) jedyna, gdy € C(o).

Gdy teraz operator S jest przemienny z T i z T", to z powyzszego i z wlasnosci h)
i p) wnosimy, ze dla F = {f € By(o) : f(T)S = Sf(T)} spelnione sa zalozenia
Lematu 2. Zatem F = By(0), skad wynika czes¢ tezy iii), dotyczaca komutowania.
Dowdd pozostalej czesci tej tezy jest podobny. Gdy zas za F przyjmiemy zbior tych
funkcji f € By(or), ktorym przy dwoch obranych przyporzadkowaniach opisanych
twierdzeniem 2 odpowiada wspolny operator f(7'), to w ten sam sposob otrzymamy

jedynosé¢ takiego przyporzadkowania.

Zadania. (Poczawszy od zadania 5¢), wykorzystywaé oba twierdzenia i ,Dodatek™.)
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3. Niech izometria liniowa U : Hy — Hj i operatory T; € L(H;) (i = 1,2) beda takie,
ze U MTLU = Ty. Dowiesé, ze:

a) Th = U YU, a gdy operator T} jest samosprzezony (odp. unitarny wzgl.
normalny), to Ty tez ma te wlasnosé.

b) Gdy v € Hy i A € T sg takie, ze Tiv = Av, to Tow = Aw dla w := Uw.

c) op, = op, 1 ||Th]] = || 1], a gdy T1 > 0, to i Ty > 0. (Dla operatora T piszemy
T > 0 i méwimy, Ze jest on nieujemny, jesli T = T" i (Th,h) > 0dla h € H.)

4. Niech T € L(f3) bedzie operatorem mnozenia przez ciag A = (\,;) € lo, tzn.
T((wn)n) = (Antn)n.

a) Dowiesé, ze or = clp{\, }nen. Wywnioskowaé, ze kazdy niepusty zbior zwarty
w IF jest widmem pewnego operatora mnozenia na przestrzeni £5.

b) Dowiesé, ze dla X € op \ { A\, tnen operator T'— A jest 1-1 i ma gesty obraz.

c¢) Dowies¢, ze {5 ma baze ortonormalna, ztozona z wektorow wtasnych operatora T'.

5. Ogolniej, niech M,, € L(Ly(p)) bedzie operatorem mnozenia przez u € Lo ().

a) Przy o == {\ € F: u(u"}(G)) > 0 dla kazdego otoczenia G punktu A} dowiesé,
ze p(u'(F\ o)) =0,azbior o jest domkniety i zawarty w kole |A| < ||ul|s.

b) Dowies¢, ze gdy p # 0, to o # () i przyporzadkowanie By(0) 5 f — M., spetnia
warunki h), n), p) twierdzenia 2. (Funkcje f o u sa okreslone p-p.w.)

c) Stad i ,Dodatku” do twierdzenia 2 wywnioskowac, ze 0 = opy, 1 f(My) = Myoy.

Uwaga 4. Wobec twierdzenia 1, gdy jakas wtasnos¢ operatoréw normalnych przystu-
guje operatorom mnozenia i jest niezmiennicza wzgledem unitarnego podobieristwa, to
przystuguje ona kazdemu operatorowi normalnemu. (Tak jest przy F = C; gdy F = R
dotyczy to operatoréw samosprzezonych.) Oparte na tym sa ponizsze zadania; nalezy
w nich wpierw rozpatrze¢ operatory mnozenia. (W zadaniu 6 wykorzysta¢ zadanie 5.)

6. Dowiesé, ze gdy T jest operatorem samosprzezonym i F € {R, C}, lub normalnym
iF=C, to:

a) o) C cl(f(or)) dla f € By(or), przy czym oy = f(or) gdy [ € C(or).

b) Podobnic, g(f(T)) = (g0 £)(T) dla f € By(or) i g € By(clf (7).

c¢) Dla A € o, operator 1;,,(7T') jest rzutowaniem ortogonalnym na ker(7" — AI).

d) Gdy miara p, funkcja u € Lo (p) i izometria U : Lo(pu) — H sa takie ze
T = UM, U™ (co moze mie¢ miejsce dla roznych U, pu i u), to zawsze op = oy, 1
f(T)=UM;,, Ut dla f € By(or).

e) W twierdzeniu 1 mozna zadac, by im(u) C or.
7. Przy tych samych zalozeniach o T" dowies¢, ze:

f) ker(T'— Al ) Lker(T — pl) jesli A # p.

g) Operator T' jest: i) unitarny < op C {A : |A\| = 1}; ii) samosprzezony <
or C R; iii) nieujemny< or C [0, 00).
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h) Gdy operator T jest nieujemny, to okreslony jest operator S = VT (wynik
zastosowania funkeji |/~ do T); przy tym S > 01 5? =T.

i)* Dowies¢ tez, ze S jest jedynym operatorem majacym ostatnie 2 wiasnosci.
(Wskazowka: przypuscié, ze ma je tez operator ). Skorzysta¢ z zadania 6b) przy
T zamienionym na S i odpowiednich funkcjach f, g, by uzyskaé¢ rownosé Q = /T.)

8. Niech T' € L(H). W oparciu o zadanie 7 dowies¢, ze T ma rozklad biegunowy:
a) Istnieje nieujemny operator S € L(H) taki, ze S? = T"T; jest nim vVT"T.
b) Istnieje taka izometria liniowa U : im(S) — im(T), ze T = US. (Wskazowka:
dla x € H zachodzi ||Sz| = ||Tz|, bo ||Txz||* = (T"Tz,x) = (S%*x,z2) = ||Sz|?*.)

Zadanie uzupetiajace 1. Niech F = C i operator T' bedzie normalny, z ||| < 1.
Dowiesé, ze:
a) Ciag 1 Z;.L_Ol T zbiega punktowo do rzutowania ortogonalnego na {x : Tax = x}.
b) Istnieje taki operator normalny S, ze ||S|| < 11 operatory 7"+ iS sa unitarne.

Zadanie uzupelniajace 2. Dowieé¢, ze gdy operator T jest samosprzezony, to T' — il
jest odwracalny, a (T +il)(T — il)~! jest unitarny.

2 Redukcja dowodu twierdzen spektralnych dla operatora samosprzezonego

Nizej, H # {0} oznacza przestrzen Hilbertanad F, a T" € L£(H ) operator samosprzezony.
Udowodnimy tezy obu twierdzen spektralnych dla T'. (Dowo6d dla operatoréw normal-
nych relegujemy do materiatu uzupetiajacego.) Oprzemy sie jednak na nastepujacym

stwierdzeniu, ktorego dowod, dla zyskania czasu i motywacji, odtozymy do §10:

Stwierdzenie 1. Przy tych oznaczeniach, or jest zwartym @ niepustym podzbiorem
osi R, a dla kazdego wielomianu p = >, c;x" € Fz] ma miejsce réwnosc:

Ip(T)]| = sup{lp(N }rcer,  gdzie p(T) = Yy iT'.
(W szczegdlnosci, ||T'|| = sup{|\|}rcor-)

Uwaga 1. Ze stwierdzenia wynika, ze gdy f : op — F jest funkcja wielomianowsa
(tzn. f(z) = p(z) dla pewnego wielomianu p € F[z] i wszystkich z € o7), to operator
f(T) := p(T) nie zalezy od wyboru takiego wielomianu p i || f(T)|| = || f||sup- B

W rozumowaniu wyréznimy dwa lematy.

Oznaczenie. Dla wektora v € H przyjmijmy (v) := lin{T"v},

Lemat 1. Istnieje taka rodzina {vy}trer C H \{0}, ze zbior . (v,) jest liniowo gesty
wH i <v’71>—L<U’Y2> dla gi! 7é T2 -

Dowdd. Istnieja w H \ {0} rodziny, np. pusta, spetniajace drugi warunek. Na podsta-
wie lematu Kuratowskiego—Zorna, istnieje maksymalna wérod nich; niech bedzie nig
{vy}yer. Pozostaje dowiesé, ze zbior Hy := lin(U, (v,)) jest gesty w H.
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Jesliby jednak Hy # H, to istnialby wektor v € Hy \ {0}. Dlaz € Hyin € N
uzyskujemy wtedy (T"v,x) = (v,T"z) = 0, bo T = T" i T(H,) C Hy. Tym samym
(v) LHy i rodzina {v, }yer U {v} zaprzeczataby maksymalnosci {v, }yer. O

Uwaga 2. * Gdy przestrzen H ma osrodek {w,}2,, to zadana rodzine, i to przeli-
czalna, uzyskamy biorac vy := wq i indukecyjnie v, 1 := wy, 11— P,w,11, gdzie P, to rzut
ortogonalny na lin({T"w;}};_,), a na koniec pomijajac w {v, };2, wektory v, = 0. B
Definicja. Miara borelowska na przestrzeni topologicznej nazywaé¢ bedziemy kazda
przeliczalnie addytywna, nieujemna miare, okreslong na o—ciele borelowskich podzbio-

row tej przestrzeni.

Lemat 2. Niech v € H. Wowczas istnieje skonczona, reqularna miara borelowska
p > 0 na zbiorze op C R, oraz takie liniowe zanurzenie izometryczne U = Lo(u) — H,
ze im(U) D (v) i dla wszystkich f € L5 (1) zachodzi rownosé T(U f) = Ulidy, - f).
(Uwaga: w Loo(p) zachodzi ||idy,||sup < ||T||, patrz koticowa czesé stwierdzenia 1.)

Dowod. Oznaczmy przez P zbior wszystkich funkcji wielomianowych z op w F. Dla
f € P bedziemy chcieli przyja¢ U f = f(T)v. Odnotujmy, ze

IA(T)ol* = (F(T)o, f(T)v) = (F(T) f(T)v,v) = ((F)(T)v,v). (25)

Zadbamy wicc o to, by [ |f]2du = ((ff)(T)v,v), co zapewni iz ||U f|| = 1 2()-

W tym celu zauwazmy, ze funkcjonat g — (g(T)v,v) jest na podstawie stwierdze-
nia 1 ciagly na przestrzeni (P, || ||sup). Mozemy wige go przedtuzy¢ do funkcjonatu ¢,
okreslonego i ciaglego na (C¥(ar), || |lsup). Funkcjonal ¢ jest nieujemny: gdy g > 0,
to /g jest granica ciggu funkcji wielomianowych f,, wigc stosujac (25) stwierdzamy,
iz o(g) = lim, o(f?) = lim, || f.(T)||* > 0. Na podstawie twierdzenia 1 z §4.3 o re-
prezentacji funkcjonatéw na C®(X), istnieje na o7 taka skoriczona i regularna miara
borelowska p > 0, ze [ gdu = ¢(g) dla wszystkich g € C®(o7).

Przyjmijmy (jak zamierzalismy) U f := f(T)v i sp6jrzmy na U jako na przeksztal-
cenie z (P, || |[z,() W H. Wobec (25) i definicji miary p, staje si¢ ono liniowym
zanurzeniem izometrycznym, ktorego dziedzina C¥(o7) jest gesta w (L5 (u), ] ||2).
(Gestos¢ wynika stad, ze funkcje ciaglte mozna jednostajnie aproksymowaé wielomia-
nowymi na podstawie twierdzenia Weierstrassa i tego, ze op C R, zas funkcje z Lo(p)
mozna w normie || ||z, aproksymowac ciggtymi; patrz zadanie 2 w §4.3.) Mozna wigc
U przedtuzyé¢ do zanurzenia izometrycznego L5 (u) — H; oznaczmy je nadal przez U.

Na koniec zauwazmy, ze zadana rownos¢ T(U f) = U(idy, - f) jest speliona dla
wszystkich f € P, bo T(p(T)v) = (z - p)(T)v dla p € Flz]. Z gestosci P w Lo(p)
wynika wiec, ze jest ona spelniona wszedzie w Lo(p). Uzyskujemy tez T"v = Ux™ dla
n >0, wiec (v) C im(U). O
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Dowdd czesci A) twierdzenia 1 z p.1. Niech {v,},er bedzie rodzing wektoréw, dana
lematem 1, i niech H := clg(v,) dlay € I'. Poniewaz T'((v,)) C (vy), to T'(H,) C H,
1 mozemy zastosowac lemat 2 do operatorow Ty € L(H,). Dla kazdego v € '
uzyskamy skoriczong, regularng miar¢ borelowska g, > 0 na zwartym zbiorze o, :=
Ty, oraz liniowe zanurzenie izometryczne Uy @ Lo(p,) — H, 1 funkeje uy @ 0y —
[=|T[, [|T||], takie, ze TU, = U,M,_. (Zachodzi u, = id, , lecz to nie gra roli.)

Utworzmy zbior o, bedacy suma parami roztacznych kopii zbioréw o, (v € TI').
(Mozna o nim mysle¢ jako o J, o, x {7}.) Na o okreslamy ocialo zbioréw B, zlozone
z tych zbiorow A C o, ktorych Slad A N o, na kazdym ze zbioréw o, jest zbiorem
borelowskim w o,. OkreSlmy tez miare p: B — [0, 00] i funkcje w: o — [—||T|], || T||]
formutami pu(A) == py(ANoy) iu(x) =u,(z) gdy = € 05,

Na koniec, dla f € La(u) niech Uf := 37 U,(f, ). Poniewaz U,(fi,,) € H, i
H L, gy 1 74 00 £ = 2, i P = 3o, 10 ()P = U] (e koicn gra
role ,rownos¢ Pitagorasa” ze stwierdzenia 1 w §6.2). Stad U : Lo(pu) — H jest popraw-
nie okreslonym zanurzeniem izometrycznym. Podprzestrzen im(U) jest domknieta w

H, bo jest izometryczna z przestrzenia zupetna Lo (p1); a ze im(U) zawiera zbior . (v4),
liniowo gesty w H, to im(U) = H. Zachodzi tez TU = UM, bo TUf = UM, f dla
funkeji f € Lo(p) znikajacych na wszystkich procz jednego zbiorach o, a zbior takich
funkcji jest liniowo gesty w Lo(u). O

Wykorzystanie pierwszego twierdzenia spektralnego do dowodu drugiego. Niech izome-
tria U : Ly(p) — H 1 operator mnozenia M, na Lo(p) beda takie, ze TU = UM,,. Na
podstawie zadania 5 a),b) w p.1, istnieje niepusty zbior zwarty o C F i przyporzadko-
wanie By(o) 3 f +— f(M,) € L (Lo(p)), spetniajace warunki h), n), p) twierdzenia 2
(z T zmienionym na M,). Stad warunki te bedzie tez spetniaé¢ przyporzadkowanie
By(o) > f—= Uf(M,)U™ € L(H). (Gra role to, ze U jest izometrig.) B

Udowodnilismy wiec czesci A) obu twierdzen z p.1 w oparciu o przypadek szczegdlny

twierdzenie 2 (ktorym jest stwierdzenie 1); przy tym okazalo sie ze twierdzenie 2 wynika
tatwo z twierdzenia 1. Pokazuje to, jak bliskie sobie sg te twierdzenia, mimo zupetnie
odmiennych sformutowari.

Whniosek 1. Niech operator samosprzezony T ma przeliczalne spektrum. Wowczas
dla pewnego zbioru o i pewnego ograniczonego uktadu skalarow A = (As)seo , jest on
unitarnie podobny do operatora My € L(ls(0)), zadanego wzorem (xs)s — (Ass)s.

Dow6d. Przyjmijmy oznaczenia dowodu twierdzenia 1. Dla kazdego v € I', zbior
Oy = 07}, Jest przeliczalny, bo jest zawarty w or; miara p jest wigc czysto atomowa
(tzn. py(A) = > caiy({s}) dla A C o,). Stad i z definicji miary p na zbiorze
o= U7 o, wynika, ze i ona jest czysto atomowa.

Niech h(s) = \/u({s}) dla s € 0. Wzor f — h- f wyznacza izometrie U : Lo(p) —
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ly(0), przy ktorej operatorowi M, mnozenia przez funkcje u € Loo(u) odpowiada
operator mnozenia przez te sama funkcje u — a wiec operator My przy A := (u($))seo-
(To znaczy, zachodzi UM, = MyU.) Wobec przechodniosci relacji ~ unitarnego
podobienistwa operatoréw koriczy to dowod, bo T ~ M, i M, ~ M. [

3 * Redukcja dowodu twierdzen spektralnych dla (kilku) operatoréw normalnych

Nadal, H oznacza pewna przestrzenn Hilberta, rozna od {0}. Dowod czesci B) twier-
dzenia 1 z p.1 wiedzie przez nastepujace wzmocnienie catego twierdzenia:

Twierdzenie 1 (o wspolnej reprezentacji spektralnej przemiennych operatoréw nor-
malnych). a) Dla kazdej skoriczonej, przemiennej rodziny operatoréw samosprzezonych
T, ....,T, € L(H) istnieje przestrzen Lo(u), funkcje uy, ..., u, € Loo(pt) i izometria li-
niowa U : Lo(u) — H, takie, ze UV, U = My, dlai=1,...,n. (Ponownie, u mozna
obrac tak, by kazdy 2bior p-miary oo zawierat zbior skonczonej miary dodatniej, a gdy
przestrzen H jest osrodkowa — by miara p byta o—skoriczona.)

b) Gdy F = C, tak samo jest dla kazdych operatoréw normalnych Ty, ..., T, takich,
ze rodzina {T;}, U {TI}, jest przemienna. 1

W ponizszym materiale uzupetiajacym podaje dowod twierdzenia 1. Jest on po-
wtorzeniem dowodu z p.2, z tym, ze stwierdzenie 1 z p.2 zostaje zastapione przez

Stwierdzenie 1. * Gdy Th, ..., T,, sq parami przemiennymi operatoramsi SamMosprzezo-
nymi na przestrzeni Hilberta H, to dla p € Flxy, ..., x,] zachodzi nieréwnosé

Ip(Ty, ..., T) || < sup{|p(t)|: t = (t1,....1,) €E o, X ... X 01}
(Tu i dalej, wartosé p(11, ..., T,) okreslamy w naturalny sposdb.)

Dowodd tego pomocniczego stwierdzenia tez odtozymy do §10.

Dowdd twierdzenia 1.* Ad a). Niech v € H i (v) := {p(T)v : p € Flzq,...,x,]},
gdzie T to ciag (11, ...,T,). W analogii do lematu 2 w p.2 okreslimy skoriczong miare
borelowska p na o i operator unitarny U : Lo(u) — H tak, by U 'T,U = M, dla
1 =1,...,n, gdzie m; : 0 = o, — [ to naturalne rzutowanie.

W tym celu zauwazmy, jak w uwadze 1 w p.2, ze gdy f : 0 — [F jest funkcja
wielomianowa, tzn. f(t) = p(t) dla pewnego wielomianu p € Flz1, ..., x,] 1 wszystkich
t = ()i, € o, to operator f(T) := p(T) nie zalezy od wyboru p i f(T) < || f|lsup -
Oznaczmy przez P zbior funkcji wielomianowych z o w F. Jak w p.2 stwierdzamy, ze
gdy f € P, to [f|2 € Pi|f(T)w]]* = (|f(T)v,v). Jak w p.2 obierzemy miare pu
tak, by [ fdu = (f(T)v,v) dla f € P. Jak tam, uzyskujemy ja przedtuzajac na C(o)
funkcjonal okreslony na podprzestrzeni P wzorem f +— (f(T)v,v). Na koniec, jak w

16Na podstawie twierdzenia Fuglede, wystarcza juz przemienno$é rodziny {T;}" ;; por. odnosnik 14 .
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p.2, zanurzenie izometryczne f +— f(T)v € H mozna z podprzestrzeni P przestrzeni
Ly(p) przedtuzyé na Ly(p); przedtuzenie to oznaczmy przez U. Zadane réwnosci
T;,U = UM,, wynikaja stad, ze T;(p(T)v) = (z;p)(T)v dla p € Flxy,...,z,) iv € H.

By zakoriczy¢ dowdd wykorzystujemy (identycznie jak w p.2) lemat 1 z p.2. Jego
sformutowanie pozostaje niezmienione, a w dowodzie zmienic¢ trzeba tylko to, by w
miejsce niezmienniczosci Hy- wzgledem T uzasadni¢ obecnie, w ten sam co poprzednio
sposob, niezmienniczosé Hy- wzgledem T4, T, ..., T;,.

Adb). Gdy F = C i operatory 11, ..., T,, sa jak w b), to dla j = 1, ..., n przyjmijmy
K; = YT, + Tjh) i L;:= %(T]h — Tj). Do operatorow tych (sa one samosprzezone i
komutuja) zastosujmy udowodniong czes¢ a) twierdzenia, uzyskujac przestrzen Lo(u),
izometrie U : Lo(p) — H i funkcje vy, ..., v, w1, ...,w, € Loo(p) takie, ze K;U =
UM, i L;jU =UM,, dlaj =1,...,n. Poniewaz T; = K;+1iL;, wigc przy u; := v;+iw;
stwierdzamy, ze T;U = UM,, dla j=1,...,n. B

Uwaga 1. * i) Z obecnego twierdzenia 1b) wynika nieudowodniona dotad czesé¢ B)
twierdzenia 1 z p.1, a dalej, jak zauwazono w p.2, czes¢ B) twierdzenia 2 z p.1.

ii) Ogolniej, przy zalozeniach twierdzenia 11 o := [[_,o0n, T = (T1,...,T,),
uzyskujemy przyporzadkowanie By(o) 3 f — f(T) € L(H), speliajace warunek p)
z p.1 1 ponizsze warunki h)’ i n)’ (odpowiadajace warunkom h) i n)):

h)” przeksztalcenie f +— f(T) jest lintowym homomorfizmem pierscienia By(o) w
pierscieri L(H), takim, ze (f(T))" = f(T) dla f € By(o) oraz 1(T) =i m(T) = T;
dlai=1,..,n. (Tu, T" .= (I7,...,T"), am : ¢ — o7, = F to naturalne rzutowanie.)

n) |[f(T)|| < ||fllswp dla f € By(o). (Nie orzekamy o rownosci dla f € C(0).)

By dla n > 1 uzyska¢ warunek n) w niezmienionej postaci i ,Dodatek” do twierdze-
nia, nalezy za o przyja¢ zbior mniejszy niz [[, o, —ale to juz pomijam. B

§ 10. Wlasnosci spektralne operatoré6w normalnych, c.d.

W tym pragrafie podamy brakujacy wciaz dowod stwierdzenia 1 z §9.2 (i uzupelnia-
jacego stwierdzenia 1* z §9.3). W tym celu musimy wreszcie zaja¢ sie wlasnosciami
spektrum o7 danego operatora T'.

1 Wtlasnosci pelnej grupy liniowej; podstawowe twierdzenie o spektrum

Uwaga 1. Niech V' # {0} bedzie przestrzenia Banacha. Wowczas:

a) Jesli S € L(V) iszereg >~ S™ jest zbiezny w (L(V), || ||) do operatora T', to
I—SeGLV)i(—S8)"=T. Istotnie, (I — S)SF_ §" = I — S¥1 5 I skad
(I — S)T =1 ipodobnie T(I —S5)=1.

b) Szereg ), 5" jest zbiezny, gdy |[S]| <1 (bo [[S™]| < [|S]" 1 32, [[S]|" < o0).



61 H. Toruriczyk, Wyktad z AF T*, jesieri 2020

¢) Gdy Sp € GL(V) i ||S — Sol| < 1/]1S51]], to S € GL(V). Wynika to z a) i b),
bo S = (I —(Sy—5)S;") S, gdzie Sy € GL(V) 1 [|(So —S)S; || < 1. Uzyskujemy
tez rownosé St = S5 S ((So — 9)Sy )"

d) GL(V) jest zbiorem otwartym w przestrzeni (L(V), || ||). (Wynika to z ¢).) O

Whniosek 1. i) Dia || > ||T|| zachodzi A & o i (T—N)™' = —31— 5T — T2 — ...
i) Gdy \o € or , to dla \ dostatecznie bliskich Ao zachodzi X € o i (T — M)~ =
S A= 20)(T = XoI) ™™ L. (Przypommigmy, ze op == {p € F: T —ul & GL(V)}.)

Dowdd. i) wynika z czesci a) i b) uwagi, bo T'— A = —\(I — 1T) i |3T|| < 1, za$ ii)
— 7z czesel ¢) 1 podanego tam wzoru, przy So =T — X\l 1S =T — A. O

Definicja. Liczba r(T') := sup{|A| : A € or} nazywana jest promieniem spektral-
nym operatora 7'

Twierdzenie 1 (podstawowe o spektrum). Gdy V' # {0} jest zespolong przestrzeniq
Banacha i T € L(V), to:

a) Spektrum or jest niepustym, zwartym podzbiorem ptaszczyzny C.

b) Zachodzi limy||T*||'* < v(T) < ||T||. (Tulimy oznacza granice gérng limy sup.)

Dowod. Z wniosku 1 wynika, ze or jest domknietym podzbiorem dysku {A : || <
|T||}. Stad r(T) < ||T|| i pozostaje dowiesé, ze 1) o # 0 i 2) limy||T*||V/* < r(T).

W tym celu niech Ry := (T'— M)t dla A € C\ or. Przy ¢ € L(V)*, funkcja
C\ or 2 A — ¢(R)) jest analityczna, bo w otoczeniu kazdego \g & or rozwija sie w
szereg potegowy. (Patrz wniosek 1ii); wspotezynnikami s liczby o((T — A\oZ) ™" 1).)

Ad 1). Zauwazmy, ze limy_ ¢(R)) = 0: gdy bowiem |[A| > 2||T||, to XA & op i
|RAll < 2/|A]. (Wynika to z wniosku 1i), bo > 2 ||T"||/|\" < 2 gdy |A] > 2||T||.)
Jesliby wiec o = (), to na podstawie twierdzenia Liouville’a funkcja ta bylaby stale
rowna 0. Wobec twierdzenia Hahna—Banacha i dowolnosci p € L£(V)*, funkcja A — R),
tez bytaby zerowa. Jest to niemozliwe, bo kazdy operator R) jest odwracalny.

Ad 2). W pierscieniu {A : |A\| > 7(T)} € C\ op mozemy holomorficzna funkcje
h()\) == ¢(R)) rozwina¢ w szereg Laurenta >, ., cxA". Gdy r > r(T), to funkcja
R )2/ =r} WyZnacza wszystkie wspolezynniki ¢ 1 |ep| < v~ sup{|h(N)| : |\ =7} Ze
wzgledu na wniosek 1i) wynika stad, ze:

C = —p(TY) i [T < rHM, dia k> 1,
gdzie stata M, := sup{||R,|| : |[A\| = r} zalezy od r, lecz nie od k czy .

Korzystajac z twierdzenia Hahna-Banacha, dla kazdego k obierzmy teraz ¢ = ¢y
tak, by o(T%) = |T*|| i |l¢| = 1. Uzyskamy [[T%|| < #**'M,, skad Timy|| 7%/ <
limy, (r¥+ M) Y* = r. To koniczy dowod, wobec dowolnosci liczby r > (7). O

Przypomng dowod: skoro h(z) = 3, ¢y caz™, to h(2)/2M = qpz™t + 30 L cnrnp12™; a ze =y 2"dz =0 dla
n # —1, to wynika stad, ze f‘z‘zr(h(z)/zk“‘l)dz = 2mricy, i dalej tatwo |cx| < r~Fsup,_, |h(2)]. (Tu, k € Z.)
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Uwaga 2. * W tezie b) mozna pierwsza nieréwnosé zastapi¢ rownoscia, zas granice
gorng lim — granica. (Nie skorzystamy z tego. Patrz zadanie uzupetiajace nizej.)

Twierdzenie 2. Przy V i T jak w twierdzeniu 1, funkcja wyznaczona przez wielomian
p € Clx], przeprowadza spektrum or operatora T na spektrum Op(T) operatora p(T).

Dowod. Niech A € C. Roztozmy p — A na czynniki liniowe z — u; (i = 1,...,n);
otrzymamy p(T) — A\ = V1.7, dla T; := T — p;I. Operatory T; sa parami
przemienne, wiec ich iloczyn jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy odwracalny jest
kazdy z nich. (Jest tak w kazdym monoidzie - dlaczego?) Stad A € o,y < (1 € o7
dla pewnego 7). A ze p~'({\}) = {mi}iy, to A € oy < A € plor). O
Zadanie 1. Niech V' i W beda przestrzeniami Banacha. Dowies¢, ze:
a) Gdy S, T € L(V,W), T jest izomorfizmem i ||[S—T|| < 1/[|TY|, to i S nim jest.
b) Operacja GL(V) 3> T — T~ € GL(V) jest ciagla.
Zadanie uzupetiajace 1. Zauwazy¢, ze gdy |A"| > [|[T"||, to A" & o« i przez to A & or;
patrz stwierdzenie 1. Wywnioskowaé, ze 7(T) < inf,, ||T7(|*/™ i potwierdzi¢ uwage 2.

2 Dowdd brakujacych stwierdzen z §9.2 i §9.3
Ponownie ograniczymy sie teraz do operatoréw na przestrzeni Hilberta H # {0}.

Stwierdzenie 1. Niech operator T € L(H) bedzie normalny. Wowczas:
a) |T'x|| = |Tz| dla v € H i ker(T — X)) = ker(T" — XI) dla X\ € F.
bJIITIZ = 1|77
c) Jesli inf{||Tz| : ||z|]| =1} >0, to T € GL(H).

Dowdéd. Ad a). Dla 2 € H zachodzi ||Tx||? = (Tx,Tx) = (T"Tx,x) i podobnie
|T"x||? = (TT"x, ). Skoro wiec T"T = TT", to | T"z|| = ||Tx||, co stosuje sie i do
operatora T'— M. (Patrz zad. 1 w §9.1.) To dowodzi a), bo (T'— A\I)" = T" — \I.

Ad b). Dla & € By zachodzi |Tz||? = (T"Tz,x) < [|[T"(Tz)| = ||T(Tz)|]. (Na
konicu korzystamy z a).) Stad wynika, ze |T||*> < ||T?|| — co konczy dowdd b), bo
zawsze ||T?| < ||T?.

Ad ¢). Gdy zalozenie w c) jest spetnione, to T jest zanurzeniem izomorficznym,
patrz §2.1. Podprzestrzen im(7") jest wiec domknieta (bo jest zupetna), ker(7') = {0} i
im(T) = ker(T")* = ker(T)*+ = {0}+ = H. (Korzystamy z zadania 2a) w §7.21a).) O

Stwierdzenie 2. Gdy operator T € L(H) jest samosprzezony, to or C R.

Dowod. Niech A € op. Wobec stwierdzenia 1c) i normalnosci operatora T'— A, istnieje
taki ciag wektorow v, € H, ze Tv, — A, — 0 1 ||lv,|| = 1. Zachodzi wiec |(Tv, —
A, 0| < [T — Avg|| - [|on]] — 0, skad (Tv,, v,) — A — 0. Zatem A € R, bo liczby
(T'vy,, vy) sa rzeczywiste (rowne swemu sprzezeniu), wobec samosprzezonosci T'. [
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Whiosek 1. a) Gdy F = C i operator T' € L(H) jest normalny, to r(T) = ||T||, jak
tez ||p(T)|| = sup{|p(A)| : A € or} dla wielomianow p € Clzx].
b)*. Tak samo jest, gdy F =R i T =T" (2 Clz] zastgpionym przez R[z]).

Dowod. Ad a) Ze stwierdzenia 1b) wynika, ze ||T%||"/* = ||T'|| dla k bedacych potega
dwojki, wobec czego ||T|| = r(T') = sup{|A| : A € or} na podstawie twierdzenia 1 w
p.1. Pozostala rownosé uzyskujemy zastepujac tu 1" przez p(T') i uwzgledniajac to, ze
opr) = p(or); patrz twierdzenie 2 w p.1.

Ad b)* Rozpatrzmy operatory T=T&Ti ;(\T/) = p(T) @ p(T), dziatajace na
kompleksyfikacji H przestrzem H,; pat1z z zadanie 5 w §8.2. Z zadania tego wynika, ze:

i) [p(D) = Ip(T)]| = llp(D)] (bo p(T) = p(T) gdy p € Rlxl).

ii) Dla A € R operator T — Al 5 jest samosprzezony i A € o5 < A € op. (Korzy-
stamy tu tez z czesei ¢) stwierdzenia 1.)
Wobec a), ||p(T)]| = ||pllsup. (Supremum jest brane na zbiorze o7 = or). Lacznie z i),
daje to teze b).

Konczy to dowod czesci A) obu twierdzen spektralnych, bo brakujace stwierdzenie

1 z §9.2 wynika z wniosku 1 i stwierdzenia 2.

W ponizszym materiale uzupeliajacym udowodnimy stwierdzenie 1* z §9.3, co
zakonczy dowod czesci B) obu twierdzen, a tez twierdzenia z §9.3. Wykorzystamy
wlasnosci rzutéw ortogonalnych i dowiedziong juz czesé A) twierdzenia o istnieniu
rachunku funkcyjnego. Ponizej, o wszystkich rzutach zaktadamy, ze sa ortogonalne.

Zadanie 1. a) Niech rzuty P, ..., P, # 0 beda takie, ze P,P; = 0 gdy i # j. Wowczas
dla kombinacji T' = d P, + ... + d; P, zachodzi

|7 = max|d;|, {di,....di}\ {0} Cop orazT" = djP;dlak € N.
J
J

b) Dla kazdej skonczonej, przemiennej rodziny P rzutow istnieja takie rzuty Py, ..., P,
ze PPj=0dlai#j i P Clin{P,..., P}.

Lemat 1. * Niech Ty, ...,T,, € lin(P), gdzie P jest skoriczong, przemienng rodzing
rzutow. Wowczas teza stwierdzenia 1* z §9.3 jest prawdziwa, tzn.

lp(Th, ..., T5) || < sup{|p(t)| : t € [[,or,} dlap e Flxy,...,z,).
Dowdd. O rodzinie P = {Pj}é.zl zalozymy, ze P;P; =01 P; # 0 dla ¢ # j —co mozna,
na podstawie zadania 1b). Gdy wigc (d;;) jest taka macierza, ze T; = > d;; Py dla 1 <

©<n, tOp(Tl, oy Iy ) - Z(kl, k) Chiekn Z (Hz ZJ) Z (Z (k1yeosin) CRiekin Hz m>
= > p(dij, daj, .. dyj) Pj. St@d 1 z zadama la) Wymka teza =

* Dowod stwierdzenia 1* 7z §9.3. Dla ¢ = 1,...,n i ¢ > 0 obierzmy taka borelowska
funkcje prosta ff = D e e cala, ze || ff —idy, |lsup < € 1im(ff) C or,. Przy Sf =
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f£(T;) zachodzi wowcezas [|SF —T;|| < e. (Korzystamy z warunku n) w §9.1.) Ponadto,
rodzina rzutow P = {14(7;) : i = 1,...,n, A € A5} jest przemienna na podstawie
,dodatku” z §9.1. Wobec lematu 1, dla p € Flzy, ..., x| zachodzi ||p(S§,...,S5)| <
sup{|p(t)| : t € [[,o05:}. A ze p(T1,...,T},) = im0 p(ST, ..., S;) 1 oge Cim(f;) C
or. (gra role zadanie 6a) w §9.2), to wynika stad teza. [J

§ 11. Operatory zwarte i Fredholma

1 Operatory zwarte (podstawowe wlasnosci i przyktady)

Operator liniowy K : V — W gdzie V i W sa przestrzeniami Banacha, nazywamy:
a) zwartym, jesli przeprowadza kazdy ciag ograniczony na ciag, majacy punkt
skupienia;
b) skoriczenie—-wymiarowym, jesli jest ograniczony i dim K (V') < oo.

Uwaga 1. a) Operator K jest wiec zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy przeprowadza

kule jednostkowsa przestrzeni V' w zbior prezwarty (tzn. majacy zwarte domkniecie).
b) Stad operator zwarty jest ograniczony (bo zbiory zwarte sa takie), a operator

skoriczenie-wymiarowy jest zwarty (patrz twierdzenie 1c) w §3.1).

Uwaga 2. a) Niech K = K K5, gdzie operatory K; sa ciagte. Jesli ktorys z operato-
row K1, Ky jest zwarty (odp. skoriczenie — wymiarowy), to K tez.

b) Kombinacja liniowa dwoch operatorow zwartych jest operatorem zwartym.

c¢) Obciecie operatora zwartego jest operatorem zwartym.

d) Gdy dim V' = oo, to zadne zanurzenie V' w V nie jest operatorem zwartym.

Zadanie 1. Uzasadni¢ powyzsze tezy. (Wskazowka do b): gdy zbiory A, B C W sa
zwarte, to A 4+ B tez jest; wskazowka do d): twierdzenie 2 w §3.2.)

Operatory zwarte tworzg wiec w L(V, W) podprzestrzen liniowa, a gdy V = W, to
tworza tez dwustronny ideal. Z uwagi 1 wynika tez:

Wniosek 1. Niech operator K € L(V') bedzie zwarty. Wowczas:
a) Jesli dimV = oo, to 0 € op.
b) Dla A # 0, podprzestrzen V) := ker(K — \I) jest skoriczonego wymiaru.

Dowod. Ad a). Na podstawie uwagi 2d), operator K nie jest izomorfizmem.
Ad b) Operator K jest na V) jednoktadnoscia o skali A # 0. A ze jest on zwarty,
to dim(V)) < oo, patrz uwaga 2c¢),d).

Przypomnijmy, ze podzbior X zupelnej przestrzeni metrycznej (Y, d) wtedy i tylko
wtedy jest prezwarty, gdy jest calkowicie ograniczony, tzn. dla kazdej liczby € > 0
istnieje zbior skonczony F. C Y taki, ze disty(x, F.) < € dla kazdego punktu z € X.
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Stwierdzenie 1. Gdy V i W sq przestrzeniami Banacha V', to zbior operatorow
zwartych jest domkniety w przestrzeni L(V, W), rozpatrywanej z normaq operatorowg.

Dowod. Istotnie, gdy || K, — T|| — 0 i operatory K, sa zwarte, to dla zadanej liczby
e > 0 mozna obra¢ n € N i zbior skonczony F' C V tak, by ||K, —T| < ¢i

dist(K,z,F) < ¢ dla x € By. Wtedy dist(Tx, F) < 2¢ dla x € By, co wobec
dowolnosci € > 0 dowodzi prezwartosci zbioru T'(By ). [

Uwaga 3. Identycznos¢ na przestrzeni Hilberta /5 jest granica punktows ciggu rzu-
towan x — (21, ..., 2,,0,0,...). Wraz z uwagami 1b) i 2d) pokazuje to, ze nie mozna
wyzej zbieznosci w normie zastapi¢ punktows.

Przyktad 1. Na f5(I") rozpatrzmy operator M, mnozenia przez uklad A = (\,), €
loo(T), dany wzorem Mpz = (A\yz4) dla z = (z) € lo(T).

a) Jesli A, = 0 dla p.w. ~, to operator M) jest skonczenie wymiarowy (i odwrotnie).

b) Jesli A € ¢o(I"), to operator My jest zwarty na podstawie wniosku 2. Istotnie,
przy A5 = Ay gdy |\, > €1 A5 = 0 dla pozostalych «, operator S mnozenia przez
(A5), jest skoriczenie-wymiarowy i spetnia warunek My — S°[| < e.

c) Gdy zas$ (\,) € co(I'), to operator M nie jest zwarty. Istotnie, istnieje wtedy
nieskoniczony zbior {v,}°2, C I taki, ze ¢ := inf, [\, | > 0. Z ciagu (Mje.,, ) nie
mozna wybraé¢ podciagu zbieznego, bo |[Mae,, — Mye.,|| > cv/2 dla k # 1.

d) {e,}~er jest baza ortonormalng przestrzeni fo(I"), ztozona z wektoréw wiasnych
operatora My ; przy tym {e, : Ay = A} jest baza ortonormalng przestrzeni V) :=
ker(My — A1), dla X € {\,} er. W szezegolnosei, Vi LV, gdy A # p. B

Przyklad 2. Przypomnijmy, patrz zad. 3 w §8.2, ze liczba ||T|[ns :== />, [[Tu,[]* €

0, 00] zalezy tylko od operatora T € L(H), a nie od bazy ortonormalnej (u,) prze-
strzeni H; przy tym, ||T||gs > ||T]|. Gdy T jest operatorem Hilberta—Schmidta,
tzn. gdy |T|ms < oo, to pray T := 3 p (7, u,)Tu, 1 I': oznaczajacym odpowiedni
zbior skoniczony, zachodzi || T —T.|| < [T =Tz ||gs = (3 or. | Tu,||*)/? < e. Na pod-
stawie wniosku 2, operator T jest wiec zwarty. (Operatorami Hilberta-Schmidta sa
m.in. operatory catkowe na Lo(u), dane wzorem (T'f)(s) := [ k(s,t)f(t)du(t), gdzie
k € Lo(p); patrz zad. 4 w §8.2.)

Zadanie 2. Niech X bedzie jedna z przestrzeni ¢ lub ¢y lub £, gdzie p € [1, 00).

a) Dowiesé, ze dla kazdego skoriczonego zbioru F' C X i liczby € > 0 istnieje taki
rzut liniowy P : X — X, ze przestrzen P(X) jest skonczonego wymiaru, [|[Pr—zx|| < e
dlax e F,i||P| <1.

b) Wywnioskowaé, ze gdy operator K : X — X jest zwarty, to ||K — K,|| — 0 dla
pewnego ciagu (K,) operatorow skoriczenie-wymiarowych.

Uwaga 4. Przez 35 lat otwarte byto wazne pytanie, stawiane w roznych wersjach przez
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S. Mazura i A. Grothendiecka, czy wyzej teza b) jest prawdziwa dla kazdej przestrzeni
Banacha X. Okazato sie, co udowodnit Per Enflo w 1970r., Ze nie jest. Tomasz
Szankowski uproscit przyktad Enflo dowodzac, ze jest ona fatszywa dla X = L(¢5).

2 Teoria F. Riesza - Schaudera operatoréw zwartych, 1

Twierdzenie 1 (J. Schaudera). Operator K € L(V, W) miedzy przestrzeniami Bana-
cha jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy zwarty jest operator K* € L(W* V™).

Dowod (S. Kakutaniego). Ad =. Niech operator K bedzie zwarty i niech ,, € By« dla
n € N; mamy dowies¢, ze z ciagu K*1,, mozna wybrac¢ podciag zbiezny. W tym celu
zauwazmy, ze zbior X := cly (K (By)) jest zwarty, za$ funkcje v, spelniaja warunek
Lipschitza ze stala 1. Na podstawie twierdzenia Arzeli i Ascoliego, dla pewnych n; <
ne < ... clag W"il )72y jest zbiezny jednostajnie, wiec spelnia warunek Cauchy’ego
w metryce "sup”. A ze K(By) C X to wynika stad, ze warunek ten spetnia tez (w
normie przestrzeni V*) ciag funkcjonalow (v, o K)2,. To konczy dowdd rozwazanej
implikacji, bo przestrzen V* jest zupetna i ¢, o K = K*1,,.

Ad <. Niech teraz operator K* bedzie zwarty. Na podstawie tego, co wyzej, zwarty
jest tez operator K** : V** — W** . Ale Vi W mozemy traktowac jako podprzestrzenie
przestrzeni V** 1 W** odpowiednio, przy czym K = K f;. Tym samym operator K
tez jest zwarty. (Skorzystano ze stwierdzenia 3 w §8.1 i uwagi 2¢) w p.1.) O

Twierdzenie 2. Gdy V jest przestrzeniq Banacha, a K € L(V') operatorem zwartym,
toT .= K — I przeprowadza domkniete podprzestrzenie liniowe na domkniete.

Dowo6d. Niech wpierw podprzestrzeri domknieta W bedzie taka, ze W N ker(T) =
{0}. Pokazemy, ze wowczas Tjyy jest zanurzeniem izomorficznym. Tym samym, prze-
strzenn T'(W) okaze si¢ zupela (por. stwierdzenie 2 w §3.1), a przez to domknigta w V.

Dazac do sprzecznosci przypusémy, ze Ty nie jest zanurzeniem; wtedy istnieje
taki ciag wektorow w, € W, o normie 1, ze Tw, — 0. (Patrz uwaga 2 w §2.1.)
Wobec zwartoéci K mozemy przejs¢ do odpowiedniego podciagu, uzyskujac bez straty
ogoblnosci, ze Kw, — w dla pewnego w € W. Z Kw, —w, — 01 Kw, — w wynika,
ze w, — w, i dalej |[w]| =11 Kw —w = 0 —wbrew temu, ze W Nker(K — I) = {0}.

Gdy zas przestrzenn X := W Nker(T) nie jest rowna {0}, to jednak na podstawie
wniosku 1b) w p.1 jest ona skoriczonego wymiaru, wiec X & W/ = W dla pewnej
domknietej podprzestrzeni W’ < W. (Patrz zadanie 2 w §3.2.) A ze T(W) =T (W)
(bo W =W'+X1X Cker(T))i W Nnker(T) = {0}, to pozostaje zastapi¢ W przez
W' i skorzystaé¢ z poprzednio rozpatrzonego przypadku. [

Twierdzenie 3 (F. Riesza). Zbior wartosci wtasnych operatora zwartego K € L(V)
jest skoriczony lub jest ciggiem zbieznym do zera. (C.d. jest w p.4.)
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Dowdd. Jedli nie, to istniatyby parami rozne skalary A; i wektory v; # 0 takie, ze Kv; =
Aiv; dla i € Ni ¢ :=inf; |\;| > 0. Dowiedziemy, zZe jest to sprzeczne ze zwartoscig K.

Z GALu wiemy, ze dla n € N uktad (v;)!_; jest liniowo niezalezny, wiec przy
V, = lin{vy, ...,v,} zachodzi V,,_; € V,. Skalujac v, odpowiednio uzyskamy w
Vi / Vi1 townosé ||[vp]n|ln = 1. (Reprezentujemy V;,/V,,_1 jako zbior warstw [v], =
v+ Vo1 (v eV,), znorma ||[v],||, = inf{||lw] : w € [v],}.)

Dla n € N wybierzmy w, € [v,], tak, by [|w,|| < 2||[va]nlln = 2; wtedy [Kw,), =
[Kvp)n, bo K(V,—1) C V,—1. Gdy i < n, to Kw; € V; C V,,_1 1 dalej:

[ Kw,—Kwi|| = dist(Kwy, Vi-1) = [[[Kwalnlln = [[[Kvalnlln = [Aal[[[oalnlln = ¢1
Z ciagu (Kwy,), nie mozna wiec wybra¢ podciagu zbieznego, cho¢ sup,, ||w,|| < 2. O

3 Operatory Fredholma

Uwaga 1 (i definicja). Za wymiar dim(V') przestrzeni liniowej V' przyjmiemy tu
liczebnosé n = 0, 1, ..., 00 bazy algebraicznej tej przestrzeni. Gdy V' jest przestrzenia
unormowana, to dim(V) = dim(V*) (co nie ma miejsca przy subtelniejszym pojmo-
waniu wymiaru. )

Definicja. a) Przez kowymiar podprzestrzeni liniowej X przestrzeni V' rozumiemy
wymiar (dowolnego) dopelnienia algebraicznego podprzestrzeni X do V', tzn.
codim(X) := dim(V’), gdzie V' & X = V.
Z GALu wiadomo, ze definicja ta jest poprawna i codim(X) = dim(V/X).
b) Dla przeksztatcenia liniowego T': V' — W piszemy:
a(T) = dim(ker(7)), pB(T) := codim(im(T)).
c) T :V — W nazwiemy operatorem Fredholma, jesli V' i W sg przestrzeniami
Banacha, '€ L(V,W) i a(T) # oo # 5(T). Przyjmujemy
ind(7T) := «(T) — B(T), indeks operatora Fredholma T

Przyktad 1. Niech L(z) := (x9,23,...) 1 R(z) := (0,21, 29,...) dla x = (x,), € (.
Wowezas ind(L*) = k i ind(R*) = —k dla k > 0.

Uwaga 2. Gdy przestrzenie V i W sa skonczonego wymiaru, to kazdy operator
T e L(V,W) jest Fredholma i ind(T") = dim(V') — dim(W). (Dlaczego?).

Uwaga 3. Obraz operatora Fredholma T : V' — W jest domkniety w . Nie jest to
oczywiste, lecz wynika z zadania 1 w §5.3.1. (Gra role tylko skonczonosé 5(7).)

Twierdzenie 1. a) Gdy V i W sq przestrzeniami Banacha, operator T € L(V, W)
ma domkniety obraz i a(T) < oo, to a(T*) = B(T) i B(T*) = a(T).

b) Zbior operatorow Fredholma o zadanym indeksie jest otwarty w L(V, W).

c) Gdy dwa z operatoréw S :U =V, T :V - W ¢ TS :U — W sq operatorami
Fredholma, to trzeci tez jest operatorem Fredholma i ind(TS) = ind(S) + ind(7T).



§11.4 68

Ponizsze kroki prowadza do dowodu twierdzenia.
1. Rownosé a(T*) = B(T) wynika bezposrednio z zadania 1d) w §8.1 i uwagi 1.

2. Dla dowodu dalszych tez z a) i b) przypomnijmy, ze skoro dim(ker(7")) = a(T) <
00, to istnieje domknieta podprzestrzen X C V dla ktorej V' = X @ ker(T'), oraz
ciagly rzut liniowy P przestrzeni V na X wzdtuz ker(7T'). (Patrz uwaga 2 w §5.3E.)

Operator T" wyznacza bijekcje X na Y := im(7") (GAL!), bedaca izomorfizmem
liniowo-topologicznym na podstawie twierdzenia Banacha o izomorfiZzmie. Stad Tjx :
X — W jest zanurzeniem liniowo-topologicznym, wobec czego (T)x)* : W* — X* jest
,na”. (Patrz zadanie 1b) w §8.1.) A ze T = P*o (Tjx)" (bo T = Tix o P), to B(T™) =
B(P*). Jednak z zadania 4 w §8.1 wiemy, ze przestrzen V*/im(P*) jest izomorficzna
z (ker(T))*. Zatem [(T*) = dim((ker(7"))*) = a(T), co koriczy dowod a).

3. Przy oznaczeniach z 2, niech teraz ponadto codim(Y) < oo (tzn. T jest operatorem
Fredholma). Wtedy istnieje rzut liniowy @ : V' — Y, patrz zadanie 1 w §3.2. A ze
QoTjx jest izomorfizmem X na Y (patrz wyzej), to istnieje taka liczba e(T") > 0, ze gdy
T"e LV,W)i||T"=T| < e(T), to ztozenie QoT"|x : X — Y tez jest izomorfizmem.
(Gra role zadanie la) w §10.11 to, ze ||Q o T"\x — Q o Tix|| < || QI T" = T||.)
Zauwazmy, ze rzut () : V — Y i wlozenie J : X — V sa operatorami Fredholma,
jak tez, ze QT'J = QT"X dla kazdego T" € L(V,W). Stad i z nieudowodnionej jeszcze
czesci ¢) twierdzenia wnosimy, ze gdy QT x : X — Y jest izomorfizmem (ogdlnie;:
ma indeks 0) to 7" jest operatorem Fredholma o indeksie —ind(Q) — ind(J). Stad za$
wynika, ze kula {T" : ||T"—T|| < (T} sktada si¢ z operatoréw Fredholma o wspolnym
indeksie. Wraz z dowolnoscia operatora Fredholma 7', prowadzi to tatwo do tezy b).

4. Pozostaje dowies¢ tezy c), co relegowane jest do ponizszego problemu:

Problem 5. i) Niech ciag (T; : V; — Viy1)lZ, przeksztalcen liniowych miedzy prze-
strzeniami wektorowymi bedzie doktadny, tzn. niech im(7;) = ker(7T;,1) dla i =
0,...,n — 1. Dowies¢, ze jesli Vj = V,, = {0} oraz dimV; < co dlai =1,....,n — 1, to
S (=1 dim(V;) = 0.

ii) Niech ciag {0} = Vi — Vo = V5 — W) — Wy — W3 — {0} bedzie doktadny.
Dowiesé, ze jesli dim V; + dim W; < oo dla dwoch indeksow @ € {1,2,3}, to jest tak
dla pozostaltego indeksu.

iii) Przeksztalcenia liniowe X Sy Loz wyznaczaja ciagg doktadny:

S I
{0} — ker(S) < ker(T'S) =5 ker(T) — Y/im(S) & Z/im(TS) % Z/im(T) — {0}
Nalezy dowies¢ doktadnosci (i odgadnaé znaczenia uzytych symboli) lub tylko ist-
nienia ciggu dokladnego w oparciu o lemat o wezu.'®

iv) W oparciu o powyzsze, udowodni¢ twierdzenie 1c).

18Po zakonczeniu wyktadéw odstaniam link z takim rozwigzaniem:
https: //math.stackexchange.com/questions/817996 /can-one-prove-this-fact-about-fredholm-operators-like-this?
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4 Teoria F. Riesza - Schaudera operatoréw zwartych, 2

Twierdzenie 1. Gdy operator K € L(V') jest zwarty, to T := I — K jest Fredholma,
0 indeksie 0. (Rownowaznie: wtedy dim(ker(T")) = dim(V/im(7")) < o0).

Dowod. Jak wiemy, a(T") < oo i obraz operatora T jest domkniety, patrz wniosek 1 w
p.1 i twierdzenie 2 w p.2. Z twierdzenia la) w p.3 wynika wiec, ze 5(T) = (7). A
ze T* = Iy~ — K* i operator K* jest zwarty na podstawie twierdzenia Schaudera, to
a(T*) < co. Tym samym S(T") < oo.

By zakoriczy¢ dowod zauwazmy, ze funkcja [0,1] 3 s — I — sK € L(V) przyjmuje
wartosci w zbiorze F operatorow Fredholma (na podstawie powyzszego, bo kazdy
operator sK jest zwarty) i jest ciagta, gdy L(V') rozpatrywaé z norma operatorowa. Ze
spojnosci odcinka wynika wiec, ze wartosci te leza tylko w jednym z parami roztacznych
zbiorow otwartych {L € F :ind(L) = n}, n € Z. (Otwartos¢ wynika z twierdzenia
1b) w p.3.) Zatem ind(I —1- K)=ind(/ —0- K) =0. O

Whniosek 1 (c.d. twierdzenia F. Riesza z p.2). Jedynymi niezerowymi wartoSciami
spektralnymi operatora zwartego K € L(V') sq jego wartosci wtasne.

Dowdd. Niech A € F\ {0} i T := I — (1/N)K. Jesli a(T) = 0, to S(T) = 0 na
podstawie twierdzenia 1, wiec T' : V' — V jest bijekcja. Zatem w tym przypadku
T € GL(V) (z twierdzenia Banacha o izomorfizmie), tzn. A € ox. Gdy wiec A € o,
to a(T) # 0 — czyli A jest wartosciag wtasna dla K. [

Uwaga 1. * Rozumowanie to, wraz z wnioskiem 1b) w p.1 prowadzi do alternatywy
Fredholma: gdy K € L(V) jest operatorem zwartym i A € F \ {0}, to:

albo a): dla pewnego n > 1 kazde z rownan Kv = Av i K*¢ = A\p ma n liniowo nie-
zaleznych rozwiazan v i ¢, odpowiednio, a dla w € W réwnanie Kv — Av = w ma roz-
wigzanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy p(w) = 0 dla kazdego ¢ € V* takiego, ze K*p = Ap,

albo b): dla kazdego wektora w € V rownanie Kv — Av = w ma jedyne rozwigza-
nie v, w sposob ciagty zalezace od w.

Ponadto, zbior tych A € F \ {0}, dla ktorych zachodzi a), mozna ustawi¢ w ciag
zbiezny do 0 lub skoniczony.

5 Zwarte operatory samosprzezone/normalne na przestrzeni Hilberta

Ponownie, rozpatrujemy operatory na przestrzeni Hilberta H # {0}.

Twierdzenie 1 (o diagonalizacji zwartych operatoréw samosprzezonych /normalnych).
A) Niech operator K € L(H) bedzie zwarty i samosprzezony. Wowczas istnieje
baza ortonormalna przestrzeni H, ztozona z jeqgo wektorow wtasnych.
B) Tak samo jest, gdy samosprzezono$é zastqpié normalnoscig i F = C.
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Dowdd. Na podstawie twierdzenia Riesza z p.2 i jego c.d. z p.4, spektrum kazdego
operatora zwartego jest zbiorem przeliczalnym. Gdy wiec operator ten jest tez samo-
sprzezony, to z wniosku 1 w §9.2 wnosimy, ze jest on unitarnie podobny do pewnego
operatora mnozenia na (pewnej) przestrzeni f5(I'). Stad i z przyktadu 1 w p.1 oraz
zadania 4b) w §9.2 wynika teza A). By uzyska¢ B), nalezy dla operatoréw normalnych
dowie$¢ odpowiednika wniosku 1 w §9.2. Nie zrobimy tu tego; patrz jednak Dodatek
do §11, zawierajacy samodzielny dowodd twierdzenia silniejszego od twierdzenia 1. H

Uwaga 1. Zalozenia w A) sa istotne: operatory K € L({y) i T € L(L5(]0,1])),
zdefiniowane wzorami K (x) = (0,21,29/2,23/3,... ) 1 (T'f)(t) = tf(t), nie maja
wektorow wtasnych; przy tym K jest zwarty, a T samosprzezony. Podobnie, w B)
istotne jest zalozenie, ze F = C. (Rozwazy¢ obrot plaszczyzny R2.)

Uwaga 2 (wazne podsumowanie). Niech dla operatora T' € L(H) istnieje baza orto-
normalna (v )~er, ztozona z jego wektoréw wlasnych: Tv, = A v,. Podsumujmy weze-
$niejsze ustalenia (patrz w p.1 przyktad 1, zag w §9.1 przyktad 1 i zadania 4c) i 7g)):

a) Baza (vy)yer wyznacza wzorem Uz = ((z,v5))yer izometrie U : H — {5(I).
Przy My oznaczajacym operator mnozenia przez ukltad A = (\,), spelniony jest wa-
runek M U = UT. Ponadto:
* Tx =73 Az, vy)vy , jak tez f(T)x =3 f(A)(z,v,)v, dla f € By(or).
* |T|| = [[M4]] = sup,, [A\,| i or =on, =cl{\, iy €T}

b) Operator My jest normalny, wiec T tez; zas samosprzezonosé /unitarnosé /zwartosé
T jest rownowazna temu, by operator M, mial te wtasnosé. Operator T' jest wiec sa-
mosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy A, € R Vv, unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy
|Ay| =1 Vv, a zwarty wtedy 1 tylko wtedy, gdy (A,) € co(I).

c) Ponadto, dla kazdego skalara A, zbior {v, : v € I'1 A, = A} jest baza ortonor-
malng podprzestrzeni Hy := ker(T'— AI) i (stad) HyLH, gdy X # p.

d) Gdy operator T' # 0 jest zwarty, to wybierajac z {v, } er tylko wektory odpowia-
dajace wartosciom A, # 0 wnosimy z a) ib), ze Tz = > A\, (x, v,) vy, gdzie uktad (vy,)
jest ortonormalny, a cigg (A,) zbiezny do 0 lub skoriczony; zarazem {\,}, = o7 \ {0}.

Konsekwencja twierdzenia 1 i istnienia rozktadu biegunowego z zadania 8 w §9.1 jest:

Twierdzenie 2 (Rozklad Schmidta zwartego operatora na przestrzeni Hilberta). Gdy
K jest zwartym operatorem na przestrzeni Hilberta H # {0}, to istniejg takie prze-
liczalne uktady ortonormalne (vy)ner @ (Wy)ner, oraz liczby dodatnie ¢, (n € '), Ze
Krx=> cy(x,v)w, dlax € H. Przy tym, || K| = max, ¢, i ¢, = 0 gdy #I' = 0.

Dowod. Poniewaz operator K"K jest nieujemny i zwarty, to K"Kz = Y o0 Az, vp)up
dla x € H, gdzie uktady {v,}, 1 {\}n C (0,00) sa jak opisano w uwadze 2d). Z
zadania 8 w §9.1 i uwagi 2a) wynika, ze wzor Sz = > /A (x,v,)v, poprawnie
okresla taki samosprzezony operator S, ze dla pewnej izometrii liniowej U : S(H) —
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K(H) ma miejsce rownos¢ K = US. Przyjmijmy w, := Uv, (co wolno, bo v, =
\/%Svn € S(H)). Poniewaz Sz = > A (z,v,)v, , to dla K = US zachodzi
Kz = ) VAu(x,v)w,. Ponadto, | K| = [|S]| = max, VA, 1 uktad (w,), jest

ortonormalny, bo U zachowuje dtugosé i ortogonalnosé¢ wektorow z S(H). U

Uwaga 2. Gdy dim(H) < oo, to wyniki tego punktu maja wazne interpretacje
dotyczace zespolonych macierzy kwadratowych. (Jakie? - jest to zadanie.)

6* Operatory Fredholma jako ,odwracalne modulo zwarte” (zadania uz.)

Zadanie uzupemiajace 1. Dla operatora 7' € L(V, W) rownowazne sa warunki:

a) T jest operatorem Fredholma;

b) dla pewnego S € L(W, V'), operatory ST — I i T'S — I sa skoniczenie-wymiarowe;

¢) dla pewnego S € L(W, V), operatory ST — I 1 T'S — I sa zwarte.
Wskazowka: Ad a)=b). Przy P,Q, X,Y jak w dowodzie twierdzenia 1 z p.3, przyjac¢
za S operator (T|X)_1 o (), traktowany jako operator w V' (a nie w X). Zauwazy¢, ze
ST —11TS — I sarzutami na ker(P) i ker(Q), odpowiednio.

Ad ¢)=a). Gdy S € L(W,V) jest jak w ¢), to T'S = I + K dla pewnego zwar-
tego operatora K, wiec obraz operatora T'S jest skoniczonego kowymiaru w W. A ze
im(7) D im(7T'S), to i im(7T") ma skoriczony kowymiar. Podobnie, dim(ker(7")) < oo.

Zadanie uzupeiajace 2. Jesli T : V' — W jest operatorem Fredholma, a K : V — W
operatorem zwartym, to 7"+ K jest operatorem Fredholma i ind(7 + K') = ind(T").
(Wskazowka: poprzednie zadanie i dowod twierdzenia 1 w p.4.)

7.* Dodatek do §11: bezpos$redni dowéd wzmocnienia twierdzenia 1 z p.5

Definicja. Wektor v € V' jest wektorem wtasnym dla rodziny operatorow K C L(V),
jesli jest wektorem wlasnym kazdego operatora K € K.

Twierdzenie 1 (o wspolnej diagonalizacji zwartych operatorow samosprzezonych /normalnyc
A) Niech K bedzie przemienng rodzing zwartych operatorow samosprzezonych na
przestrzeni Hilberta H # {0}. Wowczas istnieje baza ortonormalna przestrzeni H,
tozona z wektorow wtasnych dla K.
B) Tak samo jest, gdy F = C i zatozenie samosprzezonosci zastqpi¢ normalnosciq.

Dowod twierdzenia oparty jest na trzech lematach i staje sie przejrzystszy, gdy
operatory sg samosprzezone. (Przy pierwszym czytaniu warto to zatozy¢.)

Lemat 1. Niech operatory S,T € L(H) bedg normalne i przemienne. Wowczas:

a) Obciecie Ty, € L(Hy) operatora T do podprzestrzeni Hy takiej, ze T(Hy) C Hy
i T"(Hy) C Hy, jest operatorem normalnym;

b) Dla Hy :=ker(S — M), gdzie X\ € F, zachodzi T(Hy) C Hy i T"(Hy) C H,.
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Dowdd. Ad b). (S — M) (T(Hy)) =T((S— N )(Hy)) = {0}, skad T'(Hy) C Hy. (Gdy
T = T" mozna tu skoticzy¢, bo a) i dalsza czesé b) sa wtedy oczywiste.) A ze zachodzi
tez Hy = ker(S" — \I), patrz stwierdzenie 1a) w §10.2, to mozemy zamieni¢ S z S” i
T z T" uzyskujac T"(Hy) C H,.

Ad a). Wystarczy zauwazy¢, ze dla Ty := Tjy, € L(H,) zachodzi T = T|’}{O (Jest
tak, bo gdy z,y € Hy i z := T"y € Hy, to (Tx,y) = (x,2).) O

Lemat 2 (Szczegolny przypadek tw. Riesza z p.4). Gdy H # {0} i operator K €
L(H) jest zwarty i normalny, to ok \ {0} sktada sie tylko z wartosci wltasnych.

Dowdd. Niech A € ok \ {0}. Jak wiemy ze stwierdzenia 1c) w §10.2, istnieje taki
ciag jednostkowych wektorow x, € H, ze (K — M)z, — 0. Wobec zwartosci K,
mozemy przej$¢ do podciggu i zatozy¢ istnienie y = lim,, Kz,,. Uzyskamy \x,, — y,
skad (K — Ay = lim, (K — M)Az, = 01 ||y|| = limy, [A|||z,|| = |A| # 0 — wiec A jest
wartoscig wtasna. [

Lemat 3. Przy oznaczeniach i zatozeniach twierdzenia, istnieje wektor wtasny dla K.

Dowdd. Niech Ky € K\ {0}. Wobec wniosku 1 w §10.2, istnieje A € og, \ {0}; jest
to wartos¢ wlasna dla K na podstawie lematu 2. Podprzestrzein Hy = ker(Ky — AI)
jest niezmiennicza wzgledem wszystkich operatorow K € K, patrz lemat 1, a rodzina
{Kig, : K € K} C L(Hy) nadal spelnia zalozenia twierdzenia. Jesli znajdziemy
wektor wlasny dla tej rodziny, to bedzie on nim i dla K.

Dowodd sprowadza sie wiec do przypadku, gdy 0 < dim H < oo ~bo dim Hy < o0,
patrz wniosek 1 w p.1. Wtedy jednak mozna zastosowac¢ indukcje wzgledem dim H,
jak nastepuje. Teza jest oczywista, gdy kazdy operator K € K jest jednoktadnoscia
(w tym gdy dim H = 1). Gdy tak nie jest, obierzmy operator Ky € K nie bedacy
jednoktadnoscia. Weze$niejsze rozumowanie pozwala zastapi¢ H przez podprzestrzen
Hy nizszego wymiaru, a do niej stosuje sie zatozenie indukcyjne. [

Dowod twierdzenia. Obierzmy maksymalny ukltad ortonormalny B, ztozony z wekto-
row whasnych dla K; niech tez Hy := B*. Gdy K € K, to K"(B) C FB, na postawie
stwierdzenia la) w §10.2, wiec przestrzen linB jest niezmiennicza dla K i dla K”.
Stad K(Hy) C Hy i K"(Hy) C Hy (jest to zadanie), a operator K|y, € L£(Hy) jest
normalny; patrz lemat la). Rodzina {Ky, : K € K} C L(Hy) nie ma jednak wek-
tora wlasnego — bo inaczej moglibySmy go, po unormowaniu, dotaczy¢ do B, wbrew
maksymalnosci. Zatem Hy = {0} na podstawie lematu 3, wiec B jest szukana baza. [J
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§ 12. Stlabe topologie

1 Preliminaria: wlasnosci topologii wyznaczonej przez rodzine funkcjonaléw liniowych

Niech ® bedzie rodzing funkcji, okreslonych na zbiorze X i przyjmujacych wartosci w
przestrzeni topologicznej Y. W rodzinie tych topologii na X, w ktorych kazda funkcja
p € ® jest ciagla, istnieje topologia najstabsza, ktora oznaczymy T (X, ®).

Dalej zakladamy, ze Y = F € {R, C}, z naturalna topologia. Baza otwartych oto-
czen punktu zp € X w T (X, ®) jest wtedy rodzina zbioréw postaci

N(zo, ®o, ) = m {z € X :|p(z) —p(z0)| <e} (26)

pePg

gdzie ®( przebiega skonczone podzbiory zbioru @, zas € — liczby dodatnie.
Zaktada¢ bedziemy nizej, ze spetnione sa nastepujace warunki:
i) X jest przestrzenia wektorowa, a kazda funkcja ¢ € ®, z X w F, jest liniowa.
ii) Rodzina ® oddziela punkty: gdy x € X \ {0}, to ¢(z) # 0 dla pewnego ¢ € P.

Uwaga 1. Warunki te zapewniaja, ze topologia T (X, ®) spelnia warunek 75 Haus-
dorffa i jest niezmiennicza wzgledem przesunie¢ przestrzeni X. (Nalezy to uzasadnic.)

Twierdzenie 1. Przy tych oznaczeniach i zatozeniach,

a) (X, T(X,®)) jest przestrzenia liniowo—topologiczna, tzn. dziatania

XXX3@pa)—=r+aeX i FxXosMNo)—reX

sq ciggte, gdy na X rozpatrywaé topologic T (X, ®), a na X x X i naF x X odpowia-
dajgce jej topologie produktowe.

b) Przestrzen (X, T (X,®)) jest lokalnie wypukla, tzn. jej topologia ma baze,
ztozong ze zbiorow wypuktych.

c) Jesli ponadto lin® C ®, to (X, T(X,®))" = & (tzn. zbior funkcjonatow linio-
wych na X, ciggltych w topologii T (X, ®), jest wtedy réwny ).

Dowdd. a) Ciagtos¢ dodawania (wektorow) w (Ox,0x) wynika stad, ze N(0, Pg,e) D
N(0,9g,e/2) + N(0,Pg,e/2), i podobnie jest z ciagtoscia w (O, Ox) pozostalej ope-
racji. Cigglo$¢é w innych punktach wynika teraz z przesuwalnosci topologii.

b) Kazdy zbior N (xg, ®g, ) jest wypukly, bo jest czescig wspolng takich zbiorow.

¢) Wobec definicji topologii 7 (X, ®) trzeba tylko udowodnié, ze jesli funkcjonat li-
niowy 9 jest T (X, ®)-ciagly, to nalezy do ®. W tym celu zauwazmy, ze z cia-
glosci ¢ wynika istnienie skonczonego zbioru &, C @, takiego, ze |[¢¥(x)| < 1 dla
z € N(0,Pp,€). Gdy z € [, e, Ker(p), to [¢(nz)] < 1Vn € N —a wiec ¢(x) = 0.
Wraz z iii) i GALowym zadaniem 7 z pierwszej serii zadan daje to ¢ € lin®y C &. [J

Uwaga 2. Dla przestrzeni liniowej X, wyposazonej w lokalnie wypukta topologie
Hausdorffa T, prawdziwe pozostajg (wraz z dowodami):
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a) twierdzenie o oddzielaniu z §1.5: gdy zbiory A, B C X sa wypukte i ktorys z
nich jest domkniety, a drugi zwarty, to sup((Reg)(A)) < inf((Rey)(B)) dla pewnego
funkcjonatu ¢ € (X, T)*,

b) twierdzenie Kreina—Milmana z §1.6.

2 Przypadek & = X*: slaba topologia na przestrzeni unormowanej

Zaktadac¢ odtad bedziemy, ze X jest przestrzenia unormowang.

Topologie T (X, X*) na X nazywamy staba topologia lub w-topologia lub X*-
topologia na X. Jest to najstabsza topologia, w ktorej ciagte sa wszystkie funkcjonaty
w € X*. A 7e sy one ciggle w topologii normowej, to ta jest silniejsza od w—topologii
(i rozna od niej gdy dim X = oo, co nietrudno udowodnic).

Uwaga 1. 0 nie ma na og6t przeliczalnej bazy otoczen w stabej topologii, w zwigzku
z czym topologia ta moze nie byé¢ metryzowalna, a stabe domkniecie niekoniecznie
da sie opisa¢ przez (przeliczalne) ciagi stabo zbiezne. Tym niemniej, ciagi te pozo-
staja uzyteczne. Przypomnijmy, ze ciag x1,xs,... nazywamy zbieznym do xy w
topologii 7, jesli dla kazdego T—otoczenia U punktu xg zachodzi z,, € U dla p.w. n.

Uwaga 2. Rownowazne sg warunki:
a) clag (x,) jest w—zbiezny do xq (tzn. jest zbiezny do xy w topologii T (X, X™*));
b) ¢(x,) — ¢(xy) dla kazdego funkcjonatu ¢ € X*. H

Stwierdzenie 1. Niech z, € X dlan € Z>.

a) Jesli cigg (x,) jest w-zbiezny, to jest ograniczony (tzn. sup,, ||x.| < 00).

b) Jesli sup,, |z,|| < 0o i p(x,) = @(x0) dla wszystkich ¢ z pewnego zbioru E C
X*, liniowo gestego w (X*, || ||), to ciag (x,) jest stabo zbiezny do xy.

Dowoéd. a) wynika z twierdzenia Banacha—Steinhausa, zastosowanego do ciggu funk-
cjonatow X* 3 ¢ — ¢(x,) € F, okreslonych na przestrzeni Banacha X*. Gdy zas do
tego ciggu zastosowaé wniosek 1 w §5.1, to uzyskamy b). [J

Przyklad 1. a) W X = ¢y lub X = ¢, gdzie p € (1, 00), ciag (z,,) wtedy i tylko wtedy
jest w—zbiezny do zg € X, gdy jest ograniczony i zbiezny do xy po wspohrzednych (tzn.
lim, z, (k) = zo(k) dla kazdego k € N, gdzie x(k) to k-ta wspolrzedna wektora x €
X). Istotnie, X* mozna utozsami¢ z £, dla odpowiedniej liczby ¢ € (1,00). Przy E =
{e;}2,, gdzie e; = (67);, teze otrzymujemy z réwnowaznosci ¢)<a) w stwierdzeniu 1.

b) W ¢, ciag (x,) wtedy i tylko wtedy jest stabo zbiezny do zy € ¢ , gdy jest
ograniczony, zbiezny do xy po wspotrzednych i spetnia warunek limz, — lim x.
Dowod jest jak w a), przy uwzglednieniu zadania 4 w §4.3.

c) W C(9), gdzie S jest przestrzenia zwarta, ciag (f,) wtedy i tylko wtedy jest
stabo zbiezny do funkcji fy € C(S), gdy jest ograniczony i zbiega do fy punktowo.
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Istotnie, kazdy funkcjonat ¢ € C(S) jest, na podstawie twierdzenia Riesza (—
Radona—Banacha—Markova—Kakutaniego), catkowaniem wzgledem pewnej o—addytywnej
[F-miary, bedacej kombinacja o—-addytywnych, nieujemnych miar skoniczonych. Impli-
kacja < wynika wiec z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowanej, a odwrotna,

z ciaglosci ewaluacji C'(S) 3 f — f(s) € F i stwierdzenia la).

Uwaga 3. Do stabej zbieznosci ciagu (x,) nie wystarcza, by sup, ||z,| < oo i dla
kazdego funkcjonatu ¢ € X* ciag (p(x,)) byt zbiezny. Za przyktad moze stuzyé cigg
(e14---+ep)neny W przestrzeni ¢g. (Gra role izomorfizm ¢ z ¢1, patrz zad. 3b) w §4.1.)

Poniewaz topologia staba jest stabsza od normowej, to kazdy zbiér w—domkniety
jest domkniety normowo. Dla zbiorow wypuktych zachodzi jednak tez:

Twierdzenie 1 (Mazura). Kazdy wypukty, domkniety podzbior przestrzeni unormo-
wanej jest stabo domkniety.

Dowdd. Na podstawie wniosku 1 w §1.5, rozwazany zbiér wypukty jest przecieciem ro-
dziny polprzestrzeni postaci {z € X : Re p(z) < ¢}, gdzie p € X*ic € R. Wobec w-
ciaglosci funkcjonatow ¢, kazda z tych potprzestrzeni jest zbiorem w—domknietym. H

Whiosek 1 (twierdzenia Mazura, c.d.). a) Wypukty podzbidr przestrzeni unormowanej
ma to samo domkniecie w topologii stabej, co w normowe;.

b) Punkt, nalezqcy do stabego domkniecia zbioru, jest normowq granicg ciggu (skoni-
czonych) wypuktych kombinacji jego elementow.

Dowod. Teza a) wynika z twierdzenia, bo to domkniecie jest najmniejszym zbiorem
wypuktym i domknietym w rozwazanej topologii, zawierajacym domykany zbior.

b) Badany punkt nalezy do stabego domkniecia uwypuklenia rozwazanego zbioru.
Z a) wynika wiec, ze nalezy on i do normowego domkniecia tego uwypuklenia. [J

Zadanie 1. Udowodni¢, ze gdy X 1Y sa przestrzeniami Banacha, to operator liniowy
T : X — Y jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagly w stabych topologiach
na X inaY. (Wskazowka: jesli |T|| = oo, to dla pewnego ciagu (x,) zachodzi
|zn]| = 01 ||Tx,|| — oo, wobec czego ciag (Tx,) nie jest w—zbiezny do 0.)

3 Slaba wstecz topologia na przestrzeni sprzezonej

Przestrzen sprzezona X* do przestrzeni unormowanej X jest przestrzenia unormo-
wang; mozna wiec na niej rozpatrywac topologie staba T (X™*, X**). Mozna jednak na
niej rozpatrywac i topologie T (X*, Jx (X)), najstabsza, w ktorej ciagte sa wszystkie
ewaluacje X* 3 ¢ — ¢(z) € F, gdzie x € X. (Stosujemy oznaczenia z §8.1, tzn,
Jx : X — X* jest kanonicznym wtozeniem, przyporzadkowujacym kazdemu z € X
ewaluacje w x.) Przy naturalnym utozsamieniu kazdego x € X z ewaluacja w x, mo-
zemy tez oznaczaé te topologie przez T (X™, X). Topologia ta nazywana jest staba
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wstecz topologia na X*, lub tez staba z gwiazdka topologia czy w*—topologia
na X*. Gwiazdka przypomina to, ze w*—topologia jest okreslona na przestrzeni Y
tylko gdy jest ona sprzezona; co wiecej, istotne jest, dla jakiej przestrzeni X zacho-
dzi Y = X*. (Patrz nizej przyktad 1.) Prawdziwe pozostaja odpowiedniki uwagi 2 i
stwierdzenia 1 z p.2:

Uwaga 1. Ciag (p,)22 jest w*—zbiezny do ¢g wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny
punktowo, tzn. gdy ¢, () — ¢o(z) dla kazdego x € X.

Stwierdzenie 1. Niech ¢, € X* dlan € Z>.

a) Jesli X jest przestrzeniq Banacha i cigg (@) jest w*-zbiezny, to jest ograniczony
(tn. sup, [lgall < o).

b) Jesli sup,, ||on|] < 00 i @u(z) = @o(x) dla wszystkich x z pewnego zbioru
E C X, liniowo gestego w (X, || ||), to ciag (¢n) jest w*—zbiezny do ¢y. B

Przyktad 1. Nietrudno teraz dowiesé, ze ciag (y,) wtedy i tylko wtedy jest w prze-
strzeni ¢ = ¢1(N) zbiezny do 0 stabo wstecz (czyli punktowo), gdy jest zbiezny do 0 po
wspolrzednych i sup,, ||y, || < co. Natomiast jesli ¢;(NU{0}) traktowac jako ¢*, to w*~
zbieznosé (y,) do 0 ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy procz warunku sup,, ||y, || < oo
spelnione sa nastepujace dwa: > ;- yn(k) — 0 oraz y,(k) — 0 Vk > 1. (Utozsamie-
nia (1(NU{0}) z ¢* 1 £1(N) z ¢} opisano w zadaniach 3b) w §4.1 1 4 w §4.3.)

Na przestrzeni X* mamy wiec trzy topologie: w*~topologie (staba wstecz), w-
topologie (staba) i topologie normowa. 7 nich pierwsza jest najstabsza, zas ostatnia
—najsilniejsza; na ogo6t pierwsze dwie nie sa metryzowalne.

Uwaga 2. a) Gdy przestrzen X jest refleksywna, to staba wstecz topologia na X*
jest rowna stabej (bo Jx(X) = X*).

b) Odwrotna implikacja tez ma miejsce, na podstawie twierdzenia 1c) w p.1.

¢) Warunek Hausdorffa jest przez w*~topologie nadal spetniony.

Twierdzenie 1 (Banacha Alaoglu). Domknicta kula jednostkowa By~ przestrzeni X*
jest zwarta w stabej wstecz topologii tej przestrzeni.

Dowd6d. Na zbiorze FX wszystkich funkcji ¢ : X — F (wlaczajac w to nieliniowe i
niecigglte) wprowadzmy najstabsza topologie, w ktorej ciagle sa wszystkie ewaluacje
o+ p(x),r € X. Na X* C F¥ topologia ta indukuje w*-topologie. Ponadto:
Bx-=DN({Suz: N €EF, 21,29 € X}, gdzie
Shares = 19 € FY 1 (21 + Ava) — (1) — X - p(x2) = 0},
D ={p e F*:|p(z)] < |z| dla kazdego z € X}.
Kazdy ze zbiorow Sy 4, ., jest domkniety w F¥, bo funkcja FX 2> ¢ — o(z1 +
Axo) — p(x1) — A - p(x9) jest ciagla, jako kombinacja ewaluacji w punktach 1,z i
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1 + Are. Wykazemy, ze zbior D jest zwarty. To zakonczy dowdd, bo czes¢ wspolna
rodziny zbiorow domknietych, z ktérych pewien jest zwarty, jest zbiorem zwartym.

W tym celu utozsamijmy F¥X z iloczynem kartezjanskim [L.cx F2 tylu kopii ciata
skalarow F, ile punktow liczy zbior X. (Prowadzi do tego utozsamienie kazdej funkeji
¢ € FX 7z punktem (¢(z))zex € [[,ex Fz.) Przy tej interpretacji, ewaluacji w punkcie
zp odpowiada rzutowanie [[,F, — F,,, a rozwazanej przez nas topologii na FX —
topologia produktowa na [],.y F., najstabsza, w ktorej wszystkie te rzutowania sg
ciagle. Zbior D okazuje sie zas by¢ iloczynem kartezjariskim zwartych zbiorow {\ €
F: A\ <|z]|}, x € X, zwartym na podstawie twierdzenia Tichonowa. [J

Whniosek 1. Kazdqg przestrzen unormowang X mozna lintowo-izometrycznie zanurzyc
w przestrzen C(S) funkcji cigglych na pewnej zwartej przestrzeni S (zaleznej od X ).

Dowdd. Za S bierzemy (domknieta) kule jednostkowa Bx- przestrzeni X*, rozpatry-
wang z w*-topologia, a szukane zanurzenie to X > z — Jx(z)p,. € C(5). (Wyja-
$nienie: Jyx(x) jest funkcja na X* (ewaluacja w x), ciagta w w*—topologii; jej obciecie
do By~ ma sup-norme réwng |||, na podstawie stwierdzenia 2 w §8.1.) [

Whniosek 2. Gdy A jest liniowo gestym podzbiorem przestrzeni X, to identycznosé
jest homeomorfizmem powyzszej przestrzeni S na przestrzen S’ := (Bx+, T (Bx~, A)).

Dowéd. Wyjasnijmy, ze domknieta kula jednostkowa w Bx- jest tu raz brana z topo-
logia staba wstecz, a raz z najstabsza, w ktorej ciagle s wszystkie funkcje Bx+ 3 ¢
p(a) € F, dla a € A. Przeksztalcenie Id jest ciagte, bo A C X; ponadto S’ jest prze-
strzenia Hausdorffa, bo rodzina tych funkeji rozdziela punkty z By, ze wzgledu na
liniowg gestos¢ A. Teza wynika wiec stad, ze réznowartosciowe, ciagte przeksztalcenie
przestrzeni zwartej w przestrzenn Hausdorffa jest homeomorfizmem na swoj obraz. []

Whiosek 3. Jesli przestrzen X jest osrodkowa, to kula S = (Bx-,w*topologia) jest
metryzowalna (i zwarta).

Dowo6d. Niech A = {a, }nen bedzie zbiorem gestym w X. Topologie przestrzeni S’ z
wniosku 2 wyznacza metryka d(p, ) = > 27"|p(a,) — ¥ (ay,)|. B

Uwaga 3. Przy zalozeniu osrodkowosci X, przestrzen zwarta S z wniosku 1 jest wiec
metryzowalna. Z Topologii I wiadomo, ze istnieje wtedy ciagte przeksztatcenie u zbioru
Cantora K na S. Przyporzadkowanie kazdej funkcji f € C(.5) ztozenia fou € C(K)
jest linlowo—izometrycznym zanurzeniem przestrzeni C'(S) w C'(K). To prowadzi do
twierdzenia Banacha — Mazura: osrodkowa przestrzen Banacha mozna liniowo-
izometrycznie wlozy¢ w przestrzen C(K') — a przez to i w C([0, 1]), bo kazda funkcje z
K w R mozna kanonicznie przedtuzy¢ na [0, 1], co zadaje izometryczne wlozenie C'(K)
w C([0,1]). (Przedtuzenie jest liniowe na sktadowych zbioru [0,1] \ K.)
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Uwaga 4. Wobec twierdzenia Banacha-Alaoglu i wniosku 3, ograniczony cigg funk-
cjonalow na przestrzeni osrodkowej zawsze ma podciag zbiezny punktowo.

Uwaga 5. a) Wprost z definicji, Jx : (X, T(X,X")) — (X™, T(X™, X)) jest
homeomorfizmem na swoj obraz.

b) Stad i wniosku 3 wynika, ze gdy przestrzeii X* jest ogrodkowa, to kula Bx jest
metryzowalna w stabej topologii (bo metrzowlna jest kula By« w w*topologii).

4 Zastosowanie stabej topologii do badania refleksywnosci.

Poza a)=b) w twierdzeniu 1 i wnioskiem 1, dalsze wyniki to material uzupelniajacy.

Twierdzenie 1 (charakteryzacja przestrzeni refleksywnych). Nastepujace warunki sq
rownowazne dla przestrzeni unormowanej X :

a) przestrzen X jest refleksywna;

b) domknieta kula Bx = {x € X : ||z|| < 1} jest zwarta w stabej topologii na X ;

¢) kazda scentrowana rodzina'® podzbioréw kuli By, ktore sq domkniete i wypukte,
ma niepuste przeciecie.

Dowdd. a)=>b). Na podstawie twierdzenia Banacha-Alaoglu, kula By« jest zwarta w
w*~topologii przestrzeni X**. Jedli przestrzen X jest refleksywna, to Jx(Bx) = B
i zwartosé kuli Bx w w-topologii wynika z uwagi 5a) w p.3.

b)=-c). Kazdy ze zbiorow rozwazanej rodziny jest zarazem w—-domkniety na pod-
stawie twierdzenia Mazura. Pozostaje wiec skorzysta¢ z tego, ze scentrowana rodzina
domknietych, niepustych podzbioréw przestrzeni zwartej ma niepuste przeciecie.

c)=a). Wystarczy dowiesé, ze By« C Jx(Byx). Niech wiec y € By i rozwazmy
rodzine C wszystkich jego w*—domknietych, wypuktych otoczen w X**. Rodzina C
jest zamknieta ze wzgledu na skonczone przeciecia, a kazdy zbior C' € C pozostaje
domkniety w bogatszej topologii normowej i ma niepuste przeciecie z Jx(Bx) na
podstawie ponizszego twierdzenia Goldstine’a. Do rodziny {Jy'(C) N Bx : C' € C}
stosuje si¢ wiec ¢), wobec czego istnieje punkt z € BxN({J5'(C) : C € C}. Tak wige
Jx(z) € NC i NC = {y} (z wlasnoéci Hausdorffa) —czyli y = Jx(z) € Jx(Bx). O

Twierdzenie 2 (Goldstine’a). * Obraz kuli Bx = {x € X : ||z|| < 1} przy zanurzeniu
Jx + X — X** jest gesty w kuli Bx- ww*~topologii T = T (X**, X*) przestrzeni X **.

Dowéd. Przypuéémy, ze element z kuli By nie nalezy do domkniecia C' zbioru
Jx(Bx) w topologii 7. Na podstawie wynikow z p.1 (twierdzenia 1c) i uwagi 1),
istnieje funkcjonat p € (X*,7T)* = X*, oddzielajacy z od C. Uwzgledniajac to, jak
¢ dziala na Jx(X), stwierdzamy ze Re z(p) > sup{Re ¢(z) : ||z|| < 1} = [|¢|| —~co
niemozliwe, bo Re z(¢) < ||z||l|¢]| 1 ||z]] < 1. O

Ytzn. taka, ze kazda jej skoniczona podrodzina ma niepuste przeciecie.



79 H. Toruriczyk, Wyktad z AF T*, jesieri 2020

Whniosek 1. Kazdy funkcjonat na przestrzeni refleksywnej X osigga swqg norme.

Dowdéd. Poniewaz funkcjonal jest ciagly w stabej topologii, to na kuli By, zwartej w
tej topologii, jego modut osigga swoj kres gorny. [

Uwaga 1. * R. C. James udowodnil, ze odwrdcenie wniosku 1 tez jest prawdziwe.

Whiosek 2 (twierdzenie D. Milmana). * Jednostajnie wypukta przestrzer Banacha
jest refleksywna.

Dowo6d. Wykazemy, ze spetniony jest warunek c) twierdzenia 1. Niech C bedzie roz-
wazana w tym warunku rodzina zbioréw i niech r := suppe dist(0, C); wtedy r < 11
mozna ograniczy¢ sie do przypadku, gdy r # 0. Rodzina {CN(1+&)rBx : e > 0,C €
C} nadal ma przypisane C wtasnosci, lecz zawiera zbiory o dowolnie matej srednicy.
(Patrz uwaga 1 w §2.4.) Poniewaz X jest przestrzenia zupelng, przeciecie tej rodziny
jest niepuste. Tym samym (C # 0. B

Uwaga 2. * Z wniosku 2 i wynikow §2.4 wynika refleksywnosé¢ przestrzeni L,(u)
dla p € (1,00). Odnotujmy, ze jednostajna wypuktosé¢ L,(u), a wiec i nieréwnosci
Clarksona, graja tu role tylko dla p € [2,00). Istotnie, gdy ¢ € (1,2], to przestrzen
L,(p) liniowo-izometrycznie wktada si¢ w (L,(p))* dla p :== ¢/(¢ — 1) € [2,00) — a
tym samym refleksywnosé¢ L, () wynika z refleksywnosci L, (1) 1 twierdzenia 1b)* w
§8.1. (Wykorzystano tez tatwy punkt b) twierdzenia 2 w §4.1.)

To prowadzi do kolejnego dowodu twierdzenia o postaci funkcjonatow na L, (u):

Zadanie 1. * Dowies¢, ze z refleksywnosci przestrzeni L, = L,(u) wynika surjek-
tywnos¢ kanonicznego wlozenia S @ Ly — L. (Wskazowka: jesliby im(S) # Ly, to
istniatby niezerowy funkcjonat ¢ € Lj* = L, , zerujacy si¢ na im(S).)

Zadanie 2. * Dowies¢ twierdzenia 1b)* w §8.1 w oparciu o twierdzenie 11 zad.1 z p.2.

§ 13. Tematy egzaminu w czesci teoretycznej/egzaminu ustnego

1. Przestrzenie liniowe unormowane i Banacha; przestrzen L£(V, W) operatorow ogra-
niczonych z norma operatorowa; przestrzen sprzezona i przestrzenie ilorazowe; charak-
teryzacja przestrzeni skoriczenie-wymiarowych (wérod unormowanych).

2. Podstawowe przyklady przestrzeni Banacha: co, ¢, (,(A), Ly(1n), C(X). Zupel-
no$¢ tych przestrzeni, przestrzenie sprzezone do nich.

3. Twierdzenia Kakutaniego i Hahna-Banacha; twierdzenia o oddzielaniu.

4. Istnienie punktu najblizszego w domknietym podzbiorze wypuktym jednostajnie
wypuklej przestrzeni Banacha. Zastosowanie do dowodu surjektywnosci przeksztatce-
nia kanonicznego L,(u) — L,(p)*, a dalej do dowodu twierdzenie Radona-Nikodyma.

5. Opis przestrzeni sprzezonej X* dla X = ¢, loo (L), C(przestrzen zwarta). Wa-
riacja catkowita miary jako norma funcjonatu; regularno$é¢ miary.
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6. Konsekwencje zupetnosci przestrzeni Banacha: twierdzenie Banacha—Steinhausa,
twierdzenie o otwartosci, twierdzenie o wykresie domknietym. Zastosowania.

7. Przestrzenie Hilberta. Rola uktadéw ortonormalnych: abstrakcyjne rozwiniecie
w szereg Fouriera wzgledem takiego uktadu, nieréwnos$é Bessela i tozsamosé Parsevala,
izometrycznosé przestrzeni Hilberta z przestrzenia fo(I'). Przyktady takich uktadow.
Twierdzenie Frécheta—Fischera—Riesza o postaci funkcjonatéow, kanoniczna antyliniowa
izometria przestrzeni Hilberta H na H*. Twierdzenie Plancherela.

8. Sprzezenie operatora; wtasnosci 1 poréwnanie ze sprzezeniem hermitowskim.

9. Dwa twierdzenia spektralne dla operatorow samosprzezonych /normalnych. Spek-
trum operatora; oszacowanie promienia spektralnego i niepusto$é¢ spektrum w przy-
padku zespolonym. Zastosowania, np. rozktad biegunowy operatora T' € L(H).

10. Operatory zwarte i fredholmowskie; wtasnosci. Przyktady operatorow zwartych.
Diagonalizacja zwartych operatorow samosprzezonych /normalnych na przestrzeni Hil-
berta. Twierdzenia Riesza i Schaudera.

11. Stabe topologie na przestrzeniach unormowanych i ich sprzezonych, twierdzenia
Magzura i Banacha—Alaoglu.

12. Rozrzucone wiadomosci z wykladow i ¢wiczeni: Wyznaczanie funkcjonatu C—
liniowego na przestrzeni zespolonej przez R-liniowy. Punkty ekstremalne. Przyktady
funkcjonalow nie osiagajacych normy i nierefleksywnosé przestrzeni cq, ¢, C(1), loo, ¢1.
Istnienie cigglej surjekeji liniowej przestrzeni ¢1 na kazda osrodkows przestrzen Bana-
cha. Kanoniczne zanurzenie przestrzeni w jej druga sprzezona; zanurzanie przestrzeni
unormowanej w {(I') i w C(S), a w przypadku osrodkowym — w C([). Staba i
staba wstecz topologia; twierdzenie Banacha—Alaoglu. Twierdzenia Mazura o stabej
versus normowej zbieznosci i o zwartosci domkniecia uwypuklenia zwartego podzbioru
przestrzeni Banacha. Charakteryzacja stabej zbieznosci ciagow w ¢y, ¢, £,, C(S) dla
zwartych S.



