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Problem 5.
i) Dany jest ciag doktadny przestrzeni skonczenie wymiarowych

Tr-1

0=V &y LY, =0
Z twierdzenia o izomorfizmie mamy
Vi./ker Ty = im T,

, 7 czego wynika
dim Vj, = dim ker T}, + dim im T},

Poniewaz ciag jest doktadny, mamy im T; = ker T, zatem

dim V), = dim im T_1 + dim im T},

,dla k€ {1,.,n}.
Mamy, ze
Z dim Vo = Z(dz’m im Top + dimim Topyq) = Z dim im Ty,
k=0 k=0 k=1
7, drugiej strony
Z dim Vo, = Z dim Vo, = Z(dzm im Top_1 + dim im Tyy,) = Z dim im T},
k=0 k=1 k=1 k=1

, co daje teze.
ii) Mamy ciag doktadny:

o0y v Bvy Bovy Bowy Bow, Bows 55 {0}
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{0}

Rozpatrujemy trzy przypadki:

1) dim Vi, dim Va, dim Wy, dim Wy < 0o

Mamy, ze V3/ker T3 = imT3. Po pierwsze imT3 C Wy, zatem dimim T3 < oc.
Po drugie ker T = im T oraz dim tm Ty < dim V, < oo. Iloraz V3 i pod-
przestrzeni skonczenie wymiraowej jest przestrzenig skonczenie wymiarows,
zatem przestrzen V3 tez ma skonczony wymiar.

Z dokladnosci ciagu mamy, im Ty = ker Tg = W3 oraz dimim(T5) < dimWs,
zatem dim W3 < dim Wy < 00

2) dim Vy, dim V3, dim Wy, dim W3 < oc.

Mamy im Ty C Vi, czyli dim im T, < oo. 7Z twierdzenia o izomorfizmie
Vo/ker Ty = im Ty, co wiecej ker Ty = im Ty i dim im Ty < dim V} < 0.
Znowu mamy sytuacje, ze iloraz przestrzeni V5 przez podprzestrzen skoncze-
nie wymiarowg ma skonczony wymiar. Przestrzen V5 ma skonczony wymiar.
Analogicznie dowodzimy, ze Wy ma skonczony wymiar.

3) dim Va, dim V3, dim Wy, dim W3 < 0.

Mamy {0} = im Ty = ker Ty, czyli T} jest zanurzeniem przestrzeni Vi w
przestrzen skonczenie wymiarows V5, zatem V) jest skoriczenie wymiarowe.
Z tw o izomorfizmie Wy /ker Ty = im T,. Ponadto ker Ty = im T3, czyli jest
skonczenie wymiarowe, a im Ty C W, tez jest skonczenie wymiarowe. Tak
samo jak poprzednio dim W; < oo.

iii) Mamy ciag przeksztalcen:

x5y Ly

1 rozpatrujemy ciag

L ker(S) 5 ker(T'S) 25 ker(T) 25 Y/im(S) & Z/im(TS) L Z/im(T) £ {0}
Chcemy uzasadnic¢, ze jest doktadny.

I)im j = keri

Przekasztalcenia i, j sa wlozeniami. Wystarczy zobaczy¢, ze ker(S) C ker(TS),
co jest oczywiste, bo jezeli x € ker(S) to Sx = 0, z czego wynika T'Sx =
T(0) =0, co daje x € ker (T'S)

IT) imi = ker S |



Przeksztalcenie S [ to poprostu S [ieq(7s).

Mamy z € imi = St =0 = S [rerrs) (#) =0 = x € ker S [ker(rs)
,oraz x € ker S [ger(rs) poprostu implikuje « € ker(S), czyli x € im i, bo i
to wlozenie.

II) im S [= ker 11 |

IT [=1I [ker(ry oraz I1: Y — Y/im(S) to rzut.

Mamy z € im(S [) = z € im(S) = Il(z) =0 = z € ker(Il |), oraz
x € ker(Il [) = x € ker(T) Nim(S), zatem z = S(y), dla y € X, oraz
Tz = 0. Dostajemy, ze T'Sy = Tx = 0, czyli y € ker(T5), zatem x € im S |.

IV) imlIl |= ker T

Przeksztatcenie T' jest zdefiniowane tak: T([y]) = [T(y)], dla y € Y, gdzie
[y] to klasa y w Y/im (S), jest to dobrze zdefiniowane przeksztalcenie, bo
T(im(S)) =im(TS). Dla x € im(II |) istnieje 2’ € ker(T), taki ze x = [2].
Wtedy T'(z) = [T(a')] = [0] = 0, czyli = € ker (T). Zalézmy, zatem, ze
[z] € ker(T), wtedy T'(z) = 0, czyli [z] € im(IL |)

V)im(T) = ker(J),

Obie te rzeczy sa poprostu rowne podprzestrzeni ilorazowej im(T") /im(T'S).

VI) Réwnosé im (J

= (k), jest oczywista, przekstzalcenie J jest "na”,
im (J) = Z/im(T) = ke



