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Problem 4.
Najpierw rozpatrujemy przestrzen liniowa V' nad R.
Definiujemy iloczyn skalarny w nastepujacy sposob

1
<a,b>=(lla+bl]* = |la = b]*)

Symetrycznosé jest oczywista. Najpierw sprawdzimy, czy jest liniowy ze wzgle-
du na pierwsza wspotrzedng. Chcemy uzasadnié, ze < a 4+ b, ¢ >=< a,c >
+ < b,c >. Wystarczy sprawdzi¢, ze:

la+b+cl =llatb—cl> =lla+cl* —[la—cl* +[[b+c|[* — [|b |
Z rownosci rownolegtoboku dla a + ¢ i b wynika:
2|la—+ > +2/|b|]* = lla+c—=b|*+ |la+ b+ |]?

,czyli
lla +b4c|]* =2||b+ c|]* + 2|[a||* — ||b —a+ ¢|]?

, analogicznie mamy
lla + b+ c|]* = 2||a+c||* + 2|b]|* — ||a — b+ ¢|]?
Dodajac obie rownosci stronami i dzielac przez 2 otrzymujemy:
la+b+c||* = Ha+C|!2+|!b+CH2+HaH2+Hb!!2—;I!a—bﬂLCHQ—;Hb—aﬂLCHQ
Stusujac powyzsze dla a, b, —c dostajemy:

1 1
lla+b—cl* = lla—cl+|lb—cll*+lal [+ [bI]° = Slla=b=c|* = S [lb—a—c|]

1



Wyliczamy < a + b, ¢ >:

1
<a+be>=(lla+btcll’ —llatb—clf') =

1 1 1
FUla el + 1o+ cll” + [lall* + [IBI]* = Slla = b+c|” = Sllb —a + ¢l
1 1
—lla =l = [[b=el” = lall” = I’ + Slla = b =l + 5l[b—a = ¢[") =

1
JUlatclP+ b+l —lla—cP = [b—cll’) =< a,c >+ <b,e>

Do liniowos$ci brakuje nam tylko réwnosci < Aa,b >= A < a,b > dla dowolnej
liczby rzeczywistej. Z tego co udowodniliSmy wynika ona dla liczb catkowitych
dodatnich. Latwo sprawdzi¢, ze dziala ona takze dla -1, zatem dziata dla
dowolnych liczb catkowitych.

7, drugiej strony jezeli q € Z, wtedy

1
q<-—-a,b>=<a,b>
q

, czyli . .
< —-a,b>=-<a,b>
q q

, townos¢ dziata dla odwrotnosci liczb catkowitych, zatem dziata dla do-
wolnej liczby wymiernej. Z naszej definicji iloczynu skalarnego wynika, ze
jest on funkcja ciggla ze wzgledu na obie zmienne. Wynika z tego, ze wzor
< Aa,b >= X\ < a,b > dziala dla dowolnej liczby rzeczywistej A. Dodatnia
okreslono$¢ wynika bezposrednio z definicji.

Rozpatrzmy teraz przypadek przestrzeni liniowej V' nad C.
Definiujemy iloczyn skalarny w nastepujacy sposob:

1
< a,b>= Z(Ha%—sz — |la = b]]* + i||a + ib]|* — i||a — ib]|?)
Najpierw sprawdzimy, ze < a,b >= < b,a >
1
<ba>=(lla+bll’ = lla = bl +il[b+ ial | — il [b — ia]]*)
<a,b>=<ba> <<
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—[|b+ial|* + ||b — ia||* = ||a + ib||* — ||a — ib|]* <=

Mamy,
lla +ib|* = |la — ib||* = ||(a + ib)i|[* — ||(a — i)

,poniewaz ¢ ma modut rowny 1, zatem
lla +ibl|* — [la — ib||* = |lia — b|[* — [|ai + b||*
Czyli to co trzeba. Teraz chcemy uzasadnic, ze
<a+bc>=<a,c>+<bc>

Zauwazmy, ze Re[< a,b >] = ||a+b||*> — ||a —b||* wyraza si¢ doktadnie takim
samym wzorem jak iloczyn skalarny w przypadku rzeczywistym. Przy dowo-
dzie teraz rozwazanej rownosci w przypadku rzeczywistym nie uzywaliSmy w
zaden sposob tego, ze cialo jest rowne R. Czyli analogicznie dowodzimy, ze

Re[< a+b,c>] = Re[< a,c >] + Re[< b, ¢ >]

Podobnie jest z I'm[< a,b >] jest wyrazone tym samym wzorem co iloczyn
skalarny w przypadku rzeczywistym tylko jest przemnozony przez i, oraz
zamiast b mamy bi. Analogiczne rachunki jak w przypadku rzeczywistym
doprowadza nas do tego, ze

Im[<a+b,c>]=Im[<a,c>]+Im[<b,c>]

Czyli ok. Wystarczy wykaza¢ wzor

A<a,b>=<Aa,b>
Dla A rzeczywistych robimy tak samo jak przedtem. Pozostaje wykazaé to
dla A = 4. Chcemy

<ia,b>=1<a,b>

1
<nmb>:1mm+mﬁ—Hm—MP+NWHwMF—mm—ﬂM%

Poniewaz modut —i jest réwny 1 to wyrazenia w normach w linijce wyzej
przemnozone przez —¢ beda mialy caly czas ta samg norme, zatem

1
<ia,b>= 1(||a—ib||2 — |la+b|[* +i||a + b||* —i|la — b||*) =i < a,b >



