Zadanie 78d

= Skoro f, stabo zbiega do f, to w szczegdlnosci zachodzi zbieznoé¢ dla funkcjo-
natow ¢, (g) = g(z) dla z € X, g € C(X), co wymusza lim,, f,(z) = f(x). Rozwazmy
teraz cigg funkcjonatow Jo(x)(fn) (Je(x) oznacza kanoniczne wlozenie w C(X)**), wo-
bec zalozenia stabej zbieznosci f,, do f zbiezny punktowo do Je(x)(f). Skoro jest to
ciag ograniczony punktowo, to z twierdzenia Banacha-Steinhausa (oczywiscie C'(X)*
jest przestrzenia Banacha) jest on ograniczony normowo, co wobec izometrycznosci
Jo(x) daje sup,, |[f,| < oo.

< Dowdd tej implikacji rozbijemy na kilka krokow:

1. Dla ustalonego funkcjonatu ¢ € C(X)* chcemy udowodnié, ze ¢(f,) — ©(f).
Z twierdzenia o postaci funkcjonatéw na C'(X) wiemy, ze ¢ = ¢, gdzie u jest
pewna regularng, o-addytywna F-miarg na zbiorach borelowskich o skonczonej
wariacji catkowitej. Poniewaz taks F-miare mozna przedstawié¢ jako skonczona
kombinacje nieujemnych skonczonych miar regularnych, mozemy zatozy¢, ze p
jest nieujemna.

2. Warunek V,cx lim, f,(z) = f(z) daje nam, ze oczekiwana zbieznosé¢ zachodzi
dla miar skupionych w skonczenie wielu punktach. Idea dowodu jest taka, ze
bedziemy w pewnym sensie (z dowodu wyniknie w jakim, nie bedzie to zwykte
przyblizanie w normie operatorowej) przybliza¢ miare p miarami skupionymi
na zbiorach skonczonych, tak by otrzymac¢ zadang granice.

3. 1 w oczywisty sposob rozktada si¢ na sume¢ dwoch miar, z ktérych jedna jest
zerowa nha kazdym zbiorze jednopunktowym, a druga jest skupiona na zbiorze
tych punktéw, w ktérych p jest dodatnia. Przyblizanie tej drugiej miary jest
trywialne, wiec przypusémy, ze V,expu({x}) = 0.

4. Ustalmy € > 0. Zdefiniujemy p. w nastepujacy sposéb: Dla kazdego punktu
x € X niech U, bedzie otwartym otoczeniem z takim, ze u(U,) < € oraz
Vyeu,|f(x) — f(y)| < € (istnienie U, wynika z regularnosci oraz tego, ze p(z) =
0). Ze zwartosci X istnieje skonczenie wiele punktéow xq, ...,z takich, ze U,,



pokrywaja X. Wybieramy teraz zbiory Ay, ..., Ay takie, ze V,x; € A; C U,,,
Ui Ai = X oraz V;z;A; N A; = (. Istnienie takich zbioréw A; jest jasne, mo-
zemy na przyktad konstruowac je indukecyjnie, w kazdym kroku wrzucajac do
zbioru A; punkt x; oraz niewykorzystane punkty nalezace do U,, i nienaleza-
ce do pozostatych jeszcze nierozwazonych zbiorow U,.. Definiujemy pe przez

ne{i}) = p(As) oraz p(X\{a1, i }) = 0.

. Zdefiniujmy zbiory Gf, = {z € X : sup,,s, |fu(z) — f(z)] > €}. Jest to
ciag zstepujacy, oczywiscie N, G5 = 0, z o-addytywnosci miary wynika, ze

u(Gy,) — 0. Zdefiniujmy tez n. takie, ze dla n > n. zachodzi u(G;, ) < €
oraz ;| fn(x;) — f(x;)] <e.

. Chcemy dla n > n, oszacowaé warto$¢ |, (fn)—¢.(f)|. W oczywisty sposob jest

to ograniczone przez [,(fa) = Py, ()l + 10, (Fu) — 0 (F)] + Lo () = (£
Drugi sktadnik tej sumy jest w oczywisty sposdb ograniczony przez eu(X). Ma-
my [0, (F) = 2ul ) = | T (1A f ) — 9 (FLa)] < T, en(Ar) = en(X)
(nieréwnos$é wynika z tego, ze zazadaliSmy, by na A; wartosci f byly odlegle
od f(x;) o nie wigcej niz €), a tall:Ze |90,u(fn) - @ue(fn” = |Zf:1(ﬂ(Az)fn($Z) -
euFaliance))+oulfulas )| < |25 (2en(ANGE)+ (2 u(ANGE))+sup, || falle
2¢(u(X) + sup,, || fnl]). Tutaj nieréwnosci wynika z tego, ze poza G funk-
cja fn jest e-bliska funkcji f iz u(GS) < € (zwréémy uwage, ze dopiero tu-
taj wykorzystaliSmy wspélne ograniczenie norm f,). To nam daje ogranicze-
nie |, (fn) — @u(f)] < e(4p(X) + 2sup,, || fnl])- Zbiegajac z € do 0, dostajemy
Pulfn) = eulf)-

<



