Problem 4

Pomyst - motywacja: Zeby znalezé kandydata na szukany iloczyn skalarny, na ra-
zie przypusémy optymistycznie, ze nasza norma jest dana przez jakis iloczyn skalarny
(_, ) i zastanéwmy sie, jakie on spetnia wtasnosci zalezne tylko od tej normy. Nietrud-
no zauwazy¢ tozsamosci 2Re(v, w) = (v, w) + (w,v) = (v+w,v+w) — (v,v) — (w, w)
oraz Im(v, w) = —Re(iv, w).

Zatem strategia rozwigzania bedzie nastepujaca: porzuémy nadmierny optymizm
i zatézmy tylko to, co jest w tresci zadania. Niech (V,||.||) bedzie nasza przestrze-
nig. Zdefiniujmy operator (, ) : V. x V. — R w nastepujacy sposéb: Re(v,w) :=
(v +w[?=v|]* = Jw]|?) i Im(v, w) := —Re(iv, w). Pokazemy, ze ten operator jest
iloczynem skalarnym i ze wyznacza naszg norme. W tym celu musimy pokazac, ze:

1. (v1+ve,w) = (vy,w)+ (ve, w). Wystarczy sprawdzi¢ to dla czesci rzeczywistych.
Zatem chcemy pokazac, ze

|[v14va+wl|* = |Jor +va | = |w| | = [Jvr+w]]*+]||[va+w]|* = |Jv1]|* = |Jva]|* = 2]w]|?

o1 + va + w|* + [[w]]? + [Jor||* + |[o2]|* = o1 + w]|* + [Jva + w]]* + |Jo1 + va|?

Ostatnia réwno$¢ jest jednak prawdziwa, gdyz z tozsamosci rownolegtoboku
mamy |[vi+vs +wl® +[Jw]|* = (| |v1 +v2 +2w|[* + [Jor + v [*), [[vr|* + oo =
s ([Jortoa] P+ [vr—v2l[?) i [vrtw] P +[Jvz+w]]* = 3(|[vitve+2w][+][or—ve|[?).

2. (av,w) = a({v,w) dla dowolnego a € C. Pokazemy to dos$¢ standardowa metoda
poprawiania zbioru skalaréw, na ktérym to zachodzi.

e 7 poprzedniego punktu natychmiast wynika teza dla a € N. Oczywiscie
tez (0,w) = 0, zatem rozszerza si¢ to na a € Z. Dla a = X (n € Z\{0})
mamy n{av,w) = (v, w), co w polaczeniu z dotychczasowymi wnioskami
daje nam teze dla a € Q.

e Dla a € R nadal wystarczy nam rozwazaé tylko cze$é¢ rzeczywista. Przy
ustalonych wektorach v, w zdefiniujmy f : R — R wzorem f(a) = ||av +
wl? = a?|[o]* = [Jw]* = a(|[v+wl* — [[v]|* = [Jw][*). Wiemy juz, Ze f zeruje
si¢ w punktach wymiernych, ponadto f jest w oczywisty sposéb ciagta,
zatem f = 0, co dowodzi tego przypadku naszej tezy.
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e Zeby pokazaé nasza teze dla dowolnego a € C, wystarczy nam jg pokazaé
juz tylko dla a = i. Wtedy mamy Re(iv,w) = —Im(v,w) = Rei(v,w)
oraz Im(iv, w) = —Re(—v, w) = Imi(v, w).

. (v,w) = (w,v). Rownos¢ czesci rzeczywistych wynika natychmiast z symetrii
wzoruy, jakim ja okreslono. Dla czesci urojonych mamy Im(w, v) = —Re(iw, v) =
—Re(v,iw) = —Re(—iv,w) = —Im(v,w). W trzeciej réwnosci pomnozylismy
oba wektory przez —i, skorzystalismy tu istotnie z tego, ze mnozenie obu wekto-
row przez liczbe o module 1 nie zmienia czesci rzeczywistej badanego operatora,
co wprost wynika ze wzoru, jakim ja okreslono.

(@) = [ol’, Mamy Re(v.v) = 3(20] = 2[olf?) = [JolP* § Im{v.0) =
=301+ 0l = [l = [iv] ) = o



