Zadanie 28*
Mieszko Baszczak

Zauwazmy, ze jesli wskazemy funkcje f : K — R $cisle wypukla na zbiorze
K, to punkt gdzie przyjmuje ona maksimum bedzie punktem ekstremalnym.
Zalézmy przeciwnie, ze f przyjmuje maksimum na K w pewnym punkcie
x (przyjmuje w pewnym punkcie bo K zwarty) i ze x nie jest ekstremalny.
Wtedy istnieja a,b € K takie, ze x € [a,b] i a # = # b. Poniewaz f jest $cile
wypukta to mamy spelniong nieréwnos¢:

f(x) = flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b).

Bez straty og6lnosci niech f(a) < f(b). Zatem:
flx) <tf(a) + (1 =) f(b) <tf(b) + (1 =) f(b) = f(b).

Mamy sprzeczno$¢ z warunkiem maksymalnoséi funkeji f w punkcie x. Zatem
taki = bedzie ekstremalny. Wystarczy zatem wskaza¢ funkcje f. Poniewaz K
jest zwarty, to zawiera on przeliczalny zbiér gesty. Nazwijmy go {z;}ien.
Zdefiniujmy funkcje f nastepujaco:

Ta funkcja jest dobrze okreslona (szereg jest zbiezny), poniewaz K jest ogra-
niczony (jako zbiér zwarty w przestrzeni unormowanej), czyli V; mozemy
wspolnie ograniczy¢ ||x — x;|| przez pewna stala M. Udowodnimy, ze ta
funkcja jest $cisle wypukta. Wezmy dowolne dwa rézne punkty a,b € K i
t € (0,1). Niech i takie, ze |[ta + (1 — t)b — x;]| < € (dobieramy takie z
gestosci {@;}ien). Znow bez straty ogélnosci niech ¢ < 1. Wtedy:

ta = will + (1 = )b = @il > tla = 2l +t][b = wif| = (|6 — zil[ + [la — =) >
> tlla =z — (b= )|l = t]la - b].

Zatem dobierajac € < t|jla — b|| (i do tego odpowiednie x;) dostajemy |[ta +

(1 —1)b — x| < tlla— zi]| + (1 —¢)]|]b — x;]|. Dla dowolnego j z wypuktosci

normy dostajemy |[ta + (1 — )b — z;|| < tlja — ;|| + (1 —¢)||b — z;||. Zatem
dla ¢ jak wyzej:
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co pokazuje ze f jest $cisle wypukta na K. To konczy zadanie.



