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28*.
Niech

F = {φ 6= A = A ⊆ K|∀0<t<1∀x,y∈K(tx+ (1− t)y ∈ A =⇒ x, y ∈ A)}
Wystarczy, że uzasadnimy, że do rodziny F należy jakiś jednoelementowy
zbiór. Zauważmy, że K ∈ F , zatem F 6= φ. Spawdźmy, że do F nale-
ży pewien element minimalny ze względyn na zwieranie, używając lematu
Kuratowskiego-Zorna. Niech A1 ) A2 ) A3.. będzie zstępującym ciągiem ele-
mentów F . Wtedy zbiór A′ = ∩Ai jest zbiorem domkniętym (jako przecięcie
zbiorów domkniętych). Jest zwarty jako domknięty podzbiór zbioru zwarte-
go. Jest także niepusty z tw. Cantora. Załóżmy zatem, że mamy t ∈ (0, 1),
x, y ∈ K, takie że tx+ (1− t)y ∈ A′. Mamy wtedy, że ∀i tx+ (1− t)y ∈ Ai,
a poniważ Ai ∈ F to ∀i x, y ∈ Ai, czyli x, y ∈ A′. Możemy wywnioskować, że
A′ ∈ F . Z lematu K-Z wynika, że w F istnieje element minimalny F0, jeżeli
|F0| = 1 to koniec. Załóżmy, że |F0| ­ 2. Weżmy a, b ∈ F0, a 6= b. Z twier-
dzenia o oddzielaniu dla zbiorów {a}, {b} istnieje funkcjonał ϕ ∈ V ∗, taki że
ϕ(a) 6= ϕ(b). Rozpatrzmy zbiór B = F0 ∩ ϕ−1(sup{ϕ �F0}). Funkcja ϕ jest
ciągła, a zbiór F0 zwarty, zatem funkcja ϕ �F0 przyjmuje gdzieś na nim swój
kres górny, zatem zbiór B jest niepusty. Zbiór B jest domknięty jako prze-
cięcie dwóch zbiorów domkniętych, zatem jest też zwarty (jako domknięty
podzbiór zbioru zwartego). Ponadto B 6= F0, ponieważ ϕ(a) 6= ϕ(b). Wystar-
czy zatem pokazać, że B ∈ F (dostaniemy sprzeczność z minimalnością F0).
Weźmy x, y ∈ K oraz t ∈ (0, 1), takie że tx+(1−t)y ∈ B. Wiemy, że F0 ∈ F ,
zatem x, y ∈ F0. Mamy tϕ(x) + (1− t)ϕ(y) = ϕ(tx + (1− t)y) = sup ϕ �F0 ,
gdzie x, y ∈ F0, zatem ϕ(x) = ϕ(y) = sup ϕ �F0 . Dostajemy, że x, y ∈ B,
zatem B ∈ F , co kończy dowód.
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