Zadanie 28

Zbior A jest (z definicji) ,,dobry” w swoim nadzbiorze B, jesli spetnia:
,»a lezy na prostej X, y (x, yrozne od a)dlaaz A, x,y z B, implikuje x, y nalezg do A.”

W dowodzie odwotam si¢ do ponizszych spostrzezen:
1. Punkty, w ktérych funkcjonat liniowy przyjmuje maksimum na A tworza zbior dobry w A, a
dla cigglych funkcjonatow dodatkowo domknigty.
2. Jesli zbior A jest dobry w B, a B dobry w C, to A jest dobry w C.

Zauwazmy, ze niepuste zbiory dobre w K domknigte spetniajg warunek lematu Zorna: kazdy
zstepujacy tancuch zbiorow domknietych w K (a wigc 1 zwartych) ma niepuste przecigcie (tez
domknigte), a przecigcie zbiorow dobrych w K jest zbiorem dobrym w K.

Istnieje wigc minimalny ze wzgledu na inkluzje zbior domkniety dobry w K := D. Jesli D nie jest
jednopunktowy, to istnieje funkcjonat liniowy rozdzielajacy jakie$§ dwa punkty a, b z D, ktory z tw.
Hanha-Banacha mozna przedtuzy¢ do funkcjonatu cigglego = f (wystarczy okresli¢ jego warto$¢ na
wektorze (a-b), jakas niezerowa).

Wtedy f ograniczony do D przyjmuje swoje maksimum na D (bo D jest zwarty) na zbiorze := E.
Skoro funkcjonat nie jest staty na D, to zbior E jest istotnie mniejszy niz D.

E jest domkniety (jako przeciecie D domknigtego z przeciwobrazem punktu przy f ciggtym) i dobry
w K (bo E jest dobry w D z 1., a skoro D jest dobry w K, to z 2. E jest dobry w K), co przeczy
minimalnos$ci D.

Istnieje wigc zbior dobry jednopunktowy, a z definicji zbioru dobrego trywialnie wynika, Ze jest on
ekstremalny.



