
Teoria kategorii w podstawach informatyki 2025/26
� zadanie egzaminacyjne �

Poj¦cia, terminologia i notacja:

Przyjmujemy zwykª¡ de�nicj¦ sygnatury Σ, Σ-algebry, Σ-homomor�zmu, kategorii Alg(Σ), itp;
wykorzystujemy standardow¡ notacj¦ z wykªadu.

Algebry �zawini¦te� to algebry, gdzie ka»da operacja ma swoj¡ (na ogóª cz¦±ciow¡, ale patrz
wymagania poni»ej) odwrotno±¢ � �zawijk¦�. Dokªadniej:

Dla dowolnej sygnatury Σ = ⟨S,Ω⟩, zawini¦ta Σ-algebra A skªada si¦ z

� no±nika |A| = ⟨|A|s⟩s∈S
� dla ka»dej nazwy operacji f : s1 . . . sn → s w Σ,

� funkcji caªkowitej fA : |A|s1 × . . .× |A|sn → |A|s oraz
� funkcji cz¦±ciowej f̂A : |A|s ⇀ |A|s1 × . . .× |A|sn

takich, »e dla a1 ∈ |A|s1 , . . . , an ∈ |A|sn oraz a = fA(a1, . . . , an) ∈ |A|s, f̂A(a) jest okre±lone i

fA(f̂A(a)) = a.

Innymi sªowy, zawini¦ta Σ-algebra A �bazuje� na standardowej Σ-algebrze, któr¡ oznacz¦ przez B(A),
dodaj¡c do niej cz¦±ciowe funkcje f̂A o podanych wy»ej wªasno±ciach (�zawijki�).

Zawini¦ta Σ-algebra A jest t (totalna), gdy dla ka»dego f : s1 . . . sn → s, f̂A jest funkcj¡ caªkowit¡.
Dla zawini¦tych Σ-algebr A i B, s (sªabiutki) Σ-morphism h : A → B to funkcja h : |A| → |B|

taka, »e dla wszystkich f : s1 . . . sn → s oraz a1 ∈ |A|s1 , . . . , an ∈ |A|sn , hs(fA(a1, . . . , an)) =
fB(hs1(a1), . . . , hsn(an)). Zatem sªabiutki Σ-morphism h : A → B to standardowy Σ-homomorphism
h : B(A) → B(B). Sªabiutki Σ-morphism h : A → B jest z (zawini¦ty), gdy zachowuje �zawijki�,

czyli dla f : s1 . . . sn → s oraz a ∈ |A|s je±li f̂A(a) jest okre±lone, to f̂B(hs(a)) jest okre±lone i

f̂B(hs(a)) = ⟨hs1(a1), . . . , hsn(an)⟩, gdzie f̂A(a) = ⟨a1, . . . , an⟩. Jesli dodatkowo f̂B(hs(a)) nie jest

okre±lone, gdy f̂A(a) nie jest okre±lone, to h : A → B jest m (mocno zawini¦ty).
Ró»ne kombinacje powy»szych de�nicji okre±laj¡ ró»ne kategorie zawini¦tych Σ-algebr: dla α ∈

{z, t} oraz β ∈ {s, z,m}, niech Algα
β(Σ) b¦dzie kategori¡ zawini¦tych Σ-algebr, które s¡ α, z β Σ-

mor�zmami jako mor�zmami. Na przykªad, Algz
z
(Σ) to kategoria wszystkich zawini¦tych Σ-algebr z

zawini¦tymi Σ-mor�zmami; Algt
m
(Σ) to kategoria totalnych zawini¦tych Σ-algebr z mocno zawini¦-

tymi Σ-mor�zmami, itp.
Dla ka»dych α ∈ {z, t} oraz β ∈ {s, z,m} mamy oczywisty funktor Bαβ

Σ : Algα
β(Σ) → Alg(Σ),

który z ka»dej zawini¦tej Σ-algebry A ∈ |Algα
β(Σ)| �wyci¡ga� jej baz¦ Bαβ

Σ (A) = B(A) ∈ |Alg(Σ)|
(która jest standardow¡ Σ-algebr¡), a ka»demu β Σ-mor�zmowi h : A → B w Algα

β(Σ) przyporz¡d-

kowuje ten sam Σ-homomor�zm Bαβ
Σ (h) = h : B(A) → B(B) (którym h jest).
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Zadanie:

Udowodnij odpowied¹ pozytywn¡ lub uzasadnij odpowied¹ negatywn¡ dla poni»szych pyta«.

1. Które z poni»szych kategorii s¡

Z. zupeªne

KZ. kozupeªne

dla ka»dej sygnatury Σ?

(a) Algt
s
(Σ)

(b) Algt
z
(Σ)

(c) Algt
m
(Σ)

(d) Algz
s
(Σ)

(e) Algz
z
(Σ)

(f) Algz
m
(Σ)

2. Które z poni»szych funktorów maj¡ lewy sprz¦»ony dla ka»dej sygnatury Σ?

(a) Bts

Σ : Algt
s
(Σ) → Alg(Σ)

(b) Btz

Σ : Algt
z
(Σ) → Alg(Σ)

(c) Btm

Σ : Algt
m
(Σ) → Alg(Σ)

(d) Bzs

Σ : Algz
s
(Σ) → Alg(Σ)

(e) Bzz

Σ : Algz
z
(Σ) → Alg(Σ)

(f) Bzm

Σ : Algz
m
(Σ) → Alg(Σ)

Uwagi:

� Mo»na korzysta¢ z konstrukcji i twierdze« z wykªadu bez powtarzania ich dowodów. Warto
pewno sobie przypomnie¢ (a mo»e i spojrze¢ na dowód), »e dla dowolnej sygnatury Σ, zbioru
Σ-róno±ci Φ i inkluzji sygnatur Σ′ ⊆ Σ, kategoria Alg(Σ,Φ) jest zupeªna i kozupeªna, a funk-
tor reduktu _ Σ′ : Alg(Σ,Φ) → Alg(Σ′) ma lewy sprz¦»ony (gdzie Alg(Σ,Φ) to kategoria

wszystkich Σ-algebr speªniaj¡cych wszystkie równo±ci Φ). Warto te» pami¦ta¢, »e kategorie
równowa»ne maj¡ te same kategoryjne wªasno±no±ci.

� Na pierwszy rzut oka mamy tu 18 problemów. Prosz¦ rozwi¡za¢ tyle z nich, ile kto da rad¦. Na
przykªad, poprawne odpowiedzi na 1.{Z,KZ}.{a,b,c} i 2.{a,b,c} � to tylko poªowa, chyba
ªatwiejsza � zapewni¡ co najmniej pozytywn¡ ocen¦.

Co wi¦cej, argumenty i konstrukcje w dowodach pozytywnych odpowiedzi oraz kontrprzykªady
uzasadniaj¡ce odpowiedzi negatywne mog¡ mie¢ zastosowania do kilku pokrewnych pyta«, albo
wprost implikowa¢ odpowiedzi na pokrewne pytania. Nie trzeba ich wówczas powtarza¢, wy-
starczy wskaza¢ odpowiednie zale»no±ci. Tak naprawd¦ zatem jest tu mniej pyta« ni» mo»e si¦
wydawa¢.

� Zapewne najtrudniejsze (i najciekawsze) mog¡ si¦ okaza¢ pytania 1.KZ.e i 2.e. Mo»e tam by¢
niezb¦dne wypracowanie odpowiednich poj¦¢ i konstrukcji dla algebr cz¦±ciowych, o których co
najwy»ej wspominaªem na wykªadzie. Proponuj¦ zostawi¢ je sobie na koniec � na mocny plus
do pi¡tki!
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