Teoria kategorii w podstawach informatyki 2025/26
— zadanie egzaminacyjne —

Pojecia, terminologia t notacja:

Przyjmujemy zwykla definicje sygnatury X, ¥-algebry, ¥-homomorfizmu, kategorii Alg(X), itp;
wykorzystujemy standardowa notacje z wyktadu.

Algebry “zawiniete” to algebry, gdzie kazda operacja ma swoja (na ogél czesciowa, ale patrz
wymagania ponizej) odwrotnosé — “zawijke”. Dokladniej:

Dla dowolnej sygnatury ¥ = (S,Q), zawinieta 3-algebra A sktada sie z

e nosnika |A| = (JAls)ses
e dla kazdej nazwy operacji f: s1...5, > s W X,

— funkgji catkowitej fa: |Als, X ... X |A|s, = |A|s oraz
— funkcji czeSciowej fa: |Als — |Als X ... X |As,

takich, ze dla ay € |Als,, ..., a, € |A|s, oraz a = fa(aq,...,a,) € |Als, fA(a) jest okreslone i

fa(fa(a)) = a.

Innymi stowy, zawinieta Y-algebra A “bazuje” na standardowej Y-algebrze, ktora oznacze przez B(A),
dodajac do niej czesciowe funkcje ]?A o podanych wyzej whasnosciach (“zawijki”).

Zawinieta Y-algebra A jest t (totalna), gdy dla kazdego f: s1...s, — s, £ jest funkcja catkowita.

Dla zawinietych Y-algebr A i B, s (stabiutki) Y-morphism h: A — B to funkcja h: |A| — |B]
taka, ze dla wszystkich f: s1...s, — s oraz a1 € |Als, ..., an € |Als,, hs(falar,...,a,)) =
fB(hs,(a1), ..., hs, (a,)). Zatem stabiutki X-morphism h: A — B to standardowy ¥-homomorphism
h: B(A) — B(B). Stabiutki Y-morphism h: A — B jest z (zawiniety), gdy zachowuje “zawijki”,
czyli dla f:s1...8, — s oraz a € |A|, jesli fa(a) jest okreslone, to fp(hs(a)) jest okreslone i
fB(hs(a)) = (hg,(a1),...,hs, (ay,)), gdzie J?A(a) = (a1,...,ay,). Jesli dodatkowo fB(hs(a)) nie jest
okreslone, gdy fA(a) nie jest okreslone, to h: A — B jest m (mocno zawiniety).

Roézne kombinacje powyzszych definicji okreslaja rozne kategorie zawinietych Y-algebr: dla a €
{z,t} oraz B € {s,z,m}, niech Alg5(¥) bedzie kategoria zawinigtych ¥-algebr, ktore s «, z 3 ¥-
morfizmami jako morfizmami. Na przyktad, Alg?(X) to kategoria wszystkich zawinietych Y-algebr z
zawinietymi Y-morfizmami; Algt () to kategoria totalnych zawinietych Y-algebr z mocno zawinie-
tymi X-morfizmami, itp.

Dla kazdych o € {z,t} oraz § € {s,z,m} mamy oczywisty funktor B’ : Algs(X) — Alg(X),
ktory z kazdej zawinigtej Y-algebry A € [Algg(X)| “wyciaga” jej baze B2 (A) = B(A) € |Alg()]
(ktora jest standardowa Y-algebra), a kazdemu 8 Y-morfizmowi h: A — B w Algy(X) przyporzad-
kowuje ten sam Y-homomorfizm B’ (k) = h: B(A) — B(B) (ktorym h jest).



Zadanzie:
Udowodnij odpowiedz pozytywng lub uzasadniy odpowiedZ negatywna dla ponizszych pytan.

1. Ktore z ponizszych kategorii sq
Z. zupelne

KZ. kozupelne

dla kazdej sygnatury ¢

(a) Algi(%) (d) Algz(¥)
(b) Alg;(%) (e) Alg; (%)
(c) Alg;, (%) (f) Algp, (%)
2. Ktore z ponizszych funktorow majq lewy sprzezony dla kazdej sygnatury 3¢
(a) BE: Alg(T) — Alg() (d) BE: Algi(X) — Alg(X)
(b) BE: Alg, () — Alg(X) (e) Bf: Algy(X) — Alg(X)
(c) BE™: Alg;,(3) — Alg(X) (f) BE™: Algg,(X) — Alg(X)

Uwagi:

e Mozna korzysta¢ z konstrukcji i twierdzen z wyktadu bez powtarzania ich dowodéw. Warto
pewno sobie przypomnieé (a moze i spojrzeé¢ na dowdd), ze dla dowolnej sygnatury 3, zbioru
Y-ronosci @ i inkluzji sygnatur ¥’ C ¥, kategoria Alg(X, @) jest zupelna i kozupelna, a funk-
tor reduktu _|v: Alg(X,®) — Alg(Y) ma lewy sprzezony (gdzie Alg(X, @) to kategoria
wszystkich Y-algebr spelniajacych wszystkie rownosci ®). Warto tez pamietaé, ze kategorie
rOwnowazne maja te same kategoryjne wtasnosnosci.

e Na pierwszy rzut oka mamy tu 18 probleméw. Prosze rozwigzaé tyle z nich, ile kto da rade. Na
przyklad, poprawne odpowiedzi na 1.{Z,KZ}.{a,b,c} i 2.{a,b,c} — to tylko polowa, chyba
latwiejsza — zapewnia co najmniej pozytywna ocene.

Co wiecej, argumenty i konstrukcje w dowodach pozytywnych odpowiedzi oraz kontrprzyktady
uzasadniajace odpowiedzi negatywne mogg mie¢ zastosowania do kilku pokrewnych pytan, albo
wprost implikowa¢ odpowiedzi na pokrewne pytania. Nie trzeba ich woéwczas powtarzaé¢, wy-
starczy wskaza¢ odpowiednie zaleznosci. Tak naprawde zatem jest tu mniej pytan niz moze sie
wydawac.

e Zapewne najtrudniejsze (i najciekawsze) moga sie okazaé¢ pytania 1.KZ.e i 2.e. Moze tam by¢
niezbedne wypracowanie odpowiednich pojec¢ i konstrukeji dla algebr czesciowych, o ktérych co
najwyzej wspominalem na wyktadzie. Proponuje zostawié¢ je sobie na koniec — na mocny plus
do piatki!



