Zadania z ngade@ Termin: 8.06, g. 23:59. Rozwigzania w plikach pdf
nalezy przestaé przez moodla (kazde zadanie osobno). Dla kazdego zadania sq 2 punkty
do podziatu dla wszystkich oséb, ktore wystaly poprawne rozwigzanie.

Zadanie 1. Skonstruowaé algorytm dla nastepujgcego problemu decyzyjnego.
Dany automat niedeterministyczny A nad alfabetem 3. Rozstrzygngé, czy ist-
nieje taka liczba k € N, ze dla kazdego stowa w € ¥* automat A ma co najwyzej
k roznych biegéw akceptujgcych po stowie w.

Automat z licznikiem to automat deterministyczny wyposoazony w licznik
przechowujacy liczby naturalne, ktory jest poczatkowo ustawiony na 0. Au-
tomat ten podejmuje swoje decyzje na podstawie aktualnie wezytywanej litery,
aktualnego stanu, oraz wyniku testu na zero wykonanym na liczniku. Formalnie,
automat taki ma nastepujace sktadniki:

e alfabet wejsciowy A,

zbior stanow @,

e stan poczatkowy qo,

stany akceptujace F' C @Q,
e funkcje przejscia §: Q x A x {0,#0} — Q x Z.

Ustalmy stowo wejsciowe w € A*. Konfiguracja automatu to trojka (q,i,c)
gdzie ¢ € Q to stan, 0 < ¢ < |w| to liczba wezytanych liter, oraz ¢ € N to
wartos¢ licznika. Poczatkowa konfiguracja to (gg, 0, 0), a konfiguracje koricowe to
(g, |w|, ), gdzie q € F oraz c € Z. Z konfiguracji (p, i, c), dlai > 0, przechodzimy
do konfiguracji (¢, + 1,c+ k) jesli ¢+ k > 0, §(p, a, #0) = (g, k) oraz ¢ # 0 lub
d(p,a,0) = (q,k) oraz ¢ = 0.

Zadanie 2. Pokazac, ze jesli automat z licznikiem o n stanach akceptuje jakies
stowo, to tez akceptuje stowo dtugosci co najwyzej O(n?).

Zadanie 3. Pokazaé, ze jesli automat z licznikiem o n stanach akceptuje jakies
stowo, to tez akceptuje stowo dtugosci co najwyzej O(n?).

Automat niedeterministyczny z licznikiem zdefiniowany jest podobnie jak
powyzej, z tym ze zamiast funkeji jest relacja § C Q x A x {0,#0} x Q x Z.
Automat nie ma testow na zero jesli trzecia wspoélrzedna nie ma znaczenia,
tzn. jezeli jakas pigtka nalezy do §, to piatka otrzymana przez zmiane trzeciej
wspoélrzednej réwniez.

Zadanie 4. Czy nastepujgcy problem jest rozstrzygalny?
e Dane: automat niedeterministyczny z licznikiem bez testow na zero,

e Rozstrzygnaé: czy istnieje taka stata C € N, ze dla kazdego stowa
w € A* istnieje bieg akceptujgcy z koricowq wartoscig licznika nie wiekszq
niz C?

Zadanie 5. Rozwazamy automaty ze stosem oraz z jednym licznikiem, ktory
moze przechowywaé liczby caltkowite (ujemne lub nieujemne) i je zwickszaé lub



zmniejszaé o jeden. Poczgtkowo, licznik jest ustawiony na 0. Automat w trak-
cie biegu nie moze sprawdzaé zawartoSci licznika, ale moze akceptowaé tylko
wtedy, gdy licznik jest wyzerowany, obecny stan jest akceptujgcy, oraz automat
przeczytal cate stowo wejsciowe.

Pokazaé, ze istnieje algorytm rozwigzujgcy problem pustosci dla takich au-
tomatow. Doktadniej, majgc dany automat ze stosem oraz jednym licznikiem,
rozstrzygnaé, czy istnieje stowo akceptowane przez ten automat.

Zadanie 6. Czy nastepujgcy problem jest rozstrzygalny: Dana gramatyka bez-
kontekstowa z jednym nieterminalnem i mieterminalami X; czy generuje ona
¥*2.

Niech Fy oznacza grupe wolng o generatorach {a,b}. To znaczy, jest to nie-
skoniczona grupa, ktorej elementami sa klasy rownowaznoéci stow nad alfabetem
Y = {a,b,a”!,b-1}. Rozwazana tu relacja réwnowaznosci to najmniejsza re-
lacja réwnowaznoséci ~ taka, ze aa”! ~ a"'a ~ bb~! ~ b7lb ~ £ oraz dla
u,v € X%, jesli u ~ v’ oraz v ~ v’ to uv ~ u'v'. Przykladowo, mamy ciag
rownowaznosci:

a tabaa b  ~baa b ~ BT ~ e
S~~~ S~~~

€ €
Mnozenie w Fy zadane jest przez konkatenacje (doktadniej, [u]~ - [v]~ = [u-v].).

Zadanie 7. Skonstruowaé algorytm ktory dostawszy (zwykty, niedeterministyczny)
automat nad alfabetem ¥ rozstrzyga, czy akceptuje on pewne stowo réwno-
wazne €.

Zadanie 8. Ustalmy g1,92,-..,9x € Fo. Pokazaé, ze zbior {(nq,...,ng) €
NP | gt gpt ~ e} jest semi-liniowy, tj. jest skoriczong sumgq zbioréw postaci
{v+ky-wy+ko-wat. . Akpwy | ky, ...k €N}, dlal € N orazv,wy, ..., w; € NF.

Zadanie 9. Dia liczby N € N, niech f(N) bedzie najmniejszq takq liczbg K,
ze dla dowolnych dwdch roznych liczb m,n < N istnieje automat ze stosem o
co najwyzej K stanach, akceptujgcy doktadnie jedno ze stow 1™, 1. Jaka jest
asymptotycznie funkcja f? Chodzi o odpowiedz typu O(v/N), O(log N), itp.

Zadanie 10. Powiemy, ze gramatyka bezkontekstowa jest jednoznaczna, jezeli
dla kazdego danego stowa wejsSciowego w ma ona co najwyzej jedno drzewo par-
sowania. Pokazaé, Ze istnieje algortym ktory dostawszy jednoznaczng gramatyke
G nad alfabetem A stwierdza, czy L(G) = A*.

Zadanie 11. Rozwazmy nastepujgcy problem decyzyjny.
e Dane: jednotasmowa maszyna Turinga M oraz stowo v € {0, 1}*,
e Rozstrzygnagé: czy M akceptuje stowo v w co najwyzej [v|* krokach?

1. Pokazaé, zZe nie istnieje maszyna Turinga rozwigzujgea powyzszy problem,
ktora dziata w co najwyzej 1000n? krokach na wejsciu dtugosci n.

2. Pokazaé, ze istnieje maszyna Turinga rozwigzujgca powyzszy problemjezyk
L, dziatajgca w co najwyzej nb krokach dla stow dtugosci n.



Automaty czytajace grafy

Rozwazmy nastepujacy model automatéw na grafach. Kazdy rozwazany graf G
ma zbidr skoniczony wierzchotkéw V' C N, jest nieskierowany i nie ma samopetli.

Automat grafowy wezytuje ciag wierzchotkow danego grafu G (by¢ moze z
powtorzeniami) i moze zapisaé obecnie wezytywany wierzchotek w jednym ze
swoich rejestrow (ktorych jest ustalona liczba). Decyzje o kolejnych krokach
automat podejmuje na podstawie tego, ktore z wierzchotkdéw w jego rejestrach
sa polaczone krawedzia, lub sa rowne obecnemu wierzchotkowi.

Doktadniej, automat grafowy A ma:

e skoriczony zbior stanow (@,

e zbiér stanéw poczatkowych I C @ oraz akceptujacych F' C Q;
e skonczony zbior rejestrow R;

e relacje przejscia 6 € Q x P(R) X R x Q.

Tranzycja postaci (q,S,r,q") jest interpretowana jako instrukcja: jesli jestes
w stanie q oraz obecnie wezytywany wierzchotek jest sgsiadem wierzchotkow w
rejestrach S C R, to zapisz obecny wierzchotek w rejestrze r i przejdz do stanu
q. To jest sprecyzowane ponizej.

Dla grafu G oraz ciagu jego wierzchotkow vy, ..., v, konfiguracja automatu
A ma nastepujace sktadowe:

e pozycje 1 <i <k,

e wartosciowanie rejestrow p: R — {v1,..., vk},

e stan q € Q.

Niech p[s — v] oznacza waluacje otrzymana z p przez zamiane wartosci
p(s) na v. Bedac w konfiguracji (i, p, q) automat moze przejs¢ do konfiguracji
(i +1,p[s — vi11],q'), gdzie i < k oraz s € R, jezeli (¢,5,s,q') € §, gdzie

S ={s € R|p(s) jest sqgsiadem v,y w G}.

Konfiguracja poczatkowa to (1,77, qo), gdzie vg: R — {v1,..., v} to funkcja
stale rowna v,. Konfiguracja akceptujaca to konfiguracja ze stanem akceptuja-
cym oraz ostatnig pozycja w ciagu.

Automat A akceptuje graf G jezeli istnieje enumeracja vy, ve,. ..,V jego
wierzchotkow (bez powtodrzen) taka, ze A ma bieg akceptujacy po vy, ..., U.

Zadanie 12. Czy istnieje algorytm, ktory dostawszy automat grafowy A roz-
strzyga, czy A akceptuje pewien graf G?

Zadanie 13. Czy istnieje algorytm, ktory dostawszy automat grafowy A roz-
strzyga, czy A akceptuje kazdy graf G ¢



