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1 ZMIENNE LOSOWE

1 Zmienne losowe

Niech dana bedzie prestrzen probabilistyczna ({2, F, P). Funkcje X okreslona na zbiorze
zdarzen elementarnych €2, o wartosciach bedacych podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych

X:Q-=Y,
Y C R oraz taka, ze dla kazdego ¢t € R zbior
{lwe: X(w) <t}

jest zdarzeniem, czyli nalezy do zbioru zdarzen F', nazywamy zmienna losowa.
Podstawowe typy zmiennych losowych to

e Dyskretna (skokowa): Przyjmuje wartosci ze skoniczonego lub przeliczalnego zbioru,
np. wynikow rzutu kostka

e Ciagla: Przyjmuje ciagle wartosci ze zbioru R, np. pomiaréw ekspresji gendéw
Przyklad 1.1. (Zmienna losowa ciagla)

e Eksperyment: rejestracja czasu X $wiecenia losowo wybranej zaréwki, do przepalenia.

e X to zmienna losowa o wartosciach rzeczywistych nieujemnych.

o Wylosowanie innej zaréwki da na og6l inna wartosé. Wartosci te sa przyjmowane z
pewnym prawdopodobienstwem, ktére mozemy oszacowaé, losujac i rejestrujac odpo-
wiednio duzo razy.

X

1.1 Rozklady zmiennych losowych

Rozklad zmiennej losowej X to funkcja Px(A) = P(X~1(A)), gdzie A to dowolny podzbior

zbioru wartosci Y, a P to miara prawdopodobienistwa okreslona na zdarzeniach losowych.

(A € B(Y), gdzie B(Y) sigma-cialo podzbioréw zbioru wartosci zmiennej losowej X. )
Dystrybuanta zmiennej losowej X to funkcja dana wzorem

Fx(t) =P{w e Q: X(w) <t}) =Px({zx: 2 <t}) = Px((—o0,t))

Rozklad zmiennej dyskretnej X zdefiniowany jest przez zbior par z, Px(x), gdzie z € Y
wartosé zmiennej X, a Px(z) = Px(X =2) = P{w € Q: X(w) = z}): prawdopodobien-
stwo, ze zmienna X przyjme warto$¢ x. Inaczej ujmujac

Px(z) = P(X™!(2))
Dla dyskretnego rozktadu prawdopodobienistwa mamy

e Dla dowolnego A CY, Px(A) =3, 4 Px(xi)

[ ] Zz PX (l’z) = 1
Rozklad zmiennej cigglej X, to rozktad Px dla ktoérego istnieje funkcja f, taka ze

Px(A)= | f(x)dzx
/

zwana funkcja gestosci prawdopodobieristwa.
Dla ciagtego rozktadu prawdopodobienstwa mamy

. 770 flz)de =1

e Dystrybuanta X wyraza sie wzorem Fx (t) = fioo f(x)dx



1.2 Wartosé oczekiwana zmiennej losowej 2 WAZNE ROZKEADY

1.2 Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej

Intuicyjnie ujmujac, wartosé oczekiwana to wartos¢ okreslajaca spodziewany wynik doswiad-
czenia losowego.
Wartosé oczekiwang zmiennej dyskretnej X o rozkladzie Px definiujemy jako

E(X) = Z .’I}iPX (J,‘Z)

Wartosé oczekiwang zmiennej ciagtej X o gestosci rozkladu f definiujemy zas jako

o0

E(X) = / o f (x)dz.

— 00
Wtasnosci wartosci oczekiwanej:

o ElaX +bY] =aE[X]+bE[Y].
o B, Xi] = 3L, E[XG]

1.3 Wariancja zmiennej losowej

Intuicyjnie, jest to miara zmienno$ci zmiennej losowe;j.
Wariancje zmiennej losowej X liczymy jako $rednig kwadratéow odchylen od wartosci
oczekiwanej.

Var(X) =E ((X ) (X))Q)

Zachodzi tez
Var(X) = E (X?) - (E(X))*

Wtlasnosci wariancji:
o Var[aX +b] = E[aX +b—aE[X] - b]?> = a®E[X — E[X]]? = a® Var[X].
e dla niezaleznych zmiennych losowych Xi,..., X, Var[y ., X;] = > " | Var[X;]

1.4 Kwantyle

Kwantylem rzedu p (0 < p < 1) dla zmiennej losowej X typu ciaglego o dystrybuancie F' i
gestodci f nazywamy kazda liczbe x, spelniajacg ktorykolwiek z réwnowaznych warunkéw:

F(z,) = p
P(X<xzp) = p
[ @ =

Mediana to kwantyl rzedu p = 0.5

2 Wazne rozktady

Rozklady zmiennych losowych mozna podzieli¢ na grupy

e Rozklady jednostajne, dyskretny lub ciagly

e Rozklady zwiazane ze schematem Bernoulliego, lub losowaniem z badz bez zwracania:
rozklad zero-jedynkowy, dwumianowy, geometryczny i hipergeometryczny

e Rozklady zwiazane z rozkladem Poissona: Poissona i wyktadniczy

e Rozklad normalny, wystepujacy czesto w naturze, i inne zwigzane z nim: t-Studenta,
chi-kwadrat
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2.1 Rozklad jednostajny dyskretny (Uniform(n))

Zmienna X o rozkladzie jednostajnym dyskretnym przyjmuje z tym samym prawdopodo-
bienistwem wartosci z dowolnego skoriczonego zbioru. Tutaj oznaczamy go {1,...,n}, gdzie
parametr n to liczba catkowita dodatnia.

Px(x)=1/n, dlaz=1,2,...,n

1
E(X) ="
2
n?—1
X =
Var(X) 5
Przyklad 2.1. (Rzut kostka) n = 6, E(X) = 3.5, Var(X) = . X

2.2 Rozklad jednostajny ciagly (Uniform(a,b))

Zmienna X o rozkladzie jednostajnym ciaglym przyjmuje wartosci z danego przedziatu [a, b]
z tym samym prawdopodobieristwem proporcjonalnym do jego dtugosci.

Px(x) = %a’ dla z € [a, b]

b
a+b
E(X) =
(x)="3
(b—a)®
Var(X) =
ar(X) B
Przyklad 2.2. Blad zaokraglania do liczb catkowitych na przedziale [—0.5,0.5]. X

2.3 Rozklad zero-jedynkowy (Bernoulli(p))

Zmienna X o rozkladzie zero-jedynkowym odpowiada prébie Bernoulliego mogacej zakori-
czy¢ sie sukcesem (wartosé 1) albo porazka (0). X przyjmuje wartosc 1 z prawdopodobieri-
stwem p i wartosé 0 z przwdopodobienstwem 1 — p.

Px(0)=1-p,Px(1)=p

E(X)=p
Var(X) = p(1 - p)
Przyklad 2.3. (Rzut moneta) p=1—p=E(X) =0.5, Var(X) = 1/4. X

2.4 Rozklad dwumianowy (Binomial(n,p))

Zmienna X jest suma wynikow w n probach Bernoulliego (schemacie Bernoulliego), czyli
X = x oznacza, ze w n probach bylo x sukcesow (Binomial(1,p)=Bernoulli(p))

Px(z) = <

Z)pr(l —p)" %, dlaz=0,1,...,n
E(X)=mnp
Var(X) = np(1 - p)

Przyklad 2.4. Losowanie ze zwracaniem (po losowaniu odktadam spowrotem) z N kul,
gdzie M jest bialych a N — M czarnych. Sukces to kula biata. Prawdopodobienistwo sukcesu
za kazdym losowaniem to M/N. Losowanie n razy ze zwracaniem to schemat Bernoulliego.
X
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Rysunek 1: Rozklad dwumianowy. Ilustracja z https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Binomial_distribution_pmf.svg

2.5 Ujemny rozklad dwumianowy (NegativeBinomial(p,r))

Rozktad liczby prob Bernoulliego (z prawdopodobieristwem sukcesu p w jednej probie) po-
trzebnych do uzyskania pierwszych r sukceséw.

-1
Px(z) = (f 1)(}9)7"(1 -p)* ", dlaz=rr+1,...

2.6 Rozklad wielomianowy (Multinomial(n,py,...,px))

Uogolnienie rozktadu dwumianowego. Tutaj zmienna X = [X1,..., X7 jest k-wymiarowa
zmienna, zliczajaca ile wypadlo wynikéw i-tego rodzaju w n probach, kazdy z prawdopo-
dobienstwem pi, ..., py, gdzie Y, p; = 1. Czyli warto¢ zmiennej losowej © = [z1,...,zx])7
oznacza, ze w n probach bylo x; wynikéow typu ¢, ¢ € 1,...,k, przy czym Zf n; = n oraz
Z; :0,1,...,’[1.

n
PX([xl,...,xk]T) = <x1 xk)p’flpg2 DR,

gdzie (zlnmk) =n!/(x1lx!. .. zy!).
E(X;) = np;
Var(X;) = np;(1 — p;.

2.7 Rozklad hipergeometryczny (Hypergeometric(N, M, n))

Rozktad liczby sukcesow w pierwszych n proébach Bernoulliego, przy zalozeniu, ze w N
prébach bedzie M sukcesow.

(%) (;i;?f )

E(X)=mnp
Var(X) = (N —n)(N = 1)np(1 - p),

Px(z) = dlaz=0,1,...,n

M
gdzie p = .
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Przyklad 2.5. Losowanie bez zwracania (element wylosowany nie wraca z powrotem) z
pudetka, w ktorym jest N kul, w tym M kul biatych. Losujemy n kul. Zmienna losowa
zliczajaca, ile kul bialych wylosujemy siegajac po n kul ma rozktad hipergeometryczny. X

2.8 Rozklad geometryczny (Geometric(p))

Rozklad liczby préb Bernoulliego (z prawdopodobieristwem sukcesu p w jednej probie) po-
trzebnych do uzyskania pierwszego sukcesu.

Px(z)=p(1—p)* ! dlaz=1,2,...

1
E(X) = -
(X) .

1-p

Var(X) = e

e
©
T

Rysunek 2: Po lewej: rozklad geometryczny jak zdefiniowany powyzej. Po prawej: rozktad
geometryczny w definicji liczby porazek przed pierwsza proba (wowcezas wartosci zmiennej
losowej geometrycznej to z = 0,1,...).

Przyklad 2.6. Szansa na wygranie w loterii to 1 do 14mln. Jaka jest warto$¢ oczekiwana
liczby kuponoéw, ktére musze naby¢, aby wygraé w loterii? X

2.9 Rozklad Poissona (Poisson(\))

Rozktad liczby zdarzen w jednostce czasu przy zalozeniu ze zdarzenia zachodza jednostajnie
w czasie z czestotliwodcia A.

Px(x) = %e‘A, dlaz =0,1,...
E(X) = A
Var(X) = A

Mowi sie o nim "Prawo malych liczb", gdyz okresla rozktad prawdopodobieristwa liczby
wystapien zdarzenia, ktére zdarza sie rzadko ale ma bardzo wiele mozliwosci, aby sie zdarzyé.
Rozktad Poissona mozna wyprowadzi¢ z rozkltadu dwumianowego, gdy liczba préb n — oo
i prawdopodobienstwo sukcesu p — 0, tak, ze np = .
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Niech X - liczba zdarzen w danym przedziale czasowym
Podzielmy ten przedzial na bardzo wiele (n) bardzo matych podprzedziatow.

Tak malych, ze prawdopodobieristwo zajscia wiecej niz jednego zdarzenia jest zanie-
dbywalne w poréwnaniu z prawdopodobienstwem p zajscia jednego zdarzenia (ktore
samo jest bardzo male).
Zalozmy, ze

1. zdarzenia w podprzedziatach sa niezalezne

2. prawdopodobieristwo zdarzenia jest identyczne w kazdym podprzedziale

3. zdarzenia nie zachodza naraz
Rozktad X bedzie przyblizony przez rozklad dwumianowy, z liczba préb n réwnej licz-

bie podprzedzialow i prawdopodobienstwem sukcesu p. A ten rozklad z kolei przybliza
rozktad Poissona z parametrem np.

04F T T T
F o A=1
0.3F r=4 .
E o A=10
0.2F 3
0.1F 4
0.0t " .
0 5 10 15 20

Rysunek 3: Rozktad Poissona. Ilustracjazhttps://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Poisson_distribution_PMF.png

Przyklad 2.7. Rozklad Poissona: Policz w R Rozwazmy dwie kostki rzucane razem 100

razy.

Niech X zmienna losowa odpowiadajaca liczbie razy, gdy wypadly dwie szo6stki. Roz-

ktad X to rozktad dwumianowy z n = 1001 p = 1/36.
a Policz w R prawdopodobienistwa X =k dla k =0,...,11.

b

Przyblizmy ten rozkltad rozkladem Poissona z A = np. Policz te same proawdopodo-
bieristwa w przyblizonym rozktadzie.

X

2.10 Rozklad Poissona-alternatywna definicja (Poisson(\t))

Rozktad liczby zdarzeri w przedziale czasowym dlugosci ¢ przy zalozeniu ze zdarzenia za-
chodza jednostajnie w czasie z czestotlwoscia .

x
Px(z) = (At') e dlaz=0,1,...
!
E(X) = Xt
Var(X) = Mt

Powyzej definiowaliSmy przyjmujac ¢ = 1.
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2.11 Rozklad wykladniczy (Exp(\))

Rozktad czasu, ktory uptynie do pierwszego zdarzenia, przy zalozeniu ze zdarzenia zachodza
jednostajnie w czasie z czestotlwoscia A.

f(z) =Xe™?*, dla z € [0,00)

E(X)=1/X
Var(X) = 1/\?

Dystrybuanta rozkladu wyktadniczego wyraza si¢ wzorem F(z) = ffoo flu)du =1 — e

dlaz<0iF(z)=0dlaz <0.

L5
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Rysunek 4: Rozklad wykladniczy. Ilustracja z https://upload.wikimedia.org/
wikipedia/commons/b/bl/Exponential_distribution_pdf .png

Rozktad wyktadniczy ma wlasnosé braku pamieci (patrz zadania).
Rozklad wyktadniczy $cisle wiaze sie z rozkladem Poissona.

e Wezmy rozktad Poissona z parametrem A\ odpowiadajacy liczbie zdarzen w jednostce
czasu.

e Zal6zmy, ze zdarzenie nastepuje w chwili ¢g.
e Niech zmienna T oznacza czas do nastepnego zdarzenia.

e Rozklad T mozna wyznaczy¢ z prawdopodobienistwa

P(T > t) = P( w przedziale (to,to + t) nie zaszlo zadne zdarzenie).

e Liczba zdarzen w przedziale (tg,to + t) dlugosci t zadana jest rozkladem Poissona z
parametrem At

— a zatem to prawdopodobieristwo wynosi ™ =

— = 1 - dystrybuanta rozktadu wyktadniczego z parametrem A
— czyli rozktad T to wykladniczy z parametrem .
e W ogdlnosci, czasy pomiedzy kolejnymi zdarzeniami w rozkladzie Poissona()), to nie-

zaleznie i identycznie roztozone zmienne losowe o rozktadzie wyktadniczym z parame-
trem A.


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b1/Exponential_distribution_pdf.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b1/Exponential_distribution_pdf.png
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2.12 Rozklad Laplace’a (Laplace(u, o))

Funkcja gestosci prawdopodobieristwa dla rozktadu Laplace’a wyraza sie wzorem

flxsp,0) = %eXp (—M) ,

g

gdzie p € R, 0 € R.

E(X)=n
Var(X) = 20°
Dystrybuanta
l—lexp(—Z2), dlaz>p
F — 2 o ) -
(@) { %exp (z;”) ,dlaz <0
o5 Tl 7
IJ:O' h=] —
p=0, b=2 —
04 |- p=0, b=4 |
p=-5, b=4

Rysunek 5: Rozktad Laplace’a-wykres gestosci. Ilustracja z https://upload.wikimedia.
org/wikipedia/commons/thumb/0/0a/Laplace_pdf_mod.svg/500px-Laplace_pdf_mod.
SVE.png

2.13 Rozklad Normalny (Normal(u,c?))

Zwany takze rozkladem Gaussowskim. Parametry: §rednia p € R, wariancja 02 € R, z
dodatnim pierwiastkiem (odchylenie standardowe).

flz) = 12 exp (—@2;5)2) ,dlazeR
E(X)=n
Var(X) = o?

Rozklad normalny standardowy ma $rednia p = 0 i wariancje o2 = 1. Stad, jego funkcja
gestosci to

1 2
= ——¢ /2 dl e R
T e , dla z
f(z) o

10


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/0a/Laplace_pdf_mod.svg/500px-Laplace_pdf_mod.svg.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/0a/Laplace_pdf_mod.svg/500px-Laplace_pdf_mod.svg.png
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/0a/Laplace_pdf_mod.svg/500px-Laplace_pdf_mod.svg.png

2.14 Rozklad x? (ChiSquared(v).) 2 WAZNE ROZKEADY
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Rysunek 6: Rozklad normalny-wykres gestosci. Ilustracja z https://upload.wikimedia.
org/wikipedia/commons/thumb/7/74/Normal_Distribution_PDF.svg/1000px-Normal _
Distribution_PDF.svg.png
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3 standard deviations of the mean
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Rysunek T7: Rozktad normalny-Regula empiryczna. Ilustracja z https://upload.
wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a9/Empirical_Rule.PNG

2.14 Rozkltad x? (ChiSquared(v).)

Rozktad sumy kwadratéw v niezaleznych rozkladéw standardowych normalnych. Parametr
v jest liczba catkowita dodatnia i zwany jest stopniem swobody.

xv/Q—le—z/Q

f(x)zm dlaz >0
E(X)=v
Var(X) = 2v

2.15 Rozklad t—Studenta (t(v).)

Rozktad wartosci zmiennej X gdy X = —%— dla zmiennej Y standardowej normalnej
\Z/v

Y ~ Normal(0,1) i Z ~ ChiSquared(v). Parametr v jest liczbg catkowita dodatnig i
zwany jest stopniem swobody.

L ()

@) = Z5r @ + a2 )

Ve dlax e R

11
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Rysunek 8: Rozklad x? - wykres gestosci. Ilustracja z Wikipedia

E(X) =0

Var(X) = S

Zastosowania rozkladow x? i t — Studenta w statystyce odkryjemy na nastepnych wy-
ktadach.

2.16 Rozklad Snedecora-Fishera F' (F(vy,12))

Y/Vl
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Rysunek 9: Rozklad Snedecora-Fishera F. Tutaj dy = v1 i dy = v5. Wikipedia
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2.17 Przydatne funkcje: gamma i beta 2 WAZNE ROZKEADY

2.17 Przydatne funkcje: gamma i beta

O funkcjach gamma i beta mozna mys$le¢ jak o odpowiednio cigglych wersjach silni n! i
symbolu Newtona (}).
Funkcja Beta B(«, ) zdefiniowana jest na liczbach dodatnich «, 8 > 0 jako

1
_ a—171 _ \B—134 _ ['(a)T(B)
B(a,ﬂ)—o/t (1-1¢) dt_il“(a—}ﬁ)'
Dla « i 8 dodatnich catkowitych
(a —1!(5—1)!

Bl f) =551

Funkcja Gamma I'(z): Ry — R zdefiniowana jest na liczbach dodatnich z > 0

oo

I(z) = /tm_le_tdt

0

Poniewaz I'(x + 1) = 2T'(z) 1 I'(1) = 1, dla dodatniego catkowitego x zachodzi
I(z)=(x—1)!

2.18 Rozklad Gamma (Gamma(\,r))

Rozktad czasu, ktory uptynie do pierwszych r zdarzen, przy zalozeniu ze zdarzenia zachodza
jednostajnie w czasie z czestotlwoscia A.

A" le™ M dla € [0, 00)

flx) =

L(r)
E(X)=r/A
Var(X) = r/\?

2.19 Rozklad Beta (Beta(a, )

Rozktad tej czesci jednostki czasu, ktory uptynie do pierwszych « zdarzen, przy zalozeniu
ze zachodzi o + 8 zdarzeni na jednostke czasu (jednostajnie tak jak w rozkladzie Poissona).

o —r B—1
f(z) = (B}(aﬁ))’ dla z € [0, 1]
=G+
Var(X) = ap

(a+pB)?(a+p+1)
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