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USTALENIE RELACJI KONSEKWENCJI

Niech S bedzie formalnym systemem opartym na zbiorze aksjomatéw S.

RODZINA MODELI PRAWDZIWYCH

Przez MOD(S) oznaczamy rodzine wszystkich modeli, w ktérych S sa
przawdziwe (ktére modeluja S).

Poprzednio wykorzystywalismy juz relacje |=¢.
Mozemy ja teraz przedefiniowa¢ (réwnowaznie), by lepiej stuzyta naszym
celom:

KONSEKWENCJA SEMANTYCZNA W S
Przy poprzednich oznaczeniach:

Fs¢ ©der YmemopsM E" ¢
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PELNOSC SYSTEMU DOWODZENIA

W dalszych rozwazaniach zaktadamy, ze S jest ustalonym systemem
dowodzenia. Petnos¢ systemu dowodzenia oznacza, ze

Fs¢ & FEg¢

Z twierdzenia o poprawnosci mamy juz jedna implikacje:

Fs¢ = kgo

Aby pokaza¢ druga implikacje, skonstrujemy specjalny model (v-strukture)
(C,v) € MOD(S) zwany modelem kononicznym dla S.

Model (Cs, vs) jest w pewnym sensie najbardziej uniwersalnym modelem w
MOD(S).

Wtasnos¢ te wyrazamy w nastepnym twierdzeniu.
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TWIERDZENIE O PELNOSCI

TWIERDZENIE O PELNOSCI (W' MODELU KANONICZNYl\“I)

Dla kazdego standardowego systemu wraz z modelem kanonicznym (Cs, vs)
i dla kazdej formuty ¢, nastepujace warunki s3 réwnowazne:

(i) (Cs,v5) E" ¢
(i) Fs ¢
(iii) =g ¢
Zauwazmy, ze implikacja (i7) = (iii) to jest po prostu poprawnos¢ systemu
dowodzenia.
Implikacja (ii7) = (7) jest oczywista, gdyz (C,v) € MOD(S).
Zatem gtownga trescia tego twierdzenia jest implikacja (i) = (ii).

V.
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KROKI W KONSTRUKCJI MODELU KANONICZNEGO

Intuicyjnie, zbiér formut ® jest sprzeczny wzgledem systemu S jesli mozna
wyprowadzi¢ formute | ze zbioru ®.

Poniewaz WtASNOSC DEDUKCJI nie zachodzi dla relacji konsekwencji
syntaktycznej, definiujemy pojecie niesprzecznego zbioru formut modalnych
poprzez relacje konsekwencji stabego dowodu ¢’

DEFINICJA — S-NIESPRZECZNOSC

Zbior formut modalnych ® nazywamy niesprzecznym z S (lub
S-niesprzecznym) jezeli ~[® ¢ L] tzn. jesli nie istniejg formuty
d1, ..., 0 € O takie, ze

Fs A1 A oo A b — L

Przez CON(S) oznaczamy zbiér wszystkich S-niesprzecznych zbioréw
formut.
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MAKSYMALNIE NIESPRZECZNY ZBIOR FORMUL

DEFINICJA — MAKSYMALNA S-NIESPRZECZNOSC

Zbiér formut modalnych ® nazywamy maksymalnie niesprzecznym z S (lub
maksymalnie S—niesprzecznym) jezeli ® jest S—niesprzeczny i zaden jego
wiasciwy nadzbidr nie jest S—niesprzeczny.

Przez MAXCON(S) C CON(S) oznaczamy zbiér wszystkich
maksymalnie S—niesprzecznych zbioréw.

Zbior MAXCON(S) ma kilka ciekawych wtasnosci. Po pierwsze, z
definicji wynika, ze kazdy zbiér ® € MAXCON(S) jest réwniez
elementem zbioru CON(S), oraz dla kazdej formuty ¢ mamy

dU{p} € MAXCON(S) = ¢p e ®

Po drugie, z niesprzecznosci wynika, ze nie istnieje taka formuta ¢ taka, ze
zaréwno ¢ i ¢ naleza do ®. Z maksymalnosci wynika, ze dla kazde;j
formuty ¢, albo ¢ albo =¢ musi naleze¢ do ®.
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WrAsNOSCTI MAXCON(S)

Ponizsze twierdzenie pozwala na swobodne operowanie spéjnikami

logicznymi (zdaniowymi) w ramach formut nalezacych do maksymalnie

niesperzecznego zbioru formut.

TWIERDZENIE — WEASNOSCI MAXCON(S)

Niech ® € MAXCON(S).

Wiemy wtedy, ze T € @, L ¢ ® oraz:

—pcd
YNNG e D
YVoedb

- — 60 d

=

=
=
=

¢ ¢
Ypedifhed
YeEDlubhed
Y& Plubbhed
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NIETRYWIALNOSC MAXCON(S)

Musimy pokaza¢, ze MAXCON(S) jest niepusty i zawiera dostatecznie
duzo zbioréw formut zeby odrézni¢ formuty, ktére powinny byé rozréznialne.

LEMAT 1 — ISTNIENIE MAXCON(S)

Dla kazdego zbioru formut ® € CON(S) istnieje X € MAXCON(S)
taki, ze ® C X.

Dowd6d: Niech {¢; : i < w} bedzie numeracja wszystkich formut.
Definiujemy ciag zbioréw formut {A, : r < w} nastepujaco:

Ay = @

A B A, U{¢,} jesli ten zbiér nalezy do CON(S),
rtl = A, w przeciwnym przypadku.

Zauwazmy, ze A, € CON(S) dla wszystkich r < w, wéwczas definiujemy
2= J{A,: 7 <w} € CON(S)
Z przeprowadzonej konstrukgeji réwniez mamy ¥ € MAXCON(S).
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DOSTATECZNOSC MAXCON(S)

Z Lematu 1 (o istnieniu MAXCON(S)) mozemy pokaza¢, nastepujacy
nastepujacy fakt:

Dla kazdego zbioru formut ¥ i formuty ¢, mamy réwnowaznosé

Vg ¢ < Vsemaxcon) [¥Y € X = ¢ €]

Z lematéw 1 i 2 otrzymujemy wniosek:

dla kazdej formuty ¢ mamy

Fs¢ & Vsemaxcong) ¢ € ¥
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STRUKTURA I WARTOSCIOWANIE KANONICZNE

JesteSmy juz gotowi do skonstruowania struktury modelu kanonicznego
CS = (S, —>)

Zbidr stanéw definiujemy przez S = MAXCON(S). Relacje przejscia
— miedzy stanami X, A € S okreslamy nastepujaco:

S A & VY [dpeT= e

Dalej bedziemy uzywaé oznaczenia A < ¥ (czyt.: A jest nastepnikiem X)
zamiast ¥ — A.
Wartoéciowanie kanoniczne vs: VAR x S — {0,1} dla Cs = (S, —)
definiujemy przez

1 jesli pe X,
vs(p,X) = { 0 w przeciwnym przypadku.

dla dowolnej zmiennej p € VAR i stanu ¥ € S.
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WELASNOSCI MODELU KANONICZNEGO

Z Lematu 1 (o istnieniu) mamy:

Dla kazdego stanu X € S i kazdej formuty ¢ mamy réwnowaznos¢:

Cp e X = Vryoy [gb € T]

Mozemy réwniez przez indukcje wzgledem konstrukgeji formuty udowodnié¢
nastepujacy lemat.

Dla kazdego stanu X € S i kazdej formuty ¢ mamy réwnowaznos¢:

(Cs,v5),0) F¢ & pEY

Stad mamy whniosek.

WNIOSEK

Model kanoniczny (Cs, vs) jest modelem dla S
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DOWOD PELNOSCI

Przypomnijmy, ze dowdd twierdzenia o petnosci sprowadzilismy do
dowiedzenia implikacji (i) = (i), tj.

(Cs,v5) E” & = ks

KONCOWY KROK W DOWODZIE PELNOSCI
Niech ¢ bedzie dowolna formuta. Z lematéw 1-4 mamy:

Cs,v5) E' ¢ & Vses((Cs,15),%) E ¢
& Vsesp € X
= |—§ gf)

Co konczy dowdd twierdzenia o petnosci dla logiki modalne;j.
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RODZINY MODELI KRIPKEGO

Niech MOD bedzie rodzing wszystkich modeli Kripkego. Kazdy model
Kripkego (dla logiki jedno-modalnej) mozemy interpretowac¢ jak relacje na
zbiorze stanéw. Wyr6zniamy pewne modele wedtug wtasnosci
odpowiadajacej im relacji.
Oznaczmy przez:

MQOD" : rodzing wszystkich modeli zwrotnych (reflexive)

MQOD? : rodzing wszystkich modeli symetrycznych (symmetric)

MOD" : rodzing wszystkich modeli przechodnich (transitive)

MOD! : rodzine wszystkich modeli liniowych (serial)

MOD® : rodzine wszystkich modeli Euklidesowych (Euclidean)

Relacja R jest liniowa (szeregowa) wtw, gdy Vs3;(s,t) € R
Relacja R jest Euklidesowa wtw, gdy

Vstu((s,t) € RA(s,u) € R= (t,u) € R)
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PODRODZINY MODELI KRIPKEGO

Mozemy réwniez uzywac jednoczesnie kilka gérnych indekséw, np.
MOD"t oznacza rodzine wszystkich modeli zwrotnych, symetrycznych i
przechodnich (czyli relacji réwnowaznosci).

Z wtasnosci formut wyréznionych (aksjomatéw) mozemy pokazac, ze:

(T) MOD" C MOD(T);
(S4) MOD™ C MOD(S4)
(S5) MOD™ C MOD(S5)

(KDD45) MOD € MOD(KD45)

Niestety, nie wszystkie inkluzje s3 odwracalne. Np. nie kazdy model w
MOD(S5) musi byé relacja réwnowaznosci.
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PEELNOSC W SENSIE KRIPKEGO I KANONICZNOSC

DEFINICJA — PELNOSC W SENSIE KRIPKEGO
Moéwimy, ze system formalny S jest petny w sensie Kripkego jesli

Fs¢ & ¢

dla dowolnej formuty ¢

DEFINICJA — SYSTEM KANONICZNY

Moéwimy, ze system formalny S jest kanoniczny jesli jego model kanoniczny
Cs jest strukturalnym modelem dla S.

Zachodzi nastepujace twierdzenie (bez dowodu):

Kazdy kanoniczny system jest petny w sensie Kripkego

Przyktadami systeméw kanonicznych sg K, KD i KR.
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ROZSTRZYGALNOSC SYSTEMU FORMALNEGO

Bedziemy rozpatrywaé problemy dowodliwosci, spetnialnosci i prawdziwosci
formut modalnych w danym systemie formalnym.

Pokazemy, ze problem badania prawdziwosci formut modalnych w zadanym
systemie formalnym jest roztrzygalny tzn., ze dla kazdego systemu
dowodzenia S istnieje algorytm As, ktéry dla kazdej formuty ¢ sprawdza w
czasie skoficzonym czy ¢ jest poprawna/prawidfowa (valid) w S .

Formuta ¢ jest poprawna/prawidtowa (valid) w klasie modeli (struktur)

Kripkego jesli jest prawdziwa we wszystkich stanach wszystkich modeli
(struktur) z tej klasy.
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DLUGOSC FORMULY

Dana jest formuta modalna . Intuicyjnie, dtugos¢ formuty v (oznaczona
przez |v|) jest liczba symboli logicznych wystepujacych w .

Formalnie, dtugosé formuty mozemy definiowac rekurencyjnie wzgledem
budowy formuty:

DEFINICJA — DEUGOSC FORMULY

p| = 1 dlape VAR
=y ] +1
[WAgl = [YVé|l=I[Y—¢l=Y|+|¢]+]1
IOy = [0¢] =[y] +1

Na przyktad dla formuty
Y=0p—=0(qV-r)A-r
mamy |¢| = 11.
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PODFORMULY

Pojecie podformuty tez mozna definiowa¢ rekurencyjnie:

DEFINICJA — PODFORMULY

Formute ¢ nazywamy podformuta formuty ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
spetnia jeden z nastepujacych warunkéw:
° ¢ =1
@ 1) =6 i ¢ jest podformuta 6;
e =11 © 1y (gdzie ® € {V,A\,—}) i ¢ jest albo podformuta v lub
podformuta ¢o;
e ¢»y =00 i ¢ jest podformuta 6;

Zbiér wszystkich podformut 1) oznaczamy przez Sub(v))

Na przyktad dla formuty ¢ z poprzedniego slajdu mamy

SUbW) = {p’ q,r, T, gV, D(q\/_"l"),p — D(q\/_'r)v D(p - D(q\/—'T)), ¢}
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PODFORMULY — WELASNOSCI

Nastepny lemat jest wazny dla dalszych rozwazan.

LEMAT — WELASNOSCI PODFORMUL
Dla kazdej formuty ¢ zachodzi nieréwnos¢

|Sub(¢)] <[]

Twierdzenie o roztrzygalnosci, sprowadzimy do udowodnienia dwéch
waznych krokéw (twierdzen pomocniczych):

@ Pokazemy, ze koszt sprawdzenia prawdziwosci (model-checking)
formuty w strukturze Kripkego zalezy od dtugosci formuty i wielkosci
struktury.

@ Pokazemy, ze istnieje skonczony model Kripkego, ktéry na mocy pkt.
1 pozwoli na sprawdzanie poprawnosci w sposéb algorytmiczny w
czasie skofnczonym.
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KOSZT WERYFIKACJI

TWIERDZENIE — KOSZT WERYFIKACJI
Dla kazdej struktury (IC,val, s) i formuty 1), relacje

(K,val,s) =

mozna sprawdzi¢ w czasie O(|¢] - |K|?)

Dowdd: Uporzadkujemy podformuty i wedtug ich dtugosci:

Sub(¢) = {1, d2, ..., ox}

w ten sposéb, by zachodzito i < j gdy ¢; jest podformuty ¢;.
Po kolei, dla i = 1,2, ..., sprawdzamy relacje (K,val, s) = ¢; dla
wszystkich stanéw s w IC. Dla kazdej ustalonej formuty ¢;, czas sprawdzen

dla wszystkich stanéw wynosi O(|KC|?).
Q.E.D.
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WELASNOSC SKONCZONEGO MODELU

Dla uzyskania rozstrzygalnosci musimy jeszcze pokazaé, ze w oszacowaniu
wystepujacym w poprzednim twierdzeniu czynnik |K| jest skoficzony.

Twierdzenie, ktére o tym méwi nosi nazwe wfasnosci skoriczonego modelu.

Ogdlnie, dowolny system formalny (logika) L. ma wtasnos¢ skoniczonego
modelu (fmp - finite model property), jesli istnieje taka rodzina modeli M
dla L, ze jesli formuta v nie moze byé wyprowadzona z IL to istnieje
skoficzony model w rodzinie M w ktérym 1) jest fatszywe.

Whtasnosc ta zachodzi dla logik monomodalnych i wielomodalnych.

TWIERDZENIE — WLASNOSC SKONCZONEGO MODELU

Jesli formuta ¢ jest niesprzeczna w systemie dowodzenia S to istnieje
model K dla S o niewiecej niz 2!%! stanach taki, ze:

KEsy
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WELASNOSC SKONCZONEGO MODELU — DOWOD

Przez Sub*(¢) oznaczamy zbiér wszystkich podformut 1) i ich negacji tzn.:

Sub* (1) = Sub(yp) U{—¢ : ¢ € Sub(¢y))}

Podobnie jak w przypadku twierdzenia o petnosci, rozpatrywamy pewne
podzbiory formut ¥ € Sub*(v), ktére sa niesprzeczne (tzn. X Fg L).

Niech MAXCON(%)) bedzie rodzing maksymalnie niesprzecznych zbioréw
formut z Sub*(¢). Konstrujemy model Kripkego K = (S, —). Zbior
stanéw definiujemy przez S = {sy : ¥ € MAXCON(¢)}. Relacje
przejscia — miedzy stanami sy, sp € S okreslamy nastepujaco:

Sy: — SA = Vo [0 € ¥ = 6 € A]

dla dowolnej zmiennej p € Sub(¢) i stanu X € S, wartosciowanie val
definiujemy przez

[ 1 jesli pex,
val(p, %) = { 0  w przeciwnym przypadku.
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WELASNOSC SKONCZONEGO MODELU — DOWOD

Pokazemy, ze dla kazdej formuty ¢ € Sub(y)) mamy

K, sx Fs ¢ & pex (1)

Pokazemy to przez indukcje. Jesli ¢ = p jest zmienng to (1) jest prawdziwe
z definicji wartosciowania. Jesli ¢ = —¢1 lub ¢ = @1 © ¢ dla
® € {A,V,—,..}, to (1) tez jest prawdziwe.

Rozpatrujemy przypadek, gdy ¢ =00 i ¢ € X.

Pokazemy, ze (I, sx) F=s ¢.

Istotnie, niech sp,, ..., sa, beda nastepnikami wierzchotka sy, w modelu K,
woéwczas formuta 6 musi naleze¢ do zbioréw A, ..., Ag.

Z zatozenia indukcyjnego mamy

(K, sa1) s 01 (K, sn,) Fs 0, ..., (K sa,) s 0.
Czyli K, sy | o.
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WELASNOSC SKONCZONEGO MODELU — DOWOD

Z drugiej strony, niech ¢ =060 i (K, sx) |=s ¢. Niech

Y/O0={0:06 € ¥}. Wéwczas mozemy pokaza¢, ze (X/0) U {—6} musi
by¢ sprzecznym zbiorem formut, bo w przeciwnym przypadku, istniatoby
rozszerzenie (X/0) U {-6} C A € MAXCON. Stan sp jest nastepnikiem
stanu sy, wedtug definicji i z zatozenia indukcyjnego mamy (K, sp) =s =0
co jest sprzeczne z tym, ze (K, sx) =5 ¢. Skoro (X/00) U {0} jest
sprzecznym zbiorem, to istnieja formuty ¢1, ...¢, € X /00 takie, ze

S, ¢1, ceny ¢k, -6 + 1, czyli

SEFo Ao AP — 0
Stosujac regute wymuszania mamy:
SEDO(GL A ... A gy, — )
czyli
StHOo; A ... AQor — 006

Skoro (¢, ..., O € 3 to O tez musi naleze¢ do X.
Q.E.D.
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7Z1.0Z0ONOSC SPELNIALNOSCI MODALNEJ

W tej czeSci zajmiemy sie ustaleniem, jaki jest (pesymistyczny) koszt
algorytmicznego sprawdzania spetnialnosci (satisfiability) w jednomodalne;j
logice zdaniowe;j.

Skoncentrujemy sie na pokazaniu, ze spetnialno$¢ w logice jednomodalnej
S5 jest problemem NP-zupetnym.

Ogodlnie, o ztozonosci logik modalnych wiemy, ze:

NP-zupetny S51, KID45,
PSPACE-zupetny | K,,, T,,,S4, dlan>1
S5,,, KD45,, dlan > 2

Wiemy tez, ze weryfikacja w kazdym nietrywialnym, zdaniowym systemie
modalnym jest co najmniej tak trudna jak NP (NP-trudna). To wynika z
faktu, ze jest nie fatwiejsza od spetnialnosci w rachunku zdan (SAT), ktére
to zadanie jest NIP-zupetne.
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NP-ZUPELNOSC SPELNIALNOSCI MODALNEJ

Bedziemy pokazywa¢ NP-zupetnos¢ zadania SAT(S5). W tym celu musimy
wykona¢ dwa kroki:

© Pokazag¢, ze SAT(S5) jest NP-trudne. To juz ustalilismy na
poprzednim slajdzie.

@ Pokaza¢, ze SAT(S5)e NP.

Aby pokaza¢, ze SAT(S5)e NIP skorzystamy z modyfikacji wczesniej
pokazanego twierdzenia o modelu skonczonym. Pokazemy, ze dla S5
mozna zawsze znalez¢ skonczony model o dostatecznie matym rozmiarze.
Nastepnie pokazemy, ze taki maty model pozwala na weryfikacje
spetnialnosci wewnatrz klasy NP.

TWIERDZENIE O MALYM MODELU S5

Formuta ¢ w sytemie S5 jest spetnialna wtedy i tylko wtedy gdy jest
spetnialna w strukturze K € MOD"* o co najwyzej |¢| stanach.
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NP-ZUPELNOSC DLA S5

TWIERDZENIE O NP-ZUPELNOSCI SH

Problem spetnialnosci w sytemie S5 jest NP-zupetny.

Dowdéd (nieformalny szkic): Jak juz wczesniej zauwazylismy,
spetnialnos¢ w S5 jest NP-trudna.
Musimy pokaza¢ algorytm ktéry sprawdza spetnialnos¢ w S5 i jest w NP,
Poniewaz nasz algorytm ma z zatozenia dziata¢ na maszynie
niedeterministycznej, dla badanej fromuty ¢ postepujemy nastepujaco:

@ Zgadujemy strukture M € MOD"™ o co najwyzej |¢| = m stanach

(istnieje z poprzedniego twierdzenia).

© Sprawdzamy ze ¢ jest spetniona w pewnym stanie w M.
Krok 1 powyzej wymaga co najwyzej O(m?) krokéw (bez dowodu).
Krok 2, zgodnie z twierdzeniem o koszcie weryfikacji wymaga co najwyzej
O(|¢| - |M|?) krokéw, czyli O(m - m?).
Zatem mamy algorytm o pesymistycznym, niedeterministycznym koszcie
wielomianowym (O(m?)). Zatem weryfikacja jest w NP.
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