
Kwaterniony

1 Równania kwadratowe

Badamy równanie w(x) = x2 − (i+ j)x+ ij = (x− i)(x− j) = 0
Oczywi±cie w(j) = 0 ale w(i) = ij − ji = 2k jak zawsze w wielomianach

o nieprzemiennych wspóªczynnikach.
Szukamy pozostaªych pierwiastków tego wielomianu.

Przyjmijmy w(x) = x2 + bx+ c, gdzie b = −(i+ j) za± c = ij. Wtedy: b 6= 0,
b̄ = −b, c̄ = −c i bc = −cb.

Niech h ∈ H b¦dzie rozwi¡zaniem. Wówczas h jest te» rozwi¡zaniem
równania x2 − (h+ h̄)x+ hh̄.

Przyjmijmy t = h + h̄ i n = hh̄. Teraz t, n ∈ R oraz n ≥ 0. Odejmuj¡c
stronami równania x2 + bx+ c = 0 i x2 − tx+ n = 0 otrzymujemy
(b+ t)x+ c− n = 0 st¡d x = 1

b+t
(n− c) = t−b

t2−b2
(n− c). t2 − b2 ∈ R.

Zatem h jest wyznaczone jednoznacznie przez swoj¡ norm¦ n i ±lad t.

Wyliczamy t = h+ h̄ = t−b
t2−b2

(n− c) + t−b
t2−b2

(n− c) =
1

t2−b2
(t− b)(n− c) + 1

t2−b2
(n+ c)(t+ b) = 2tn

t2−b2

n = hh̄ = t−b
t2−b2

(n − c) t−b
t2−b2

(n− c) = 1
(t2−b2)2

(t − b)(n − c)(n + c)(t + b) =
(t2−b2)(n2−c2)

(t2−b2)2
= n2−c2

t2−b2

Skoro t = 2tn
t2−b2

to rozpatrzmy dwa przypadki:

1) t = 0. Wtedy n = n2−c2

−b2
i n jest pierwiastkiem równania x2+b2x−c2 = 0.

W przypadku b = −(i + j) i c = ij daje to x2 − 2x + 1 = 0. Zatem n = 1.
Poniewa» j + j̄ = 0 oraz jj̄ = 1 wi¦c h = j.

2) t 6= 0. Wtedy 1 = 2n
t2−b2

i n = n2−c2

t2−b2
= n2−c2

2n
. Zatem n jest pierwiastkiem

równania x2 +c2 = 0. W przypadku c = ij daje to x2−1 = 0. Zatem n = ±1.
Poniewa» n ≥ 0 wi¦c n = 1.

Podstawiaj¡c do normy n = 1 otrzymujemy 1 = 1−c2

t2−b2
= 2

t2+2
st¡d t2+2 = 2

i t = 0 sprzeczno±¢.
Podsumowuj¡c w(x) ma tylko jeden pierwiastek.

Uwaga 1 Je»eli w(x) = x2 + bx+ c, gdzie b 6= 0, b̄ = −b, c̄ = −c, bc = −cb i
b4 = −4c2 to w(x) ma tylko jeden pierwiastek.

Stwierdzenie 2 Wielomiany w(x) = (x−a)2 ∈ H[x] maj¡ jeden pierwiastek.

Dowód:
Niech h ∈ H[x] b¦dzie pierwiastkiem w(x). Zapiszmy h = a − b. Teraz
0 = w(a− b) = (a− b)2 − 2a(a− b) + a2 = ab− ba + b2. Czyli b2 = ba− ab.
Przedstawmy a = r + u i b = s+ v, gdzie r, s ∈ R za± u, v ∈ R3 s¡ urojone.

ab = rs− 〈u, v〉+ av + su+ u× v
ba = rs− 〈u, v〉+ av + su+ v × u
b2 = s2 − 〈v, v〉+ 2sv + u× u co daje:
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b2 = s2 − 〈v, v〉+ 2sv = 2v × u.
Porównuj¡c cz¦±ci rzeczywiste i urojone otrzymujemy:{

s2 − 〈v, v〉 = 0
2sv = 2v × u

Poniewa» v⊥(v × u) wi¦c v = 0, a st¡d s = 0, b = 0 i h = a jest jedynym
pierwiastkiem.

�

2 Algebraiczna domkni¦to±¢.

Poniewa» w pier±cieniach wielomianów nad pier±cieniami z dzieleniem dziaªa
algorytm Euklidesa z norm¡, któr¡ jest stopie« wielomianu wi¦c prawdziwe
jest twierdzenie:

Twierdzenie 3 Ka»dy niezerowy ideaª lewostronny pier±cienia H[x]
jest generowany przez jeden wielomian unormowany.

De�nicja 4 Najmniejsz¡ ( lewostronn¡ ) wspóln¡ wielokrotno±ci¡ wielomia-
nów g(x) i h(x) nazywa¢ b¦dziemy taki unormowany wielomian
n(x) = NWW (g, h), »e H[x]g(x) ∩H[x]h(x) = H[x]n(x).

Przykªad 5 NWW (x− i, x− j) = x2 + 1.

Przykªad 6 Obliczmy teraz NWW (x− 2i, x− j). Wspólnymi wielokrotno-
±ciami tych wielomianów s¡ g(x) = (x2 + 1)(x− 2i) = x3− 2ix2 + x− 2i oraz
h(x) = (x2 + 4)(x − j) = x3 − jx2 + 4x − 4j. Zatem najmniejsz¡ wspóln¡
wielokrotno±ci¡ b¦dzie najwi¦kszy wspólny dzielnik wielomianów g(x) i h(x).
Uzyskujemy go normuj¡c g(x)− h(x).

NWW (x− 2i, x− j) = x2 + 3
5
(j − 2i)x+ 1

5
(8 + 6k).

Rzeczywi±cie x2 + 3
5
(j − 2i)x+ 1

5
(8 + 6k) =

(
x+ 1

5
(4i+ 3j)

)
(x− 2i)

oraz x2 + 3
5
(j − 2i)x+ 1

5
(8 + 6k) =

(
x− 1

5
(6i− 8j)

)
(x− j).

Twierdzenie 7 (Niven)W pier±cieniu H[x]:
1) Ka»dy nierozkªadalny wielomian ma stopie« równy 1.
2) Ka»dy wielomian stopnia ≥ 1 jest iloczynem wielomianów stopnia 1.
3) Ka»dy wielomian stopnia ≥ 1 ma pierwiastek w H.

Dowód:
Ad 1). Niech p = p(x) ∈ H[x] b¦dzie unormowanym, nierozkªadalnym wie-
lomianem. Wielomian w(x) = pp ∈ R[x] ⊂ C[x] ⊂ H[x] ma wspóªczynniki
rzeczywiste. Zatem istnieje liczba zespolona z taka, »e w(z) = 0.

a) Je»eli x− z dzieli p to p = x− z jest wielomianem stopnia 1.
b) Je»eli z ∈ R to 0 = w(z) = p(z)p(z), st¡d p(z) = 0 i p jest wielomianem

stopnia 1.
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c) Niech x− z nie dzieli p. Przyjmijmy n(x) = NWW
(
p(x), x− z

)
.

Teraz n(x) = h(x)p(x) i stopie« h jest ≥ 1. (x− z nie dzieli p)
Poniewa» w(x) = pp jest zarówno wielokrotno±ci¡ x− z jak i p

to pp = g(x)n(x) = g(x)h(x)p(x). Ale H[x] jest dziedzin¡ wi¦c mo»emy
t¡ równo±¢ skróci¢ przez p i p = g(x)h(x). Z nierozkªadalno±ci p = h(x)
i g(x) = 1. Otrzymali±my pp = n(x).

Inn¡ wspóln¡ wielokrotno±ci¡ x− z jak i p jest (x− z)(x− z)p(x).
St¡d pp dzieli (x− z)(x− z)p(x) oraz p dzieli (x− z)(x− z).
Zatem p i p s¡ wielomianami stopnia 1.

Ad 2) Ka»dy wielomian stopnia ≥ 1 jest iloczynem wielomianów
nierozkªadalnych wi¦c na mocy 1) jest iloczynem wielomianów stopnia 1.

Ad 3) Ka»dy wielomian stopnia ≥ 1 jest iloczynem
w(x) = h(x− h1)(x− h2)...(x− h2), st¡d w(hn) = 0.

�

3 Kwaterniony uogólnione.

Stwierdzenie 8 Niech K b¦dzie ciaªem charakterystyki ró»nej od 2
za± G = 〈g, h| g4 = 1, h−1gh = g−1, g2 = h2〉 grup¡ kwaternionów. Wówczas
KG = K×K×K×K×H(K), gdzie H(K) jest 4- wymiarow¡ algebr¡ prost¡
izomor�czn¡ z KG/(1 + g2)

Dowód:
W KG mamy centralne idempotenty wyznaczone przez dzielniki normalne:

e1 = 1
8
Ĝ, e2 = 1

4
〈̂g〉, e3 = 1

4
〈̂h〉, e4 = 1

4
〈̂gh〉, e5 = 1

2
〈̂g2〉.

Mamy nast¦puj¡cy rozkªad jedynki na ortogonalne idempotenty:
1 = e1 + (e2 − e1) + (e3 − e1) + (e4 − e1) + (1− e5).

Wi¦cej skªadników by¢ nie mo»e bo G ma tylko 5 klas sprz¦»ono±ci i cen-
trum KG jest wymiaru 5. Innym argumentem jest, »e nieprzemienna algebra
póªprosta ma wymiar ≥ 4.

�

Przypomnijmy:

Twierdzenie 9 Niech K b¦dzie ciaªem charakterystyki 6= 2.
Wówczas równowa»ne s¡ warunki:

1) Grupa Q8 jest zawarta w grupie Gl(3, K).
2) Grupa Q8 jest zawarta w grupie Gl(2, K).
3) Równanie x2 + y2 + 1 = 0 ma rozwi¡zanie w ciele K.

Twierdzenie 10 Przy tych samych oznaczeniach nast¦puj¡ce warunki s¡ rów-
nowa»ne:

1) K(H) 'M2(K),
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2) Grupa Gl(2, k) zawiera podgrup¦ izomor�czn¡ z grup¡ kwaternionów
Q8,

3) Równanie x2 + y2 = −1 ma rozwi¡zanie w ciele K.

Dowód:
1)⇒ 2) Oczywiste.
2) ⇒ 3) Niech φ : Q8 → M2(K) b¦dzie zanurzeniem za± Φ : KQ8 → M2(K)
b¦dzie przedªu»eniem tego homomor�zmu. Wówczas Φ

(
KQ8

)
jest nieprze-

mienn¡ póªprost¡ podalgebr¡ M2(K). Zatem Φ
(
KQ8

)
= M2(K) = H(K),

na mocy stwierdzenia ??.

�

Bezpo±rednio otrzymujemy

Wniosek 11 Przy tych samych oznaczeniach nast¦puj¡ce warunki
s¡ równowa»ne:

1) H(K) jest algebr¡ z dzieleniem,
2) Grupa Gl(2, K) nie zawiera podgrupy izomor�cznej z grup¡

kwaternionów Q8,
3) Równanie x2 + y2 = −1 nie ma rozwi¡zania w ciele K.

Dowód:

�

Twierdzenie 12 (Gauss) Je»eli n jest bezkwadratow¡ liczb¡ naturaln¡,
to równowa»ne s¡ warunki:

1) n jest sum¡ trzech kwadratów liczb wymiernych,
2) n jest sum¡ trzech kwadratów liczb naturalnych,
3) n nie jest postaci 8k + 7.

Jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 13 Je»eli n jest bezkwadratow¡ liczb¡ naturaln¡,
to równowa»ne s¡ warunki:

1) Grupa Gl
(

2, Q(i
√
n)
)
zawiera grup¦ Q8.

2) Grupa Gl
(

3, Q(i
√
n)
)
zawiera grup¦ Q8.

3) n nie jest postaci 8k + 7.

Twierdzenie 14 (Moser) Niech K = Q(ξn) b¦dzie ciaªem cyklotomicznym,
gdzie ξm jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1. Wówczas równanie
x2 + y2 = −1 ma rozwi¡zanie w ciele K wtedy i tylko wtedy gdy rz¡d 1 + 1
w grupie multyplikatywnej ciaªa Zn jest liczb¡ parzyst¡.
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Jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 15 Niech K = Q(ξn) b¦dzie ciaªem cyklotomicznym, gdzie ξm
jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1. Wówczas równowa»ne
s¡ warunki:

1) Grupa Gl
(

2, Q(ξn)
)
zawiera grup¦ Q8.

2) Grupa Gl
(

3, Q(ξn)
)
zawiera grup¦ Q8.

3) Rz¡d 1 + 1 w grupie multyplikatywnej ciaªa Zn jest liczb¡ parzyst¡.

Twierdzenie 16 Je»eli K jest ciaªem nierzeczywistym to nie istnieje
zanurzenie algebry H(K) w pier±cie« kwaternionów.

Dowód:
Niech K b¦dzie ciaªem nierzeczywistym i f : H(K)→ H b¦dzie zanurzeniem
algebry H(K) w pier±cie« kwaternionów. Poniewa» f(K) nie jest ciaªem rze-
czywistym wi¦c f(K) 6⊂ R. Niech T = CH

(
f(K)

)
. Skoro R jest centrum

H to T = CH

(
f(K)

)
= CH

(
f(K)R

)
' C jest maksymalnym podciaªem H.

Dalej g, h ∈ CH

(
K
)
wi¦c f(g), f(h) ∈ CH

(
f(K)

)
= f(K)R. Otrzymali±my

przemienno±¢ f(g), f(h) co jest niemo»liwe.

�

5) NIE, poniewaz istnieja ciala o dowolnie duzym �Stufe "Teoria P�stera.
Lacze pozdrowienia, J.Browkin
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