Kwaterniony

1 Rownania kwadratowe

Badamy rownanie w(z) =22 — (i+j)z +ij = (x —i)(z —j) =0

Oczywiscie w(j) = 0 ale w(i) = ij — ji = 2k jak zawsze w wielomianach
o nieprzemiennych wspotczynnikach.

Szukamy pozostaltych pierwiastkéw tego wielomianu.

Przyjmijmy w(z) = 22 + bx + ¢, gdzie b = —(i + j) za$ ¢ = ij. Wtedy: b # 0,
b=—b,é=—cibc= —ch.

Niech h € H bedzie rozwigzaniem. Wowcezas h jest tez rozwigzaniem
rownania 22 — (h + h)z + hh.

Przyjmijmy t = h 4+ h i n = hh. Teraz t,n € R oraz n > 0. Odejmujac
stronami réwnania 2% + bz + ¢ = 01 2% — tz + n = 0 otrzymujemy
(b+t)x+c—n=0stad 2 = ;5(n—c) = g=(n —c). * —=b* € R.

Zatem h jest wyznaczone jednoznacznle przez swoja norme n i slad ¢.

Wyliczamy ¢t = h+h = #=5(n—¢) + 4= (n —¢) =
Tt —b)(n—c)+ g +o)(t+b) = tft’}JQ

n=hh=72%n-c#%n-c) = R b2 s(t=b)(n—c)(n+c)t+b) =

(t2—b)(n%—c?) n?—c?

(t2—b2)2 = 2 2
Skoro t = %5 to rozpatrzmy dwa przypadki:

1)t =0. Wtedy n = =5~ in jest plerWlastklem rownania 22 4+-b%z—c? = 0.
W przypadku b = (Z—i-j) ic=1ijdajetox? —2r+1=0. Zatem n = 1.
Poniewaz j + j = 0 oraz jj =1 quc h=j.

2)t # O Wtedy 1= t2 tsin =1 _bcj = ”22_6 Zatem n jest pierwiastkiem
rownania 22 +c? = 0. W przypadku ¢ = ij daje to 2> —1 = 0. Zatem n = +1.
Poniewaz n > 0 wiec n = 1.

Podstawiajac do normy n = 1 otrzymujemy 1 = % = t2+2 stad t24-2 = 2
it = 0 sprzecznosc.

Podsumowujac w(x) ma tylko jeden pierwiastek.

Uwaga 1 Jezeli w(z) = 2> +bx + ¢, gdzieb #0, b= —b, ¢ = —c, bc = —cb i
bt = —4c? to w(x) ma tylko jeden pierwiastek.

Stwierdzenie 2 Wielomiany w(z) = (v—a)* € H[z] majq jeden pierwiastek.

Dowod:
Niech h € Hlz] bedzie pierwiastkiem w(x). Zapiszmy h = a — b. Teraz
0=w(a—0b) = (a—0b)*—2a(a—0b)+a* =ab—ba+b* Czyli b* = ba — ab.
Przedstawmy a = r +ui b= s+ v, gdzie r, s € R za$ u,v € R3 sg urojone.
ab=1rs — (u,v) + av + su+u x v
ba =15 — (u,v) +av+ su+v X u
b = s* — (v,v) + 25V + u X u co daje:

1



b = 5% — (v,v) + 2sv = 20 X .
Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone otrzymujemy:
s — (v,v) =0
250 =2V X u
Poniewaz vl (v x u) wiec v = 0, astad s =0, b =01 h = a jest jedynym
pierwiastkiem.

g

2 Algebraiczna domknietosé.

Poniewaz w pierécieniach wielomianéw nad pierScieniami z dzieleniem dziala
algorytm Euklidesa z norma, ktora jest stopienn wielomianu wiec prawdziwe
jest twierdzenie:

Twierdzenie 3 Kazdy niezerowy ideat lewostronny pierscienia H|x]
jest generowany przez jeden wielomian unormowany.

Definicja 4 Najmniejszq ( lewostronng ) wspdlng wielokrotnosciq wielomia-
now g(z) ¢ h(x) nazywaé bedziemy taki unormowany wielomian

n(zx) = NWW(g,h), ze H[z|g(x) N H[z|h(z) = H|z]n(z).
Przykltad 5 NWW (z —i, x —j) = 2> + 1.

Przyklad 6 Obliczmy teraz NWW (x — 2i, x — 7). Wspdlnymi wielokrotno-
Sciami tych wielomiandw sq g(x) = (2* +1)(x — 2i) = 23 — 21z + x — 20 oraz
h(z) = (22 + 4)(x — j) = 2% — ja* + 4z — 45. Zalem najmniejszq wspdlng
wielokrotno$ciq bedzie najwiekszy wspdlny dzielnik wielomiandw g(x) i h(x).
Uzyskujemy go normujge g(x) — h(x).

NWW (z — 26, x — j) =a2* + 2(j — 20)z + (8 + 6k).

Rzeczywiscie ® + 2(j — 2i)x + (8 + 6k) = (z + +(4i + 37)) (x — 20)

oraz 2? + 3(j — 2i)x + £ (8 + 6k) = (z — £(6i — 85)) (z — j).

Twierdzenie 7 (Niven)W pierscieniu H|[z):
1) Kazdy nierozktadalny wielomian ma stopier réwny 1.
2) Kazdy wielomian stopnia > 1 jest iloczynem wielomiandw stopnia 1.
3) Kazdy wielomian stopnia > 1 ma pierwiastek w H.

Dowod:
Ad 1). Niech p = p(z) € H[z] bedzie unormowanym, nierozkladalnym wie-
lomianem. Wielomian w(z) = pp € Rlz] C Clz] C H[z] ma wspolczynniki
rzeczywiste. Zatem istnieje liczba zespolona z taka, ze w(z) = 0.

a) Jezeli x — z dzieli p to p = x — z jest wielomianem stopnia 1.

b) Jezeli z € R to 0 = w(z) = p(2)p(2), stad p(z) = 0i p jest wielomianem
stopnia 1.



¢) Niech z — z nie dzieli p. Przyjmijmy n(x) = NWW(p(x), x — z)
Teraz n(x) = h(x)p(z) i stopieni h jest > 1. (z — z nie dzieli p)
Poniewaz w(z) = pp jest zaréwno wielokrotnoscia = — z jak i p
to pp = g(x)n(z) = g(x)h(z)p(x). Ale H|x] jest dziedzina wiec mozemy
ta rownos¢ skrocié przez p i p = g(x)h(z). Z nierozkladalnosci p = h(x)
i g(z) = 1. Otrzymalismy pp = n(x).
Inna wspolng wielokrotnoscia = — z jak i p jest (x — 2)(z — 2)p(x).
Stad pp dzieli (x — Z)(x — 2)p(z) oraz p dzieli (x — Z)(z — 2).
Zatem p i p sa wielomianami stopnia 1.
Ad 2) Kazdy wielomian stopnia > 1 jest iloczynem wielomianow
nierozktadalnych wiec na mocy 1) jest iloczynem wielomianéw stopnia 1.
Ad 3) Kazdy wielomian stopnia > 1 jest iloczynem
w(z) = h(x — hy)(x — hg)...(x — hs), stad w(h,) = 0.

3 Kwaterniony uogoélnione.

Stwierdzenie 8 Niech K bedzie ciatem charakterystyki roznej od 2

za$ G ={g,h| g* =1, hlgh =g, ¢* = h?) grupg kwaternionéw. Wdéwczas
KG=KxKxKxKxH(K), gdzie H(K) jest 4- wymiarowq algebrq prostq
izomorficzng z KG/(1 + ¢?)

Dowod:
W KG mamy centralne idempotenty wyznaczone przez dzielniki normalne:
€1 = éG, €y = i<9>7 €3 = %<h>7 €4 = i(gh% €5 = %(92>-

Mamy nastepujacy rozklad jedynki na ortogonalne idempotenty:

l=e +(ea—e€1)+(e3—e1)+ (es —e1) + (1 —e5).
Wiecej sktadnikow by¢ nie moze bo G ma tylko 5 klas sprzezonosci i cen-
trum K G jest wymiaru 5. Innym argumentem jest, ze nieprzemienna algebra
polprosta ma wymiar > 4.

O
Przypomnijmy:

Twierdzenie 9 Niech K bedzie ciatem charakterystyki # 2.
Wowczas rownowazne s¢ warunks:

1) Grupa Qg jest zawarta w grupie Gl(3, K).

2) Grupa Qg jest zawarta w grupie Gl(2, K).

8) Rownanie > + y* + 1 = 0 ma rozwigzanie w ciele K.

Twierdzenie 10 Przy tych samych oznaczeniach nastepujgce warunki s¢ row-
nowazne:

1) K(H) ~ My(K),



2) Grupa Gl(2,k) zawiera podgrupe izomorficzng z grupg kwaterniondw
QS}

8) Rownanie 2 + y* = —1 ma rozwigzanie w ciele K.

Dowéd:

1) = 2) Oczywiste.

2) = 3) Niech ¢ : Qs — M(K) bedzie zanurzeniem zas§ ¢ : KQg — My(K)
bedzie przedluzeniem tego homomorfizmu. Woéwczas CD(KQS) jest nieprze-
mienng polprosta podalgebra Ms(K). Zatem ®(KQs) = My(K) = H(K),
na mocy stwierdzenia 77.

Bezposrednio otrzymujemy

Whniosek 11 Przy tych samych oznaczeniach nastepujgce warunk:
$q rownowazne:

1) H(K) jest algebrq z dzieleniem,

2) Grupa Gl(2, K) nie zawiera podgrupy izomorficznej z grupq
kwaternionow Qg,

8) Rownanie 2 + y* = —1 nie ma rozwigzania w ciele K.

Dowod:

Twierdzenie 12 (Gauss) Jezeli n jest bezkwadratowq liczbg naturalng,
to rownowazne sq¢ warunksi:

1) n jest sumq trzech kwadratéw liczb wymiernych,

2) n jest sumg trzech kwadratow liczb naturalnych,

3) n nie jest postaci 8k + 7.

Jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 13 Jezeli n jest bezkwadratowq liczbg naturalng,
to rownowazne sq¢ warunki:

1) Grupa Gl<2, Q(zﬁ)) zawiera grupe Qg.
2) Grupa Gl (3, Q(zﬁ)) zawiera grupe Qg.
3) n nie jest postaci 8k + 7.

Twierdzenie 14 (Moser) Niech K = Q(&,) bedzie ciatem cyklotomicznym,
gdzie &, jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1. Wowczas rownanie
2% +y? = —1 ma rozwigzanie w ciele K wtedy i tylko wtedy gdy rzqd 1 + 1
w grupie multyplikatywnej ciata Z,, jest liczbg parzystg.
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Jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 15 Niech K = Q(&,) bedzie ciatem cyklotomicznym, gdzie &,
jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1. Wowczas réwnowazne
sq warunki:

1) Grupa Gl<2, Q(fn)) zawiera grupe Qg.

2) Grupa Gl (3, Q(fn)> zawiera grupe (Qg.
3) Rzqd 1+ 1 w grupie multyplikatywnej ciata Z, jest liczbg parzystq.

Twierdzenie 16 Jezeli K jest cialem nierzeczywistym to nie istnieje
zanurzenie algebry H(K) w pierscien kwaterniondw.

Dowéd:

Niech K bedzie cialem nierzeczywistym i f : H(K) — H bedzie zanurzeniem
algebry H(K) w pierscienn kwaternionow. Poniewaz f(K) nie jest cialem rze-
czywistym wiec f(K) ¢ R. Niech T' = Cy (f(K)) Skoro R jest centrum
HtoT =Cu(f(K)) = Cu(f(K)R) >~ C jest maksymalnym podcialem H.
Dalej g,h € Cy(K) wiec f(g), f(h) € Cu(f(K)) = f(K)R. Otrzymalismy
przemiennosé f(g), f(h) co jest niemozliwe.

Il

5) NIE, poniewaz istnieja ciala o dowolnie duzym Stufe "Teoria Pfistera.
Lacze pozdrowienia, J.Browkin



