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Streszczenie

Abstract. Poka»emy dla czego grupa kwaternionów jest zawarta

w Gl(4,K) dla dowolnej przemiennej dziedziny z jedynk¡ K, »e jest

zawarta w Gl(2,K) dla dziedzin charakterystyki > 2. Nie jest za±

zawarta w macierzach rzeczywistych Gl(3,R).

1 Dziedziny charakterystyki 6= 2.

Symbolem Q8 =
〈
i, j | j4 = e, i2 = j2, ij = ji3

〉
oznacza b¦dziemy grup¦

kwaternionów.

Stwierdzenie 1.1 Je»eli charK 6= 2 oraz i jest rozwi¡zaniem równania

x2 + 1 = 0 w K to macierze

[
0 −1
1 0

]
oraz

[
i 0
0 −i

]
generuj¡

grup¦ kwaternionów.

Wniosek 1.2 Je»eli charK 6= 2 to macierze
0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0

 oraz


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 generuj¡ grup¦ kwaternionów.

Twierdzenie 1.3 Niech K b¦dzie ciaªem charakterystyki 6= 2.
Wówczas równowa»ne s¡ warunki:

1) Grupa Q8 jest zawarta w grupie Gl(3, K).
2) Grupa Q8 jest zawarta w grupie Gl(2, K).
3) Równanie x2 + y2 + 1 = 0 ma rozwi¡zanie w ciele K.

Wniosek 1.4 Grupa macierzy rzeczywistych Gl(3,R) nie zawiera podgrupy
Q8.
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Wniosek 1.5 Je»eli K jest sko«czonym nieparzystym rozszerzeniem ciaªa Q
to grupa macierzy rzeczywistych Gl(3, K) nie zawiera podgrupy Q8.

W dowodzie twierdzenia posªu»ymy si¦ prostymi lematami:

Lemat 1.6 Niech K b¦dzie ciaªem charakterystyki 6= 2, w którym równanie
x2 + 1 = 0 nie ma rozwi¡za«. Je»eli M ∈ Gl(n,K) ma rz¡d 4, to wielomian
charakterystyczny macierzyM jest postaci wM(x) = (x2+1)α(1−x)β(−1−x)γ,
gdzie α > 0.

Dowód:
Wielomian charakterystyczny ma w rozkªadzie te same czynniki pierwsze
co wielomian minimalny równy m(x) = x4− 1 = (x2 + 1)(1−x)(−1−x). Za±
α > 0 bo M2 6= I.

�

Lemat 1.7 Niech K b¦dzie ciaªem charakterystyki 6= 2, w którym równanie
x2 + 1 = 0 nie ma rozwi¡za«. Niech f, g ∈ Aut(K3) speªniaj¡ warunki:
f 4 = g4 = id, fg = gf 3 to istnieje wektor wªasny w 6= θ i warto±ci wªasne
ε, δ ∈ {−1, 1}, dla których f(w) = εw i g(w) = δw.

Dowód:
Na mocy poprzedniego lematu wielomiany charakterystyczne automor�zmów
f i g maj¡ posta¢ wf (x) = (x2 + 1)(ε − x) i wg(x) = (x2 + 1)(δ − x),
gdzie ε, δ ∈ {−1, 1}. Zatem ka»dy z tych automor�zmów ma jedn¡ jedno-
wymiarow¡ podprzestrze« zªo»on¡ z wektorów wªasnych. Niech lin{w} b¦-
dzie jedyn¡ podprzestrzeni¡ wªasn¡ automor�zmu f i f(w) = εw. Wtedy
fg(w) = gf 3(w) = g(ε3w) = εg(w). Zatem g(w) ∈ lin{w}. Zatem lin{w} jest
wspóln¡ podprzestrzeni¡ wªasn¡.

�

Dowód:
Je»eli równanie x2 + 1 = 0 ma rozwi¡zanie w ciele K to warunki 1) 2) i 3) s¡
speªnione. Mo»emy zatem przyj¡¢, »e równanie to nie ma rozwi¡za«.

1) ⇒ 2) Niech φ : Q8 → Gl(3, K). Poniewa» automor�zmy przestrzeni
K3 wyznaczone przez macierze φ(i) oraz φ(j) speªniaj¡ zaªo»enia lematu ??
wi¦c, przechodz¡c w razie potrzeby do macierzy podobnych, mo»emy przyj¡¢:

φ(i) =

 ε ∗ ∗
0
0

A

 oraz φ(j) =

 δ ∗ ∗
0
0

B

.
Warunki j4 = e, i2 = j2, ij = ji3 implikuj¡ B4 = I, A2 = B2

oraz AB = BA3. Istnieje zatem homomor�zm Ψ : Q8 → Gl(2, K) speªniaj¡cy
warunki Ψ(i) = A oraz Ψ(j) = B.
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Je»eli Ψ nie jest zanurzeniem to i2 ∈ ker Ψ.

A wtedy φ(i2) =

 ε2 ∗ ∗
0
0

A2

 =

 1 ∗ ∗
0 1 0
0 0 1

 nie jest macierz¡ rz¦du 2

bo

 1 x y
0 1 0
0 0 1

2

=

 1 2x 2y
0 1 0
0 0 1

.
2)⇒ 3) Niech A,B ∈ GL(2, K) generuj¡ grup¦ kwaternionów

za± f, g ∈ Aut(K2) indukowanymi przeksztaªceniami. Poniewa», na mocy le-
matu ??, wielomian charakterystyczny f jest nierozkªadalny
i równy x2 + 1. St¡d w dowolnej bazie typu w, f(w) macierz f ma posta¢[

0 −1
1 0

]
. Przyjmijmy A =

[
0 −1
1 0

]
i B =

[
a b
c d

]
.

Równanie AB = BA3 daje

[
−c −d
a b

]
=

[
−b a
−d c

]
, czyli d = −a , c = b.

RównanieB2 = A2 ma posta¢

[
a b
b −a

]2
=

[
a2 + b2 0

0 a2 + b2

]
=

[
−1 0
0 −1

]
.

St¡d a2 + b2 = −1.

3)⇒ 1) Niech a2 + b2 = −1 w K. Wtedy macierze A =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 1


i B =

 a b 0
b −a 0
0 0 1

 generuj¡ podgrup¦ kwaternionów.

�

Lemat 1.8 (Lagrange) W ciaªach sko«czonych równanie
x2 + y2 + 1 = 0 ma rozwi¡zanie.

Jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 1.9 Niech K b¦dzie dziedzin¡ charakterystyki > 2 to Gl(2, K)
zawiera podgrup¦ Q8.

2 Dziedziny charakterystyki 2.

Stwierdzenie 2.1 Je»eli K jest dziedzin¡ charakterystyki 2 to grupa Gl(2, K)
nie zawiera elementów rz¦du 4.

Stwierdzenie 2.2 Je»eli K jest dziedzin¡ charakterystyki 2 to grupa Gl(3, K)
zawiera podgrup¦ Q8 wtedy i tylko wtedy gdy K zawiera podciaªo 4 - elemen-
towe.
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Dowód:
Niech A,B ∈ Gl(3, K) b¦d¡ generatorami grupy kwaternionów. Na mocy
poprzedniego stwierdzenia i lematu podobnego do lematu ?? automor�zmy
K3 wyznaczone przez te macierze maj¡ wspólny wektor wªasny. Poniewa»
przestrze« jest cykliczna wzgl¦dem f to wektor wªasny mo»na uzupeªni¢ do
bazy Jordana. Zatem mo»emy przyj¡¢:

A =

 1 1 0
0 1 1
0 0 1

 i B =

 1 a b
0 c d
0 x y


RównanieAB = BA3 daje

 1 a+ c b+ d
0 c+ x d+ y
0 x y

 =

 1 1 + a 1 + a+ b
0 c c+ d
0 x x+ y

.
St¡d

c = 1 = y , x = 0 , d = a+ 1.
Równanie B2 = A2 ma posta¢ 1 a b

0 1 a+ 1
0 0 1

2

=

 1 2a 2b+ a2 + a
0 1 2a+ 2
0 0 1

 =

 1 0 1
0 1 0
0 0 1


St¡d a2 + a+ 1 = 0 i F2(a) ≈ F4.

�

Twierdzenie 2.3 Je»eli K jest dziedzin¡ charakterystyki 2 to grupa Gl(4, K)
zawiera podgrup¦ Q8.

Dowód:

Grupa taka jest generowana przez macierze

i =


1 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

 , j =


1 0 1 1
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 ,
�

3 Dziedziny charakterystyki 0.

Lemat 3.1 Niezerowa liczba naturalna n jest sum¡ trzech kwadratów liczb
wymiernych wtedy i tylko wtedy gdy równanie x2 + y2 = −1 ma rozwi¡zanie
w ciele Q(i

√
n).

Dowód:

⇒ Niech n = a2 + b2 + c2. Wtedy
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(
ac+bi

√
n

a2+b2

)2
+
(
bc−ai

√
n

a2+b2

)2
= a2c2−b2n

(a2+b2)2
+ i 2acb

√
n

(a2+b2)2
+ b2c2−a2n

(a2+b2)2
− i 2acb

√
n

(a2+b2)2
=

a2c2−b2n
(a2+b2)2

+ b2c2−a2n
(a2+b2)2

= c2−n
a2+b2

= −a2−b2
a2+b2

= −1

⇐ Niech (a+ bi
√
n)

2
+ (c+ di

√
n)

2
= −1. Co daje:

a2+2abi
√
n−nb2+c2+2cdi

√
n−nd2 = −1. Jest to równowa»ne ukªadowi:

a2 + c2 + 1 = n(b2 + d2) i ab+ cd = 0.
Mno»¡c pierwsze równanie przez (b2 +d2) i uwzgl¦dniaj¡c drugie otrzymu-

jemy:
n(b2 + d2)2 = a2b2 + c2b2 + a2d2 + c2d2 + b2 + d2 =

(ab+ cd)2 + (ad− bc)2 + b2 + d2 = (ad− bc)2 + b2 + d2

Zatem n =
(
ad−bc
b2+d2

)2
+
(

b
b2+d2

)2
+
(

d
b2+d2

)2
.

�

Twierdzenie 3.2 (Gauss) Je»eli n jest bezkwadratow¡ liczb¡ naturaln¡ to
równowa»ne s¡ warunki:

1) n jest sum¡ trzech kwadratów liczb wymiernych,
2) n jest sum¡ trzech kwadratów liczb naturalnych,
3) n nie jest postaci 8k + 7.

Jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 3.3 Je»eli n jest bezkwadratow¡ liczb¡ naturaln¡ to równowa»ne
s¡ warunki:

1) Grupa Gl
(

2, Q(i
√
n)
)
zawiera grup¦ Q8.

2) Grupa Gl
(

3, Q(i
√
n)
)
zawiera grup¦ Q8.

3) n nie jest postaci 8k + 7.

Twierdzenie 3.4 (Moser) Niech K = Q(ξn) b¦dzie ciaªem cyklotomicznym,
gdzie ξm jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1. Wówczas równanie
x2 + y2 = −1 ma rozwi¡zanie w ciele K wtedy i tylko wtedy gdy rz¡d 2 w
grupie multyplikatywnej ciaªa Zn jest liczb¡ parzyst¡.

Jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 3.5 Niech K = Q(ξn) b¦dzie ciaªem cyklotomicznym, gdzie ξm
jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1. Wówczas równowa»ne s¡ wa-
runki:

1) Grupa Gl
(

2, Q(ξn)
)
zawiera grup¦ Q8.

2) Grupa Gl
(

3, Q(ξn)
)
zawiera grup¦ Q8.

3) Rz¡d 1 + 1 w grupie multyplikatywnej ciaªa Zn jest liczb¡ parzyst¡.
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4 Pytania

1) Które wynikania zostan¡ prawdziwe gdy w twierdzeniu 1.3 warunekK ciaªo
zamienimy na �dziedzina z 1�?
2) Czy Q8 < Gl(2,Z[i

√
3]) lub Q8 < Gl(3,Z[i

√
3])?


