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Streszczenie

Abstract. Pokazemy dla czego grupa kwaternionéw jest zawarta
w Gl(4,K) dla dowolnej przemiennej dziedziny z jedynka K, ze jest
zawarta w Gl(2,K) dla dziedzin charakterystyki > 2. Nie jest za$
zawarta w macierzach rzeczywistych GI(3,R).

1 Dziedziny charakterystyki # 2.
Symbolem Qs = (i,j | j* =€, i = j%, ij = ji®) oznacza bedziemy grupe
kwaternionow.

Stwierdzenie 1.1 Jezeli char K # 2 oraz i jest rozwigzaniem réwnania
. -1 ' .
2241 =0 w K to macierze l (1J 0 1 oraz [ 8 —Oz 1 generujg

grupe kwaternionow.

Whiosek 1.2 Jezeli char K # 2 to macierze

0 0|—-1 0 0 —-1] 0 O
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T o0 0 o oraz |~ g 1 | Jenerwa grupe kwaterniondw.
010 0 0 0 1]—-10

Twierdzenie 1.3 Niech K bedzie ciatem charakterystyki # 2.
Wowczas rownowazne s¢ warunksi:

1) Grupa Qg jest zawarta w grupie Gl(3, K).

2) Grupa Qg jest zawarta w grupie Gl(2, K).

8) Rownanie 22 + y* + 1 = 0 ma rozwigzanie w ciele K.

Whiosek 1.4 Grupa macierzy rzeczywistych GU(3,R) nie zawiera podgrupy
Qs.
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Whiosek 1.5 Jezeli K jest skoriczonym nieparzystym rozszerzeniem ciata Q
to grupa macierzy rzeczywistych GIU(3, K) nie zawiera podgrupy Qs.

W dowodzie twierdzenia postuzymy si¢ prostymi lematami:

Lemat 1.6 Niech K bedzie ciatem charakterystyki # 2, w ktorym rownanie
2?2 + 1 = 0 nie ma rozwigzan. Jezeli M € Gl(n, K) ma rzqd 4, to wielomian
charakterystyczny macierzy M jest postaciwy (v) = (2°+1)*(1—2)?(—1—2)7,
gdzie o > 0.

Dowéd:
Wielomian charakterystyczny ma w rozktadzie te same czynniki pierwsze
co wielomian minimalny rowny m(z) = 2* —1 = (22 4+ 1)(1 —2)(—1— ). Za$
a>0bo M?#1.

g

Lemat 1.7 Niech K bedzie ciatem charakterystyki # 2, w ktorym rownanie
22 + 1 = 0 nie ma rozwigzan. Niech f,g € Aut(K3) spetniajg warunki:
f*=g* =id, fg = gf® to istnieje wektor wtasny w # 0 i wartoici wtasne
g,0 € {—1,1}, dla ktorych f(w) =cw i g(w) = dw.

Dowdd:

Na mocy poprzedniego lematu wielomiany charakterystyczne automorfizméw
f 1 g maja posta¢ wy(z) = (2% + 1)(e — z) 1 wy(z) = (2% + 1)(0 — z),
gdzie €, € {—1,1}. Zatem kazdy z tych automorfizméw ma jedng jedno-
wymiarowg podprzestrzen ztozona z wektorow wlasnych. Niech lin{w} be-
dzie jedyna podprzestrzenia wlasna automorfizmu f i f(w) = ew. Wtedy
fo(w) = gf3(w) = g(e3w) = eg(w). Zatem g(w) € lin{w}. Zatem lin{w} jest
wspolna podprzestrzeniag wlasna.

g

Dowéd:
Jezeli rownanie 22 + 1 = 0 ma rozwiazanie w ciele K to warunki 1) 2) i 3) sa
spetnione. Mozemy zatem przyjac¢, ze rOwnanie to nie ma rozwigzan.

1) = 2) Niech ¢ : Qs — GI(3,K). Poniewaz automorfizmy przestrzeni
K? wyznaczone przez macierze ¢(i) oraz ¢(j) spelniaja zalozenia lematu 77
wiec, przechodzac w razie potrzeby do macierzy podobnych, mozemy przyjac:

£ | % % 0 | x %
o) = | 0o ot = |0
Warunki j4 = e, i? = j2, ij = ji® implikujg B* = I, A?> = B?

oraz AB = BA3. Tstnieje zatem homomorfizm ¥ : Qs — GI(2, K) spelniajacy
warunki V(i) = A oraz U(j) = B.
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Jezeli U nie jest zanurzeniem to 2 € ker W.
2

€ * ok 1 % x
A wtedy ¢(i%) = | 0 42 =10 1 0| nie jest macierzg rzedu 2
0 0 01
1 =y 2 1 22 2y
bo| 0O 1 0 =10 1 0
0 01 0 0 1

2) = 3) Niech A, B € GL(2, K) generuja grupe kwaternionow
za$ f,g € Aut(K?) indukowanymi przeksztalceniami. Poniewaz, na mocy le-
matu 7?7, wielomian charakterystyczny f jest nierozkladalny
i rowny 22 + 1. Stad w dowolnej bazie typu w, f(w) macierz f ma posta¢

0 —1 o 0 —11. a b
ll 0 }.PrzyjmljmyA—{l 0 }1B—[C d]'
—d —b

, : B 3 1. —c B a Coa _
Réwnanie AB = BA daje[a b ]_[—d C],czylld— a,c=b

2 2 2 .
Réwnan1e32:A2mapostaé{a b }{a +b 0 }:[ L0

b —a 0 a? 4+ b? 0 -1
Stad a® +b* = —1.

0 0
3) = 1) Niech a* + > = —1 w K. Wtedy macierze A= | 1 0 0
0 0 1

a b 0
iB= |0 —a 0 | generuja podgrupe kwaternionow.
0 0 1

Lemat 1.8 (Lagrange) W cialach skoriczonych réwnanie
22 + 3% + 1 = 0 ma rozwigzanie.

Jako wniosek otrzymujemy:
Twierdzenie 1.9 Niech K bedzie dziedzing charakterystyki > 2 to Gl(2, K)
zawiera podgrupe Q.
2 Dziedziny charakterystyki 2.

Stwierdzenie 2.1 Jezeli K jest dziedzing charakterystyki 2 to grupa G1(2, K)
nie zawiera elementow rzedu 4.

Stwierdzenie 2.2 Jezeli K jest dziedzing charakterystyki 2 to grupa GI(3, K)
zawiera podgrupe Qs wtedy @ tylko wtedy gdy K zawiera podciato 4 - elemen-
towe.
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Dowod:
Niech A, B € Gl(3, K) beda generatorami grupy kwaternionéw. Na mocy
poprzedniego stwierdzenia i lematu podobnego do lematu ?? automorfizmy
K? wyznaczone przez te macierze maja wspolny wektor wlasny. Poniewaz
przestrzen jest cykliczna wzgledem f to wektor wlasny mozna uzupelni¢ do
bazy Jordana. Zatem mozemy przyjac:

1 10 1 a b
A=101 1|iB=|0 ¢ d
0 01 0 z vy
1 a4+c b+d 1 14a 14a+0d
RéwnanieABBA3daJe[0 c+x d+y =10 ¢ c+d
0 = r+y
Stad
c=1=y,z=0,d=a+1.
Rownanie B? = A% ma postac
1la b 1% [1 2 2b+a*+a 101
01 a+1 =10 1 2a + 2 =1010
0 0 1 0 0 1 0 01

St@da2+a+1:01Fg(a)zF4
U

Twierdzenie 2.3 Jezeli K jest dziedzing charakterystyki 2 to grupa Gl(4, K)
zawiera podgrupe Qg.

Dowod:

Grupa taka jest generowana przez macierze
1 10 1 1

7 =

OO = =
o O = O
e o s R

0
0
0

o = O

1| . |o10
o177 1001
1 00 0

3 Dziedziny charakterystyki 0.

Lemat 3.1 Niezerowa liczba naturalna n jest sumqg trzech kwadratow liczb
wymiernych wtedy i tylko wtedy gdy réwnanie x> + y* = —1 ma rozwigzanie

w ciele Q(in/n).
Dowéd:

= Niech n = a® + b + 2. Wtedy
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ac+bi/n 2 + bc—aiv/n 2 _ a?c?—p?n + 4 2acby/n b2c2—a’n i 2ach\/n

a?+b% 02 ) T (@427 T (@47 T (@407 (@)
a’c®—b’n + b>c?—a’n _ 2-n _ —a’-b> __ -1

2

(a24b2) (a2+b2)2  a24+b2 T a2+b2
< Niech (a + biy/n)® + (¢ + diy/n)’ = —1. Co daje:
a®+2abi/n—nb*+c+2cdi/n—nd* = —1. Jest to rownowazne uktadowi:
a4+ F+1=nb*+d*) iab+cd=0.
Mnozac pierwsze rownanie przez (b2 + d?) i uwzgledniajac drugie otrzymu-
jemy:
n(b2 + d2)2 — a2b2 + 02b2 + a2d2 + CQdZ + bZ + d2 —
(ab+ cd)? + (ad — be)? + b* + d* = (ad — be)? + b* + d?

Zatem n = (25155)2 + (bzidz)Q + (b%icﬁ)%

g

Twierdzenie 3.2 (Gauss) Jezeli n jest bezkwadratowq liczbg naturalng to
rownowazne $¢ warunki:

1) n jest sumq trzech kwadratéw liczb wymiernych,

2) n jest sumg trzech kwadratéw liczb naturalnych,

3) n nie jest postaci 8k + 7.

Jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 3.3 Jezeli n jest bezkwadratowq liczbg naturalng to rownowazne
sq warunki:

1) Grupa Gl<2, Q(z\/ﬁ)) zawiera grupe Qg.

2) Grupa Gl (3, Q(zﬁ)) zawiera grupe Qg.
3) n nie jest postaci 8k + 7.

Twierdzenie 3.4 (Moser) Niech K = Q(&,) bedzie ciatem cyklotomicznym,
gdzie &, jest pierwiastkiem pierwolnym stopnia n z 1. Wowczas rownanie
22 + y? = —1 ma rozwigzanie w ciele K wtedy i tylko wtedy gdy rzqd 2 w
grupie multyplikatywnej ciata Z, jest liczbg parzystq.

Jako wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 3.5 Niech K = Q(&,) bedzie ciatem cyklotomicznym, gdzie &,
jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia n z 1. Wowczas réwnowazne sq wa-
runki:

1) Grupa Gl<2, Q(fn)) zawiera grupe Qg.

2) Grupa Gl (3, Q(fn)) zawiera grupe Qg.
3) Rzqd 1+ 1 w grupie multyplikatywnej ciata Z, jest liczbg parzystq.
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4 Pytania

1) Ktore wynikania zostana prawdziwe gdy w twierdzeniu 1.3 warunek K cialo
zamienimy na “dziedzina z 177

2) Czy Qs < GI(2,Z[iv/3]) lub Qs < GI(3,Z[i"/3])?



