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© Gramatyki réwnowazne maszynom Turinga



Modele obliczehn réwnowazne maszynom Turinga

o gramatyki typu O

@ automaty z wieloma stosami

@ automaty z licznikami

@ automaty z kolejka

e maszyny RAM (ang. random access machines) albo maszyny rejestrowe
@ while-programy

@ rachunek X\



typ Jjezyki automaty gramatyki
typ O cze$ciowo maszyny ?
rozstrzygalne Turinga
typ 1 kontekstowe ? ?
typ 2 | bezkontekstowe | automaty | bezkontekstowe
ze stosem
typ 3 regularne automaty regularne

skoiczone




Gramatyka (typu O

g = (A7N757a)

A to skonczony zbiér symboli koficowych (terminalnych)

N to skohczony zbiér symboli niekoficowych (nieterminalnych), AN N =

S € N to symbol poczatkowy

a C (AUN)T x (AU N)* to skohczony zbiér regut przepisywania (produkcji)

Reguty (v, v’) € a bedziemy zapisywaé v —»g v/ albo v — v’.

Reguty rozszerzamy do relacji —»g C (AU N)* x (AU N)*:
w—ngw << 3I(v-—gV)ea Jutc(AUN)*, w = uvt, w = uv't
i domykamy zwrotno-tranzytywnie: w —»Z w’ wtw. gdy istnieje ciag

Wzvoﬁgvlﬁég...—»gvnzwl, n>0

zwany wyprowadzeniem (wywodem) w’ z w (w gramatyce G).



Jezyk generowany przez gramatyke

Jezyk generowany przez gramatyke:

L(G) = {we A" : S —n5w}

Gramatyka G:

A {a, b,c} S—e X — aBXc Ba — aB
N = {S,X,B} S X X — abc Bb —s bb

1) - ? =




Maszyny Turinga a gramatyki

Twierdzenie

Gramatyki = maszyny Turinga.

Dowéd:

o gramatyka G ~» maszyna M: maszyna symuluje gramatyke ,wstecz”
v —ngw — qw — qv,
zaczyna w konfiguracji g w, akceptuje ,w konfiguracji gS".
@ maszyna M nad {0, 1} z taSma jednostronnie nieograniczong ~+ gramatyka G:

A=1{01 N = Qx{01B} U {$B,S}

Faza 1: S —»5 S[qtak, B| BT
Faza 2: blq’,c] — [q,a] c jesli (q,a,4',b,—) €6
lq',clb— clq, 4] jesli (q,a,q',b,+-) €6

$[go,a] — a

aBb — a




Nierozstrzygalnos¢ gramatyk

Problem stéw

Dane: gramatyka G i dwa stowa v, w

Wynik: czy v —»gw?

Problem stéw jest nierozstrzygalny.

Dowéd:

Redukujemy problem stopu do problemu stéw:

funkcja obliczalna: maszyna M, stowo w +——  Gistowa S,w
poprawnos¢: weLM) <<= S—»iw J

Czy problem stéw jest czeSciowo rozstrzygalny?




© Wszystkie whasnosci semantyczne programéw sa nierozstrzygalne.



Wszystkie wiasnosci jezykéw cz.r. sa nierozstrzygalne

Ustalmy A, np. A= {0,1}. Wtasnos¢ jezykéw to dowolny podzbiér £ C P(A*).

Whtasnos¢ L jest trywialna jesli
@ albo £ nie zawiera zadnego jezyka czeSciowo rozstrzygalnego,

o albo £ zawiera je wszystkie.

Przyktadowe wtasnosci nietrywialne:
@ skohczonosé,
@ ko-skonczonosé,
o rozstrzygalnosé,

o jezyk zawiera wszystkie stowa dtugosci parzystej.

Twierdzenie (Rice 1951)

Dla kazdej nietrywialnej wtasnosci L, nastepujacy problem jest nierozstrzygalny:

Dane: maszyna Turinga M
Wynik: czy L(M) e L ?

Kazda nietrywialna wtasnosé semantyczna programdw jest nierozstrzygalna.



Dowéd twierdzenia Rice'a

Dowéd:
B.u.o. zatézmy, ze ) ¢ L. Wybierzmy dowolna maszyne Mo t.ze L(Mp) € L.

Problem stopu na &

Dane: maszyna Turinga M < Dane: maszyna Turinga M
Wynik: czye € L(M) ? Wynik: czy L(M) e L7

Funkcja obliczalna:

M ™ najpierw sprawdz, czy € € L(M), ignorujac sfowo wejsciowe;
— :

nastepnie uruchom Mg na stowie wejéciowym.

Poprawnosé¢:

e€LM) = LM)eL



Lista problemoéw nierozstrzygalnych

o Wszystkie semantyczne wtasnoéci maszyn Turinga (np. problem pustosci)
o Wiele probleméw dla jezykéw bezkontekstowych (np. uniwersalnos¢)

o PCP: Problem odpowiedniosci Posta

@ Problem stopu dla modeli obliczen réwnowaznych maszynom Turinga

@ Problem stéw dla gramatyk typu 0

Problem stéw dla grup skonczenie prezentowanych
o Kafelkowanie nieskonczonej ptaszczyzny
o Prawdziwos¢ zdan arytmetyki (N, +, X)

o 10-ty problem Hilberta: rozwigzywalnos¢ diofantycznych réwnan wielomianowych



© Funkcje nieobliczalne: pracowite bobry



Pracowite bobry

Ustalmy alfabet tasmowy T = {a, B}.

Bobr % deterministyczna maszyna Turinga M,
§:(Q—{gstop}) X T = QX T x {+, O,—=},
ktéra zatrzymuje sie na stowie pustym:

go € — i Udstop V dla pewnych u,v € T*.

Bébr zaczyna obliczenie z pusta tasma, a jego wynik to liczba krokéw, po ktérej sie

zatrzymuje.

Bobra o najlepszym wyniku sposréd bobréw o n stanach (nie liczac gstop) nazwijmy
pracowitym.

BB(n) def wynik pracowitego bobra o n stanach.



BB(n) def wynik pracowitego bobra o n stanach.

Wynik bobra =

BB(1)
BB(2)
BB(3)
BB(4)
BB(5)

BB(6)

liczba krokéw, po ktérej sie zatrzymuje.

=1

6

=21

= 107

= 47176870 (BB(5) > 47176870 rok temu)

> H(t(:(t(2)))) () = 2 |



Nieobliczalnosé

Twierdzenie (Radé 1962)

Funkcja BB : N — N jest nieobliczalna.

Dowéd:

Gdyby byta, to rozstrzygalny bytby problem stopu na pustym stowie wejsciowym: dla
danej maszyny M o n stanach oblicz BB(n) a nastepnie symuluj < BB(n) jej krokéw.



Nieobliczalnosé

BB dominuje,® dla wystarczajaco duzych argumentéw, kazda funkcje obliczalna.

“Dla kazdej funkcji obliczalnej f : N — N istnieje ng € N takie, ze f(n) < BB(n) dla n > ng.

Dowdd:

Niech F : N — N obliczalna. Wtedy obliczalna jest réwniez funkcja n — F(2n) 4+ 1,
przez pewna catkowita maszyne M.

Niech N bedzie dowolng liczbg > liczby stanéw M.
N

Niech My bedzie maszyna, ktéra rozpoczynajac z pusta tasma wypisuje a'" i

zatrzymuje sie. Jej liczba stanéw wynosi N. Ztozenie maszyn

Mpy; M
to maszyna o < 2N stanach, ktéra startujac z pustej tasmy oblicza F(2N) + 1.
Zatem F(2N) + 1 < BB(2N).

Analogicznie dla nieparzystych argumentéw.



Niezaleznos¢ od aksjomatéw teorii zbioréw

Istnieje deterministyczna maszyna M o T48 stanach taka, ze € ¢ L(M), ale nie da sie
tego dowiesé na gruncie teorii zbioréw.?

@Zaktadajac niesprzecznosé aksjomatéw teorii zbioréw.

Wartos¢ BB(748) nie moze by¢ wyznaczona na gruncie teorii zbioréw.

Wyznaczenie wartosci BB(27) pozwolitoby rozwiazaé hipoteze Goldbacha.




W nastepnym odcinku:

Ztozono$¢ czasowa i pamieciowa, klasa NP
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