Jezyki, automaty i obliczenia

Wyktad 8: Obrazy przemienne jezykéw. Automaty dwukierunkowe.

Stawomir Lasota

Uniwersytet Warszawski

15 kwietnia 2026



@ Obrazy przemienne jezykéw bezkontekstowych



Obraz przemienny jezyka

e Dlaw = aj...ap € A*, zdefiniujmy funkcje (multizbiér nad A)
Pw) : A=>N Pw)(a) = {ie{l...n} : a,=a}|
o Dla ustalonego liniowego porzadku na alfabecie A = {b1,... b},
b1 < by < ... < by,
P(w) mozna utozsamia¢ z wektorem, P(w) € N¥:
PW)(i) = P(w)(b).
o Obraz przemienny jezyka L C A* to:
P(L) = {P(w) : welL}.

Niech A = {a, b}, a < b.

P({a"b"a: neN}) = P((ab)*a) = {(n+1,n) : neN}
P(palindromy) = 7




Zbiory liniowe

Dla P C N¥, zdefiniujmy P® = {pi+p2+...+pm : m>0, p1,p2,...,pm € P}.

Zbiér liniowy X C N¥ to dowolny zbiér postaci b € N¥ baza, P Cg, NX okresy

X = b+P® = {b+p:pecP?}
{b+p1+...+pm : m>0, p1,...,pm € P}

Niech b = (1,2), P = {(2,0),(0,3)}.

b+ P® = {(n,m)eN? : n=1(mod2), m=2(mod3)}.

Niech b = (0,0), P = {(1,1),(0,3)}.

b+P® = {(n,m)€N? : 0<m—n=0(mod3)}.




Zbiory semiliniowe
Dla P C Nk, zdefiniujimy P® = {p1+pa+...+pm : m>0, p1,p2,...,pm € P}.

Zbiér liniowy X C NX to dowolny zbiér postaci b € N¥ baza, P Cg, NX okresy
X = b+P® = {b+p:pecP?}

= {b+P1++Pm : m207 Pl7"'7Pm€P}

Zbiér semiliniowy X C N¥ to dowolna skonczona suma zbioréw liniowych:

b1+ P1® U b+P® U ..U b+ PO

Niech B, P C¢in NK. Czy B+ P® ={b+p : b€ B, pc PP} jest (semi)liniowy?

Dla k = 1, zbiory semiliniowe to zbiory prawie okresowe.

Twierdzenie

Zbiér nieujemnych catkowitych rozwiazarn uktadu réwnan liniowych o catkowitych
wspétczynnikach jest postaci B + P®.




Obraz przemienny jest semiliniowy

Twierdzenie (Parikh 1961)

Obraz przemienny jezyka bezkontekstowego jest semiliniowy.

Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje jezyk regularny R t.ze

P(L) = P(R).

Dowéd:
bi4+P1® U ..U b+ PO

b+{p1,....,pm}® C N — w(wi+...+wn)* C A

Dla alfabetéw jednoliterowych, (jezyki bezkontekstowe) = (jezyki regularne).




Obraz przemienny jest semiliniowy (dowéd)

Niech L = L(G), gdzieG = (A,N,S,a). Pokazemy, ze P(L) jest semiliniowy.

o Dla M C N, niech Ly, C L zawiera stowa posiadajagce M-drzewo wyprowadzenia,
tzn. takie, w ktérym pojawiaja sie wszystkie nieterminale z M (i zadne inne).

@ Poniewaz

L= J Ltw,

MCN

wystarczy pokazaé, ze P(Ly) jest semiliniowy, dla dowolnego M C N.

o Drzewo wyprowadzenia nazwijmy pfytkim, jesli na zadnej gatezi zaden nieterminal
nie pojawia sie wiecej niz |N| razy.
o Pokazemy, ze P(Ly) = By + Pu® , gdzie

By = {P(w) :w ma ptytkie M-drzewo wyprowadzenia }
Py = {P(wv) : wXv ma ptytkie M’'-drzewo wyprowadzenia o korzeniu X,
dla pewnego X € N, M' C M }.




© Automaty dwukierunkowe



Dwukierunkowos¢

Automaty jednokierunkowe:

q —
\Y
[a[blaJaf[bJafb]
Automaty dwukierunkowe:
— q —
\Y
[FlalbJafa[b[af[b]]




Automat dwukierunkowy

(Niedeterministyczny) automat dwukierunkowy A = (A,bF,-,Q, 1, F,$)
§ C @x(AU{r,-}) x Q x {-1,0,1}

(g,a,q’, k) € 6: w stanie g czytaj a, zmien stan na g, zmien pozycje o k

(H nieuzywane)




Konfiguracje automatu dwukierunkowego

Ustalmy automat dwukierunkowy A = (A,F,4,Q, 1, F,§) i stowo

w = ay...ap € A*.

Konfiguracja automatu A na stowie w to para (q,i) € @ x {0...n+ 1}

— q —

Vv
[(Fla[bfafa[b[a[b]]
0 1 i n n+1

Konfiguracje poczatkowe: [ x {1}
Konfiguracje akceptujace: F x {n+ 1}

Zabraniamy przej$¢ postaci
(q7|_7q/7_1) (q7_|7q,71)7

czyli:

SN (@x{F}x@x{-1} U Qx{}xQx{1}) =0



Jezyk automatu dwukierunkowego

Definiujemy relacje przejscia pomiedzy konfiguracjami automatu A na stowie w:
(q7 ’) - (q’7,'+ k)

wtw. gdy

e 1 < i< noraz § zawiera przejscie (q, a;, q’, k), lub

e i =0 oraz § zawiera przejscie (q,+, q’, k), lub

e i = n+1 oraz § zawiera przejscie (q, 1, q’, k).
Bieg na stowie w to ciag konfiguracji

(qo,i0) — (q1,i1) — ... — (qm, im)

gdzie qo € | oraz ip = 1. Bieg jest akceptujacy jesli gqm € F oraz im = n+ 1.

Jak dtugi moze byé¢ bieg automatu dwukierunkowego na stowie w ?

Jezyk rozpoznawany przez A:

L(A) = {w € A" : A ma bieg akceptujacy na w }.



Jezyk automatu dwukierunkowego

L(A) = {w e A" : A ma bieg akceptujacy na w }.

Pytanie

Jaki jezyk rozpoznaje ten automat?

(H nieuzywane)




Automaty dwukierunkowe jako maszyny Turinga

Automaty dwukierunkowe =

maszyny Turinga z tasmga tylko do odczytu



Deterministyczne automaty dwukierunkowe

Automat dwukierunkowy A = (A,F, -, Q, 1, F,§) jest deterministyczny, jesli relacja
przejscia jest funkcja:

§:Qx (A U{F})— Qx{-1,0,1}

Jaki jezyk rozpoznaje ten automat?

o A={a, b}

e Q= {qO: q1, 492, Po; P1, a}

o I={q} - a b -

o F={a} qo | (q0,+1) (g1,+1) (go,+1) (po,—1)
q1 (q2,+1)  (q1,+1)
g2 (qo,+1)  (g2,+1)

po | (a,+1)  (po,—1) (p1,—1)

P1 (p1,=1)  (po,—1)

a (a,+1) (a,+1) (a,+1)




Deterministyczne automaty dwukierunkowe

lle stanéw musi mie¢ deterministyczny automat dwukierunkowy dla jezyka

L, = A*aA"1?

start H& 3 Q ab Q a,b Q ab Q ab @

lle stanéw musi mie¢ deterministyczny automat dwukierunkowy dla jezyka

L, = A*aA""1aA*?

a, b a, b
a a, b a, b a, b a
start —> Q



Deterministyczne automaty dwukierunkowe

a, b a, b
a a, b a, b a, b a
start —>

Odpowiedz

deterministyczny automat dwukierunkowy dla jezyka L, = A*aA"~1aA*:

idz w prawo do pierwszej a
idz n krokoéw w prawo
jesli a to akceptuj
W.p.p-
idz n— 1 krokéw w lewo
kontynuuj od pierwszej instrukcji

wyjatek: jesli - to odrzué




Automaty dwukierunkowe a jednokierunkowe

Czy automaty dwukierunkowe rozpoznaja wiecej jezykéw niz jednokierunkowe?




Automaty dwukierunkowe a jednokierunkowe

Twierdzenie (Rabin, Scott 1959; Shepardson 1959)

(Automaty dwukierunkowe) = (automaty jednokierunkowe).

Dowéd (Vardi 1989):
Niech A = (A,F,4, Q, 1, F, ) automat dwukierunkowy.

W =aj...an gL(.A) witw. gdy 3Py, P1,...,Pnt1 C Q t.ze

e /C P
oVic{0...n+1}, ¥(q,a;,9',k) €5, g€ P, = q' € Piyx
e FNPp1=0 (a0 = F, apt1 = )

Po P, Po Ps Py Ps Ps P; Pg
[FlafbJafa[b[af[b[]




Dowéd (2N — 1N

Po Py P, Ps Py Ps Ps P; Pg
[Flafbfafa[b[afb]]

(Po, Pl) ;) (Pl7 P2) L} . ;> (Pﬁ, P7) L} (P77 Pg)

Dowéd (c.d.):  Definiujemy niedeterministyczny automat jednokierunkowy A’:

e Q= P(Q) x P(Q)

vp'e P,qe Q. (p',a,q,—-1) €5 = q€P

! / / /1 . ’ Lt R )

05 - {((P,P),a,(P,P )) . Vp’GP’,qEQ. (p’,a,q,0)€5 . GP/
vp'e P',qe Q. (p',a,q,1) €6 = g€ P"}

1C P
VpeP,ge Q. (p,F,q,00€6 = g€ P
VpeP,qeQ.(p,F,q,1) €8 = qc P’}

o' = {(P,P) :

PPANF=0
vp' e Pige Q. (p,4,9,0) €8 = qe P’
vp'eP,qe Q. (p,,q,-1) €6 = g€ P}

o F' = {(P,P') :

Z faktu z poprzedniego slajdu wynika: w € L(A") < w ¢ L(A)



Determinizacja

2D automaty
dwukierunkowe

deterministyczne

1IN automaty !
Jjednokierunkowe
niedeterministyczne

1D automaty

jednokierunkowe
deterministyczne

2N automaty
dwukierunkowe
niedeterministyczne




W nastepnym odcinku:
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