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@ Gramatyki bezkontekstowe - po co?



Gramatyki bezkontekstowe

Przyktad

L={a"bp" : neN}

S—aSb|e

S—aSb—>aaSbb—>aabb a

AN

n—0n—W0-—0




Analiza sktadniowa

expr — expr + expr | expr * expr | (expr) | number
number — digit | number digit
digit— 0] 1|2|3]4|5|6|7]8]|9

Drzewo skfadniowe wyrazenia exXpr
RN
5% (2+13) expr * expr
| N
number ( expr )
| N
digit expr + expr
| | |
5 number number
| N
digit number digit
| | |
2 digit 3

1



Analizatory sktadniowe i leksykalne

expr — expr + expr | expr * expr | (expr) | number
number — digit | number digit
digit —0]1|2[3]4|5(6]7|8]9

o Analizator sktadniowy - gramatyka bezkontekstowa:

expr :
expr '+ expr {9$%:=9%1+9$3;}
| expr 'x expr {%$%:=9%1%93;}
| (" expr’) {9$%:=92;}
| number {$$:=91}

o Analizator leksykalny - wyrazenie regularne:

number :
digit {9$%$:=91,}
| number digit {$%:=10« $1 + $2; }



Drzewa

<html>
<head>

<title> ...</title>

</head>
<body>
<h1> ...</h1>
<table>
<tr>

<td> ..
<td> ..
<td> ..

</tr>
<tr>

<td> ..

</tr>
</table>
</body>
</html>

.</td>
.</td>
.</ta>

.</td>

html
N
head body
|
title hl/ \table
N
.N. .W. tr tr
e
td tL td Jd
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Gramatyki bezkontekstowe

g = (A7N757a)

@ A to skonczony zbiér symboli kohncowych (terminalnych)

N to skohczony zbiér symboli niekoncowych (nieterminalnych), AN N =0

@ S € N to symbol poczatkowy
o aa C N x (AU N)* to skonczony zbidr regut przepisywania (produkcji)

Reguty (X, v) € a bedziemy zapisywaé X —g v albo X — v.

Przyktad

Gramatyka G = (A, N, S, a):
o A = {ab,c}
o N = {S,P}
o a = {(5S5S), (S,P), (P,aPa), (P,bPb), (P,e)}

S—+S5S|P
P—aPa|bPb|e




Jezyki bezkontekstowe

Reguty rozszerzamy do relacji —g C (AU N)* x (AU N)*:
w—gw <= IFIX-—gvVv)E€a Jute(AUN)". w = uXt, w = uvt
i domykamy zwrotno-tranzytywnie: w —»g w’ wtw. gdy istnieje ciag
W= Vg —GgVI —>G ... —gVn = W, n>0
zwany wyprowadzeniem (wywodem) w’ z w (w gramatyce G).

Jezyk generowany przez gramatyke: L(G) = {w e A* : S —»g w}.

Przyktad

S—SS|P
P— aPa|bPb|e

Stowo abbabb € L(G), poniewaz ma wyprowadzenie:

5—)g 55—>g P5—>g aPa$s —)gabeaS—>gabbaS —>G
abbaP —gabbabPb—g abbabb

LG) = ?




Przyktady jezykéw bezkontekstowych

Przyktad

S—SS|P
P— aPa|bPb]|e

L(G) = (palindromy parzyste)*

S—SS|P
P—aSa|bShb|e

Il
-~

L(9)




Jednoznacznosé

S—SS|P
P— aPa|bPb]|e

Czy kazde stowo ma co najwyzej jedno wyprowadzenie w gramatyce? I

Nie, np.

5—)g 55—>g PS—)g aPa$S —>gabeaS—>gabba5 —G
abbaP —gabbabPb—gabbabb

S—)g SS —G 5P—>g 5be—>g Sbb—>g
Pbb—gaPabb—gabPbabb—gabbabb



Przyktady jezykéw bezkontekstowych

e {a"b" : neN}
S—saSh|e

palindromy nad {a, b}:
P— aPa|bPb|a|b|e

{wedfa b} - #w(a) = #w(b)}
X — aXb | bXa | aXbbXa | bXaaXb | €

@ wyrazenia arytmetyczne:
W—W W|W+W]|W)|0]|1 S—S+1]1
I—1-C|C
C—(S)]|0]1

@ poprawnie zbudowane wyrazenia nawiasowe:

W — WW | [W]|(W)]e



Jezyki regularne sa bezkontekstowe

Kazdy jezyk regularny jest bezkontekstowy. I

Dowéd:

Niech A = (A, Q,{qo}, F, ). Definiujemy gramatyke G = (A, N, S, a):
o N = Q
°5 = qo
oa ={qg—aq :gq——4qd}tU{q—c:qgeF}

welLG) < qo—wgw < 3Jg€F.5qo,w,q) < we L(A)



Wyprowadzenia lewostronne

Wyprowadzenie:

w—gw << I(X-—gv)€a, ute(AUN)* : w = uXt, w = uvt

Wyprowadzenie lewostronne:

W—L)g w = IX -—gv)Ea, ueA, te(AUN)" : w = uXt, w = uvt

s-toss-bopPs-tigarpas-tigabPbasS-tsgabbasS tig

abbaP -tsgabbabPb-tsgabbabb

. L
Jesliw —»g w' € A* tow —g w'.

Wyprowadzenie prawostronne?
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Drzewa wyprowadzen

Drzewo wyprowadzenia w gramatyce G to drzewo etykietowane AU N U {c} t.ze
@ S jest etykieta korzenia,
o kazdy wierzchotek o etykiecie € AU {e} jest lisciem,

o kazdy wierzchotek o etykiecie X € N jest wewnetrzny, oraz

///X X
\ \ \
X1 X2 Xn albo €
X —g X1Xa... Xy (n>1) X —ge

Przyktad

Drzewo wyprowadzenia dla abbab b:

T

~.,
\b

S—3SS|P
P—saPa|bPb|e a/

L

\b

e e R

"n—TV-V-DV-n




Wyprowadzenia a drzewa wyprowadzen

Plon drzewa wyprowadzenia to stowo w € A* otrzymane z etykiet lisci, w kolejnosci
leksykograficznej (od lewej do prawej), pomijajac e.

Niech w € A*.
S —»g w <= w jest plonem drzewa wyprowadzenia w gramatyce G.

S—gS5S—gSP—gSbPb—¢gSbb—yg
Pbb—gaPabb—gabPbabb—gabbabb



Jednoznacznosé

Czy kazde stfowo ma co najwyzej jedno drzewo wyprowadzenia w gramatyce?

Nie, np.
S S
/‘3 s/ \5
A p p
a/l"\a a/l‘D\a a/l‘D\a
\ \ \

Czy dla kazdej gramatyki istnieje rownowazna gramatyka jednoznaczna, tzn. taka, w
ktérej kazde stowo ma co najwyzej jedno drzewo wyprowadzenia?

Nie, oto jezyk niejednoznaczny:

L = {a"b"c¢™d™ : nnmeN} U {a"b"c"d" : n,me N}



Jezyk bezkontekstowy jako najmniejszy punkt staty

Jezyk palindroméw parzystych nad A = {a, b}, generowany przez gramatyke
P—gaPa|bPb|e,
jest najmniejszym jezykiem L C A* spetniajacym warunek:

L D {a}L{a} U {b}L{b} U {c}.

Czyli L jest najmniejszym punktem statym funkcji monotonicznej

L {a}L{a} U {b}L{b} U {c} : P(A*) = P(A*).

Jak te obserwacje uogdlni¢ do gramatyk o wiecej niz jednym nieterminalu?




@ Postaci normalne i problemy decyzyjne



Postaci normalne

Zatézmy, ze € ¢ L(G). (§—¢)

Posta¢ normalna Chomsky'ego

X —a (a€A) X —YZ (Y,Z€eN)
Dowdd:
X —a (acA) X —w (weN*)

Posta¢ normalna Greibach

X —aw (a€A weN)




Problemy decyzyjne

Dane: gramatyka bezkontekstowa G (np. w postaci Chomsky'ego)
Wynik: czy L(G) = 07

Uniwersalnos¢

Dane: gramatyka bezkontekstowa G
Wynik: czy L(G) = A*?

gramatyki bezkontekstowe G, G’
Wynik: czy L(G) = L(G')?




Problem analizy sktadniowej (przynaleznosci do jezyka)

Analiza sktadniowa

Dane: gramatyka bezkontekstowa G = (A, N, S, ) i stowo a3 ... ap
Wynik: czy ai...an € L(G)?

oblicz: ViJ = {XEN 1 X —»g a,-+1...aj} (0<i<j§n)

sunek

dla 0<i<j<n,
Vij = (i+1 = j) 2 {XeN: X—ga} : 0

dla 0<i<j<n,
dla i < k <,
Vij = Vij U{XeN:3IX—=YZca. YEVii, ZcV;}

wynik = (S € Vo,n)




W nastepnym odcinku:

automaty z ...
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