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@ Pompowanie jezykéw bezkontekstowych



Pompowanie — idea
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Pompowanie

Lemat o pompowaniu

Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje n takie, ze kazde stowo x € L,
[x| > n, mozna przedstawi¢ jako

x=wyuzv, gdzie |[yz| >0i|yuz| <n

i dla kazdego me N, wymuzmv € L.

L bezkontekstowy = dn Vx Ix=wyuzv Vm. wy™ uzmv € L

L jest niebezkontekstowy, jesli dla kazdego n, istnieje stowo x € L, |x| > n takie, ze
dla kazdego przedstawienia x jako

x=wyuzv, gdzie|lyz| >0i|yuz| <n,

istnieje m € N takie, Ze wy™ uzmv & L.

L niebezkontekstowy <= Vn 3x Vx=wyuzv 3m. wyT uz"v ¢ L
——

Xn



Pompowanie — dowdd

Lemat o pompowaniu

Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje n takie, ze kazde stowo x € L,
|x|] > n, mozna przedstawi¢ jako

x=wyuzv, gdzie |[yz| >0i|yuz| <n

i dla kazdego me N, wy™uzmv € L.

Dowéd:

Niech G = (A, N, S, a) gramatyka w postaci Chomsky'ego dla L — {¢}. Niech n takie,
ze kazde drzewo wyprowadzenia dla stowa dtugosci > n ma Sciezke dtuzsza niz |N|.



Pompowanie — przyktady

L niebezkontekstowy <= Vn 3x Vx=wyuzv I3m. wymuz"v & L

Przyktad
Pokazemy, ze jezyk

|

L ={ww: we{ab}"}
nie jest bezkontekstowy. Dla dowolnego n € N rozwazmy stowo
xp = a"b"a"b" € L.
Rozwazmy dowolne stowa w, y, u, z, v takie, ze
Xpn=wyuzv, gdzie |[yz| >0i |yuz| < n.

Dwa przypadki: albo obydwie litery a, b wystepuja w ktéryms ze stéw y, z, albo nie.

4

Jezyk

{a"b"c" : neN}

nie jest bezkontekstowy.




Pompowanie nie dziata

L niebezkontekstowy <= Vn 3x Vx=wyuzv I3m. wymuz"v ¢ L

|

Przyktad

Sprébujmy pokazaé, ze jezyk
L = {a b ck : i j k parami rézne}
nie jest bezkontekstowy.
Niech n = 4 i x = a'bick € L dowolne, |x| > n.
B.u.o. k > i,j. Wtedy k > 3. Niech

wea b c*, yuzvech, lyz| # k —1i, k—j.

Dla kazdego m € N, w y™ uz™ v € L. Pompowanie nie dziata...

Podobny kontrprzyktad mozna poda¢ dla jezykéw regularnych.



Pompowanie dla zaawansowanych :)

Rozwazmy stowa z zaznaczonymi pozycjami. Np. stowo
aaabaaab

ma zaznaczone 3 pozycje.

Niech |w| oznacza liczbe zaznaczonych pozycji w stowie w.

Lemat o pompowaniu (Ogden 1968)

Dla kazdego jezyka bezkontekstowego L istnieje n takie, ze kazde stowo x € L,
[x| > n, mozna przedstawi¢ jako

x=wyuzv, gdzie |[yz| >0i|yuz| <n

i dla kazdego me N, wy™uzmv € L.

L bezkontekstowy =—> 3n Vx Ix=wyuzv Vm. wym uzmv e L

Dowéd:

Tak samo.



Pompowanie dla zaawansowanych — przyktad

L niebezkontekstowy <= Vn 3x Vx=wyuzv 3m. wym uz"v ¢ L

|

Przyktad

Pokazemy, ze jezyk
L = {aibi c® i, j, k parami rézne }
nie jest bezkontekstowy. Dla dowolnego n € N rozwazmy stowo

1 1
Xn = én bn+n. Cn+2n. c L.

Rozwazmy dowolne stowa w, y, u, z, v takie, ze

Xn=wyuzv, gdzie |[yz| >0i |yuz| < n.

Witedy ktéres ze stéw y, z musi zawieraé przynajmniej jedno a.

Trzy istotne przypadki: albo yz € a™, albo y € a™,z € b*, alboy € a™,z € c*.




© Deterministyczne automaty ze stosem



Deterministyczne automaty ze stosem

Automat ze stosem A = (A, Q,qo, F, S, s0,0).

Niech §(q,5,a) = {(p,w) € Q x S* : g L2RELIPENC), 1y

Automat A jest deterministyczny, jesli dla kazdej pary (q,s) € Q x S:
e albo |6(q,s,a)] = 1 dla kazdego a € A, oraz §(q,s,e) = 0;
e albo 6(qg,s,a) = 0 dla kazdego a € A, oraz |6(q,s,e)| = 1.

Pytanie

Czy ten automat jest deterministyczny?

o A = {a,b}
Q = {90,9,9r}
F = {ar}

S = {so,s}

Pop(so),a,push(sso) pop(so),;push(so) pop(so),e,push(e)
o—— Qo 90 q q qr

pop(s),a,push(ss) pop(s).< push(s) pop(s).b,push(<)
g0 ———————> qo Go ————"q q PPELPERE), g

Jak go zdeterminizowac?




Deterministyczne jezyki bezkontekstowe

° Q = {90,9,9,qr}
o F = {qo,9r}

pop(so),a,push(sso) _ _ pop(s),a,push(ss) _ pop(so),e,push(e)
) g G g g————
_ pop(s),b,push(e) pop(s),b,push(e)
g—————4q g———————q

Czy na kazdym stowie automat deterministyczny ma doktadnie jeden bieg?

Czy (deterministyczne jezyki bezkontekstowe) = (jezyki bezkontekstowe)?

Jezyk
{a"b" : neN} U {a"b?>" : neN}

jest rozpoznawany przez automat ze stosem, ale nie przez automat deterministyczny.



Czy (deterministyczne automaty ze stosem) = (deterministyczne automaty ze stosem
bez pustych przejsé) ?

{a"bma" : nmeN} U {a"b"ch™a" : n,meN}

Czy (deterministyczne automaty ze stosem) = (deterministyczne automaty ze stosem
bez stanéw) ?

Czy (jezyki regularne) C (deterministyczne automaty ze stosem bez stanéw)?




Réwnos¢ deterministycznych jezykéw bezkontekstowych

Problem réwnosci

Dane: jezyki bezkontekstowe L, M

Wynik: czy L = M?

Twierdzenie (Sénizergues 1997)

Problem réwnosci deterministycznych jezykéw bezkontekstowych jest rozstrzygalny.

nagroda Gadla 2002 !



Jednoznaczne jezyki bezkontekstowe

Automat A jest jednoznaczny, jesli A ma doktadnie jeden bieg akceptujacy dla
kazdego akceptowanego stowa.

Jezyki

{wwf : we{ab*} {a"b" : neN} U {a"b*" : neN}

s3 jednoznaczne, ale nie deterministyczne.

Czy automat deterministyczny jest jednoznaczny?

Twierdzenie

(jednoznaczne automaty ze stosem) = (jednoznaczne gramatyki bezkontekstowe).




© Wtasnosci domkniecia



Operacje boolowskie, konkatenacja, iteracja

Jezyki bezkontekstowe sa zamkniete na sumy, konkatenacje, iteracje (gwiazdke).

Dowéd:
Gramatyki.

Jezyki bezkontekstowe nie sa zamkniete na przeciecia. I

Dowasd:
Jezyk {a"b" : n€N}c* N a*{b"c" : ne€ N} nie jest bezkontekstowy.

Jezyki bezkontekstowe nie sa zamkniete na dopetnienia.

Na przyktad jezyki
{ww : we{ab}*} {a b ck i, j, k parami rézne }

nie s3 bezkontekstowe, a ich dopetnienia s3 (dlaczego?).



Podstawienia, (przeciw)obrazy homomorficzne

Fakt (jezyki bezkontekstowe s3 zamkniete na podstawienia)

L C A* bezkontekstowy

= h(L) bezkontekstowy.
h:A— P(B*), Va € A. h(a) bezkontekstowy (L) bezkontekstowy

W szczegdlnosci jezyki bezkontekstowe sa zamkniete na obrazy homomorficzne:

L C A* bezkontekstowy

h(L) bezkontekstowy.
h: A — B* homomorfizm — (L) bezkontekstowy

Fakt (jezyki bezkontekstowe s3 zamkniete na przeciwobrazy homomorficzne)

L C B* bezkontekstowy

. == h=1(L) bezkontekstowy.
h: A — B* homomorfizm




Operacje boolowskie (jezyki deterministyczne)

Twierdzenie

Deterministyczne jezyki bezkontekstowe sa zamkniete na dopetnienia.

Na przyktad dopetnienia jezykéw
{a"b" : neN} {wswf 1 wea}

sa deterministycznymi jezykami bezkontekstowymi, a nastepujacy jezyk nie (za
chwile zobaczymy dlaczego):

L= {adbck:.:i=jvj=kvi=k}

Deterministyczne jezyki bezkontekstowe nie sa zamkniete na przeciecia.

Dowéd:

jow.

Deterministyczne jezyki bezkontekstowe nie s3 zamknigte na sumy.




Zestawienie wtasnosci domkniecia

deterministyczne

operacja jezyki Jjezyki
bezkontekstowe | bezkontekstowe

konkatenacja Vv

iteracja (gwiazdka) Vv

suma Vv

przeciecie

dopetnienie V4

podstawienie/obraz Vv

przeciwobraz Vv Vv




Dopetnienie jezykéw deterministycznych (idea dowodu)

Niech A = (A, Q,qo, F, S, s0,9) deterministyczny automat ze stosem.
Skonstruujemy automat deterministyczny A" t.ze L(A”) = A* — L(A).

Bez u.o. zatézmy, ze symbol poczatkowy sp nie jest nigdy zdejmowany ze stosu.

Niech A bedzie identyczny z A, ale stany akceptujace to Q@ — F. Czy L(A) to
dopetnienie L(.A)?

Nie mozemy pozby¢ sie pustych przejs¢!
Konfiguracje (g, w) nazywamy niestabilna jesli (q, w) <5, a w p.p. stabilna. Niech

Ls(A) = {w € A* : o = c dla jakiejs stabilnej konfiguracji akceptujacej c }

Méwimy, ze automat A nie petli sie, jesli Ls(A) U Ls(A) = A*.
Idea dowodu:

A +——  niepetlacy sie A’ — A" (LAY = Ls(A™"))



Jezyk bezkontekstowy z regularnym

Jesli L jest (deterministycznym) jezykiem bezkontekstowym a R jest regularny, to

LNR
LUR
LR Jest (deterministycznym) jezykiem bezkontekstowym.
RL
L®R

A\

Dowéd:  Produkt automatu ze stosem i automatu bez.

Przyktad
Gdyby jezyk

L ={abck:i=jvji=kvVvi=k}
byt deterministyczny bezkontekstowy, to jezyk

{a,b,c}* —L)na*b* c*

musiatby by¢ (deterministyczny) bezkontekstowy.

A\




W nastepnym odcinku:

o W pewnym sensie,

(jezyki bezkontekstowe) = (jezyki regularne)

o w kierunku maszyn Turinga:
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