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© Automaty ze stosem



Automat ze stosem

Automat ze stosem:

A = (A1 Q7q07F15>5075)

o A — alfabet wejsciowy

o Q — zbidr stanéw o S — alfabet stosowy

@ qo € Q — stan poczatkowy @ sp € S — symbol poczatkowy

o F C @ — stany akceptujace o 6 Crin QxSx( AU {e} )xQx[BH

Przejscie (g, s, a,q’, w) € § bedziemy zapisywa¢ jako

,a,push
g,s - q¢',w albo qwq’.

. pop(s),a,push(w)

Przejécie ¢ —————— q”:

@ umozliwione jest w stanie g, jesli na szczycie stosu jest symbol s
@ czyta z wejécia a € AU {e}

@ zmienia stan z g na q’

@ zastepuje na stosie symbol s przez -



Konfiguracje

o Konfiguracja automatu ze stosem: ¢ = (q,v) € Q x §*.
o Konfiguracja poczatkowa: co = (qo, s0).
o Konfiguracje akceptujace: (q,v), g € F.

o Relacja przejscia pomiedzy konfiguracjami:

cL (ae Au{e})
pop(s),a,push(w)
—_—

jesli g q', c=(q,sv), ¢/ =(q’,wv) dla pewnego v € S*.

o Rozszerzamy relacje przejscia (bieg automatu na stowie w):

w
c 2 c (w e A)
jesli
a: a: a,
c XY e, = ¢

dla ai,...,am € AU {e} t.ze a1a2...am = w (ale niekoniecznie m = |w|).



Jezyk rozpoznawany przez automat ze stosem

L(A) = {weA" : o —, ¢ dla jakiej$ konfiguracji akceptujacej c}

Przyktad

o A = {a,b}
° Q = {qo0,9,ar}
o F = {ar}
e S = {so,s}
Pop(so),a,push(sso) pop(so),;push(so) pop(so),e,push(e)
o ——————— Q0 qo0 q q
pop(s),a,push(ss) pop(s),e,push(s) pop(s),b,push(e)
go —————— 9o go ——— 4 q————4q

b b
(9o, 50) == (g0, ss0) — (qo, sss0) —> (q, sss0) — (q, ss0) — (gso) — (gr, €)

L(A) =7

Czy podczas biegu stos moze by¢ pusty?




© Warianty automatéw ze stosem



Warianty automatéw ze stosem

Ostabienie:
@ pojedyncze operacje na stosie: push, pop, nop
o brak stanéw
o brak pustych przejsé¢

@ brak pustych przej$¢ i stanéw

Wzmocnienie:
o przepisywanie prefiksowe

Warianty akceptacji:
o akceptacja przez pusty stos
o akceptacja przez pusty stos i stan akceptujacy



Pojedyncze operacje na stosie: push, pop, nop

§ C Qx {push(s),pop(s),nop : s€ S} x(AU{e})x Q

(qo, push(s), a, qo) (g0, nop, €, q) (g, pop(s0), €, qr)
(g, pop(s), b, q)

(g, push(s), a,q") g PR 2push(n), (res)

pop(s),a,push(e)
(g,p0p(s),a,q") g ————=¢

,a,push
(g,nop,a,q") g 2oPD2push(), (res)

pop(s),a,push(szs2s1)
q R (q,pop(s), a, q1) dodatkowe stany qi, 92, g3

(g1, push(s1), ¢, g2)
(g2, push(s2), ¢, q3)
(g3, push(ss),s, q")



Przepisywanie pretiksowe

Skonczony zbiér przejs¢:

§ Chn @Xx S x(AU{e}) x Q x S*
,a,push(w’
Przejscie g —>p°p(w) 2.push(w’) q’:
@ umozliwione jest w stanie g, jesli na szczycie stosu jest stowo w
o czyta z wejécia a € AU {e}
@ zmienia stan z g na q’

o zastepuje na stosie stowo w przez stowo w’

Twierdzenie

(przepisywanie prefiksowe) = (automaty ze stosem).
Dowéd:
h JE, h
pop(rarary),a,push(sasy) q, q pop(r3),e,push(e) . dodatkowe stany g1, g2

pop(r2),e,push(e)
Q2 ——————q1

pop(r1),a,push(szs1) q/
—_—

q1



Akceptacja przez pusty stos

Konfiguracje akceptujace: (g,€), g € Q

Przyktad

o A = {a,b}
o Q@ = {q0,9,9r}
e S = {so,s}
(qo,push(s),a, qO) (q07"°P757 q) (q,POP(SO),E, Qf)
(g, pop(s), b, q)

Twierdzenie

(automaty ze stosem) = (automaty ze stosem akceptujace przez pusty stos).




Akceptacja przez stany a akceptacja przez pusty stos

A = (A Q,q0,S,%,0) — A = (AQ,q,F .5, 5,d)

o Q = QuU{agy ar}

o F' {agr}

S = Su{sy}

08 = 5 U gq PoPlohepushlon) (0 g PRGOIERUNE) o oy

A = (A7Qaq0’Fvssta6) — Al = (A, Qlaq(/),S/aS(IM(SI)

0 Q = QU {agp qc}

oS = Su{s}

, Pop(sy),e;push(so s4)
[/ ———
08 =46U {qm% cgeF,seS U

{q- pop(s),e,push(e) G 1 s€S')

Go} U

A automaty ze stosem akceptujace przez pusty stos i stan akceptujacy ?




Warianty automatéw ze stosem

Ostabienie:
@ pojedyncze operacje na stosie: push, pop, nop
o brak stanéw
o brak pustych przejsé¢

@ brak pustych przej$¢ i stanéw

Wzmocnienie:
o przepisywanie prefiksowe

Warianty akceptacji:
o akceptacja przez pusty stos
o akceptacja przez pusty stos i stan akceptujacy



© Roéwnowaznoéé gramatyk bezkontekstowych i automatéw ze stosem



Automaty bez stanéw (z jednym stanem)

Automat ze stosem bez standw:
A = (AS,s0,96)

o A — alfabet wejsciowy

@ S — alfabet stosowy

@ sp € S — symbol poczatkowy

0 5 Chin Sx (AU{e}) x §* s 5w

Twierdzenie

(automaty ze stosem) = (automaty ze stosem bez standw).

Dowdd:

Niech A = (A, Q,qo,S,s0,9). Definiujemy A’ = (A,S’,s5,0'):

S = QRxSxQ Jo
/
e s5 = (qo0,5,9), g — dowolny stan So = S0



Konstrukcja réwnowaznego automatu bez stanéw

pop(s),a,push(e) )
% p

o dla kazdego przejscia (q € 4, relacja &’ zawiera przejscie

<q>

a

s — €
P

pop(s),a,push(sns, _1..-5251)

o dla kazdego przejscia (q p) €d(n>1),i

dowolnych stanéw g1, g2, . .., qn, relacja 8’ zawiera przejécia

p
Sn
Adn
Adn

Sp—1

dn—-1
a3
S2
q2
92
S1
q1



Konstrukcja réwnowaznego automatu bez stanéw (c.d.)

Poprawno$¢ wynika z obserwacji:

<Z>l>€ = (9,5) = (p;e),
p

ktéra nietrudno dowie$¢ przez indukcje wzgledem dtugosci biegu. -

Udowodnilismy:

Twierdzenie

(automaty ze stosem) = (automaty ze stosem bez standw).

Czy (automaty ze stosem) = (automaty ze stosem bez pustych przejs¢)?




Automaty ze stosem a gramatyki bezkontekstowe

Twierdzenie

(automaty ze stosem) = (gramatyki bezkontekstowe).

Dowéd:

Zaktadamy, ze stowo puste nie nalezy do jezyka.

@ Niech A = (A, S, sp,d) automat ze stosem bez stanéw. Definiujemy gramatyke
G = (AS,5,q):

(s,a,w) €0 <= s —g aw (seS,ae Au{e},we S¥)

o Niech G = (A, N, sp, ) w postaci Greibach. Definiujemy automat bez stanéw
A = (AN, sp,d):

(s,a,w) €6 <= s—gaw (seN, acA weN")

(automaty ze stosem) = (automaty ze stosem bez pustych przejsé i bez stanéw).




Q Motywacje



Programy rekurencyjne

B:

A
B start —> ﬂ

a
a b b
b(B a
start —
b A start —
B a

A:



Werytikacja

Automat ze stosem A = (A, Q,qo, F, S, s0,0)

Twierdzenie
Zbior konfiguracji osiagalnych jest efektywnie regularny.

Konfiguracja: ¢ = (q,v) € Q x S*.
c = qv € QS*.

Zbior konfiguracji osiagalnych L C QS*.

Dla regularnego zbioru konfiguracji L C QS*, zbiér konfiguracji osiagalnych z L jest
efektywnie regularny.




Werytikacja - przyklad

Dla regularnego zbioru konfiguracji L C QS*, zbidér konfiguracji osiagalnych z L jest
efektywnie regularny.

Przyktad

(qo, push(s), a, qo) (g0, n0p, €, q) (g9, pop(s0), €, gr)
(g, pop(s), b, q)

(q0,push(s), ,q0)  (qo,mop, ,q)  (q,pop(s0), _,qr) rysunck
(a,pop(s), _,q)

do — qos qgo — g gso — qr
qgs — q




W nastepnym odcinku:

@ pompowanie jezykéw bezkontekstowych
o deterministyczne automaty ze stosem
o wiasnosci domkniecia
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