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o Jezyki regularne maja skonczenie wiele ilorazéw lewostronnych



Réwnowaznos¢ syntaktyczna (réwnowaznos¢ Myhilla-Nerode'a)

w~LL zamiast {w} "L = {u€A* : wuelL}

Jezyk L C A* okredla relacje réwnowaznosci w A*:
Wy o= wll = v
Réwnowaznie:

wr~pv <= YueA'. (wuel < vuel)

Fakt (~/ jest L-niezmiennicza)

wr~v = (WeEL < vel)

Dowod: wel < scwlL



Réwnowaznos¢ syntaktyczna

wepv = will = vl = VueA" (wuel < vucl)

Przyktad

A = {a b} el = L €~y abn~y abab~y ...
L = (ab)* a L = bL a~ aba~y ababa ~ ...
b=l = ¢ b~y aan~pabb~y ...
A = {a, b} ()7L = {a"p""* . neN}
L = {a"b" : neN}

Twierdzenie (Myhill-Nerode 1958)

Niech L C A*. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
o L jest regularny

@ ~; ma skonczony indeks




Dowoéd (L regularny = ~; ma skonczony indeks)

Niech A = (A, Q,{qo0}, F,d) automat deterministyczny rozpoznajacy L.

Dla g € Q, niech Lg(A) = ...

)(A) = w L, dla kazdego w € A*.

LS(QO,W

Zdefiniujmy relacje réwnowaznosci ~ 4 na A*:
w4 v <= 6(qo,w) = d(qo, V).
Relacja ta ma skonczony indeks. Uzywamy faktu powyzej, by dowiesé¢

WV = W~ V.

Czyli indeks relacji ~ jest niewiekszy niz indeks relacji ~ 4.

Kazdy automat deterministyczny rozpoznajacy jezyk L ma przynajmniej indeks(~)
stanow.




Dowéd (~; ma skonczony indeks —> L regularny)

Konstruujemy automat deterministyczny A; (automat syntaktyczny):
0 Q = A/~ ={[w]~, 1 weE AT}

°qy = [e]l~,
o F/' = {[w]~, : welL}
o J'([wl~p,a) = [wal~,

Fakt (~/ jest prawa kongruencja)

W~V o — wan~va

Dowéd:

L(A) = L I

Dowéd:
weLA) < §(q,w)EF <<= [wly, EF < wel




Dowéd (~; ma skonczony indeks —> L regularny)

Konstruujemy automat deterministyczny A; (automat syntaktyczny):
o @ = {wlL: weA*}
eqy =L = e 1L
o Fl = {MeQ :ceM}
e §'(M,a) = a~lMm

Dowéd:
afl(wflL) = (w a)flL

L(A) = L I

Dowdd:

weL(A) < §(ghpw)eF < ecw il < wel



Automat A; (przyktad

Q = Ay ={[Wle, : WEA*} o Q = {wlL: weA}

o qy = [el~, oq) =L =c¢c1L
o F' = {[w]~, : wel} o F = {McQ :eccM}
o ¢ ([w]~,,a) = [wa]~, e §'(M,a) = a= M

Przyktad Przyktad

L= (ab)*

a
start —
. & @
b @ a




Automat minimalny

Kazdy automat deterministyczny rozpoznajacy L ma przynajmniej indeks(~) standw.

Automat A ma indeks(~) stanéw.

Czyli Ay to minimalny automat deterministyczny rozpoznajacy jezyk L.

Czy automat minimalny jest wyznaczony jednoznacznie?




Dowodzenie minimalnosci (przyktad)

Czy ten automat jest minimalny?

start —>

Tak!

Kazdy automat deterministyczny rozpoznajacy L = (a b)* ma przynajmniej 3 stany.

Dowéd:
‘ c a b EbgL abEL
e | X b ab
2l %« b cabel bab¢ L
b | x X X

abelL bb¢ L
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Kongruencja

Niech A = (A, Q,{qo}, F,J) automat deterministyczny.
Kongruencja w A to relacja réwnowaznosci R C Q X Q taka, ze

R(q,p) = (@€ F < pcF)
R(q,p) = R(4(q,a),d(p,a)), dla kazdego a € A.

start —>



Automat ilorazowy

Niech A = (A, Q,{qo}, F,J) automat deterministyczny.

Kongruencja w A to relacja réwnowaznosci R C Q X Q taka, ze

R(q,p) = (@€ F < p€EF)
R(q,p) = R(4(q,a),d(p,a)), dla kazdego a € A.

Automat ilorazowy A/R:

e A = A
°oQ = Q/R ={ldlr : 9€Q}
° g5 = [qolr

°oF = F/R = {ldr : g€ F}
o &' ([qlr,a) = [d(q,a)lr

L(A/R) = L(A)

Dowéd: R R
'([qolr, w) = [6(qo0, w)lr



Automat minimalny jako automat ilorazowy

Niech A = (A, Q,{qo}, F, ) automat deterministyczny. Niech L = L(.A).
Zatézmy, ze wszystkie stany automatu A s3 osiggalne.

Definiujemy kongruencje w A nastepujaco:
g=ap wtw. gdy Lg(A) = Lp(A)
Czy to jest kongruencja? Nalezy sprawdzi¢:

Lg(A) = Ly(A) = (g€ F <= peF)
Lg(A) = Lp(A) = Lsqa(A) = Lsp,a(A), dla kazdego a € A.

start —>



Automat minimalny jako automat ilorazowy

Niech A = (A, Q,{qo0}, F,d) automat deterministyczny. Niech L = L(A).
Zatézmy, ze wszystkie stany automatu A s3 osiagalne.

Definiujemy kongruencje w A nastepujaco:

g=ap wtw. gdy Lg(A) = Ly(A)

Automaty A/=4 i A, sa izomorficzne. I

Dowad:
° Q' = {Lg(A) : g€ Q} e Q = {w™lL: weA*}
o ab = Lop(A) oah = L — L
o F/ = {Lq(A) : g€ F} o Fl ={MeQ :eceM}
0 ¥'(Lg(A),2) = Ls(q,2(A) o §'(M,a) = a~1M

Uzyjmy faktu:
L300 W)(.A) = wlL, dla kazdego w € A*.



Problem minimalizacji

Automat minimalny A, jest wyznaczony jednoznacznie (z dokfadnoscia do
izomorfizmu).

L= (ab)*

start —>
start —>



Problem minimalizacji

Problem obliczeniowy

Dane: automat deterministyczny A

Wynik:  automat (izomorficzny do automatu) A;

Algorytm minimalizacji

o usuil stany nieosiggalne z automatu A
@ oblicz relacje =4 g=ap wtw. gdy Lq(A) = Lp(A)

@ oblicz automat ilorazowy A/=4




Poczatkowa réwnowaznosé:

q =0 p < (QEF < pEF)

Uszczegétowienie:

=1 P <= q =ap N VacA d(qg,a) =a

g=ap <= Vn g=,p

3(p, a)



Jak obliczy¢ relacje =47

g=ap wtw. gdy Lg(A) = Lp(A)
G 91 G Gz |

qo0 X X X
g1 X X X
q2 X X
q3 | X X

qa | X X X

q0 q1 q2 q3 qs4

qo X X X
qi X X X
gz X X X
g3 | X X X

qa | X X X X

Skonstruuj graf:

wierzchotki: Q2

krawedzie: (g, p) — (6(q, a), d(p, a))

g=ap <= nie ma Sciezki z wierzchotka (g, p) do F x (Q — F)U(Q — F) x F



Algorytm Brzozowskiego *

o A — R(A) L(R(A)) = L(AF

b, c
start —> start —
a, c
a, b a
@ b

Q_,

o A — P(A) konstrukcja podzbiorowa

o A = P(R(P(R(A)))) P( R(P(R(A))) )

ko-deterministyczny automat A’

jezyki Lq(A’) stanowia podziat A*

P(A’) jest minimalny
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Brak jednoznacznosci *

start —> start —




Relacja =4 dla automatéw niedeterministyczny

g=ap < Vn qg=np

Dla automatéw deterministycznych:

g =0 p < (QEF < p€eF)
Spt1 P <= q =ap A VYa€A d(q,a) =n 0(p,a)

Dla automatéw niedeterministycznych:

g =0 p < (QEF < pEF)
q =pt1 P <= q =xp AN VacA
vq' 6(q,a,q') = 3p’ 8(p,a,p’) A ¢ =n P’

vp' 8(p,a,p') = 39’ 8(q,a,4') N ¢ =n P’

g=Ap = Duplikator ma strategie wygrywajaca z pozycji (g, p)



Gra bisymulacyjna *

Dwaj gracze Spoiler i Duplikator, gra rozgrywana w rundach. Runda rozpoczyna sie w
pozycji (q, p) € Q? i przebiega nastepujaco:

@ Spoiler wybiera jeden ze stanéw (powiedzmy q), litere a € A, i stan ¢’ taki, ze
5(q,a,9');

o w odpowiedzi Duplikator wybiera stan p’ taki, ze
5(p,a,p’)

i kolejna runda zaczyna sie w pozycji (q’, p’).

Kto nie moze wykona¢ ruchu, natychmiast przegrywa. Rozgrywke nieskofnczona
wygrywa zawsze Duplikator.

start —> start —>
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