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© Automaty ze stosem



Automat ze stosem = automat skohczony + stos



Automat ze stosem

Automat ze stosem:

A = (Au Q)q07F1$>50)5)

o A — alfabet wejsciowy o S — alfabet stosowy

® Q - zbior stanow @ sp € S — symbol poczatkowy

@ go € Q — stan poczatkowy o 6 Chn QxSx(AU{e} )x Qx S*

e F C Q - stany akceptujace

Przejscie (g, s, a,q’, w) € § bedziemy zapisywa¢ jako

/ a /
q,s,a—q,w albo g¢g,s—q,w.

Przejscie g, s — ¢/, w:
@ umozliwione jest w stanie g, jesli na szczycie stosu jest symbol s
® czyta z wejscia a € AU {e}
@ zmienia stan z g na g’

@ zastepuje na stosie symbol s przez w



Konfiguracje

o Konfiguracja automatu ze stosem: ¢ = (q,v) € Q X S*.
o Konfiguracja poczatkowa: ¢ = (qo, %o).
o Konfiguracje akceptujace: (q,v), q € F.

o Relacja przejscia pomiedzy konfiguracjami:
c (ae Au{e})

jesli g,s =5 q’,w, c=(q,sv), ¢’ =(q',wv) dla pewnego v € §*.

o Rozszerzamy relacje przejscia (bieg automatu na stowie w):
c % (we AY)

jesli
a. a. a,
c XA e =

dla ai,...,am € AU{e} t.ze a1 a2 ...am = w (ale niekoniecznie m = |wl).



Jezyk rozpoznawany przez automat ze stosem

L(A) = {we A" : ¢ c dla jakiejs konfiguracji akceptujacej ¢ }

Przyktad

Automat ze stosem A:
o A = {a,b}
°© Q = {q0,9a,9p,9¢}
o F = {ar}
oS = {sp,a}
b
qo, S0 — qr, € qa,a —> ga, a2 b, a —* G, €
b
90, S0 —— qa, aso Ga, 8 —> QGp, € b, S0 — qf, €
L(A) =7

Czy podczas biegu stos moze byé pusty?




© Warianty automatéw ze stosem



Warianty automatéw ze stosem

@ operacje na stosie: push, pop, top

@ przepisywanie prefiksowe

@ akceptacja przez pusty stos

o akceptacja przez pusty stos i stan akceptujacy
@ brak stanéw

@ brak pustych przejs¢

@ brak pustych przejs¢ i brak stanéw



Operacje na stosie: push, pop, nop

6 C Qx {push(s),pop(s),nop : s€ S} x(AU{e}) x Q

(g, push(s), a,q") q.,r—=4q,sr (res)
(a,pop(s),a,q") as—>qe
(g,nop, a,q") q,r-=4q,r (res)

b
CIo,SoiHmE dp,d —> Qp, €
b
o, 50 — qa, aso qa,a — Gp,€ b, S0 — g, €
(qo, Pop(so) €, qr) v (ab, pop(b), b, qp)
v (ga, pop(b), b, qp) (ab: PoP(s0); €, qr)
9,5 — q',s3s251 (g, pop(s), 2, q1) dodatkowe stany g1, g2, g3

(q1,push(s1), €, g2)
(q27 pUSh(S2), g, CI3)
(q37 pUSh(S3), g, q/)



Przepisywanie pretiksowe

Skonczony zbiér przejsc¢:

J Chin @% S* x(AU{e}) x Q x S*

Przejécie g, w — q’, w':
@ umozliwione jest w stanie g, jesli na szczycie stosu jest ciag symboli w
o czyta z wejscia a € AU {e}
@ zmienia stan z g na q’

o zastepuje na stosie ciag symboli w przez w’

Twierdzenie

(przepisywanie prefiksowe) = (automaty ze stosem).
Dowéd:
q,rarn — q', ss1 g, — qa,¢ dodatkowe stany g1, g2

£
q2,r2 — q1,¢€

a.
qi,n —> q,s2s1



Akceptacja przez pusty stos

Konfiguracje akceptujace: (g,€), g € Q

Przyktad

o A = {a,b}
°© @ = {q0,9a,9b,9r}
o F = {ar}
e S = {so,a}
£ a b
qo,50 — Gr, € da;a — qa, aa db;3 — qb, €
b
40,50 —* a, aso Gaya — qp, € b, S0 — qf, €

Twierdzenie

(automaty ze stosem) = (automaty ze stosem akceptujace przez pusty stos).




Akceptacja przez stany a akceptacja przez pusty stos

A = (A7 Qaqussza(S) — A = (Aa leq(/)aFlvslas(l)val)

° Q" = QU{qp, ar}

o F' = {ar}

oS = Su{s}

0d =435 U {(q(/)756787q07505(/))} U {(qutljvavqfva) 1 q€Q}

A = (Aanq07F75’50a§) — A = (Ay Qlaq(/),slas(l)vfsl)

° @ = QU{agg g}

oS = SU{s)}
{(q(’),s{),s, qo0, So 56)} U

od =6 U {(95¢e49:s) : geF,seS'}u
{(ge;5,6,qe,¢) : s€ S}

A automaty ze stosem akceptujace przez pusty stos i stan akceptujacy ?




Warianty automatéw ze stosem

@ operacje na stosie: push, pop, top

@ przepisywanie prefiksowe

@ akceptacja przez pusty stos

o akceptacja przez pusty stos i stan akceptujacy
@ brak stanéw

@ brak pustych przejs¢

@ brak pustych przejs¢ i brak stanéw



© Roéwnowaznoéé gramatyk bezkontekstowych i automatéw ze stosem



Automaty bez stanéw

Automaty z jednym stanem = automaty bez stanéw (akceptacja przez pusty stos)

Automat ze stosem bez stanéw:

. A = (AS,s0,0
A — alfabet wejsciowy ( s0,9)
S — alfabet stosowy

sp € S — symbol poczatkowy
6 Chin S x (AU {e}) x S~

Twierdzenie

(automaty ze stosem) = (automaty ze stosem bez standw).
Dowdéd:
Niech A = (A, Q,qo, S, %0,9). Definiujemy A" = (A,S’,s(,48'):
0S5 = QxSxQ %
/o
e s§ = (q0,5,9), q— dowolny So = < SC(’) >



Konstrukcja réwnowaznego automatu bez stanéw

o dla kazdego przejscia q,s — p, e € &, relacja &' zawiera przejécie

< : >
a
S — €
p
o dla kazdego przejécia q,5 —— P, SnSn—1 ...5251 € & (n > 1), dla dowolnych
stanéw g1, G2, ..., gn, relacja &’ zawiera przejécia

(&)



Konstrukcja réwnowaznego automatu bez stanéw (c.d.)

Poprawno$é wynika z obserwacji:

q
< : >i>e (@9 (o),
p

ktéra nietrudno dowies¢ przez indukcje wzgledem dtugosci biegu.

Udowodnilismy:

Twierdzenie

(automaty ze stosem) = (automaty ze stosem bez standw).

Czy (automaty ze stosem) = (automaty ze stosem bez pustych przejs¢)?




Automaty ze stosem a gramatyki bezkontekstowe

Twierdzenie

(automaty ze stosem) = (gramatyki bezkontekstowe).

Dowéd:

Pomijamy stowo puste.

@ Niech A = (A, S, sp,d) automat ze stosem bez stanéw. Definiujemy gramatyke
G = (AS,5,q):

(s,a,w) €0 <= s —g aw (seS,ae Au{e},we S¥)

o Niech G = (A, N, sp, ) w postaci Greibach. Definiujemy automat bez stanéw
A = (AN, sp,d):

(s,a,w) €6 <= s—gaw (seN, acA weN")

(automaty ze stosem) = (automaty ze stosem bez pustych przejsé i bez stanéw).




@ Deterministyczne automaty ze stosem



Deterministyczne automaty ze stosem

Automat ze stosem A = (A, Q,qo, F, S, s0,9).
Niech 6(q,s,a) = {(p,w) € Q X S* : q,s i>p,w}.

Automat A jest deterministyczny, jesli... dla kazdej pary (g,s) € Q@ x S:
e albo |§(g,s,a)] = 1 dla kazdego a € A, oraz §(q,s,g) = 0;
e albo |6(g,s,g)| = 1, oraz 6(q,s,a) = 0 dla kazdego a € A.

Czy ten automat jest deterministyczny?
o A = {a,b}
°© Q = {q0,9a,qp,9¢}
o F = {ar}
oS = {sp,a}
b
qo, S0 — qr, € qa,a —> ga, a2 Gb; 3 — Gp, €
b
q0, S0 — qa, aso Ga,d —> QGp, € b, S0 — qf, €
Jak go zdeterminizowaé?




Deterministyczne jezyki bezkontekstowe

Automat A jest deterministyczny, jesli... dla kazdej pary (q,s) € Q x S:
e albo |§(g,s,a)] = 1 dla kazdego a € A, oraz §(q,s,g) = 0;
e albo |6(q,s,e)] = 1, oraz 6(q,s,a) = 0 dla kazdego a € A.

Czy (jezyki regularne) C (deterministyczne jezyki bezkontekstowe) ?

Czy automat deterministyczny A ma dokfadnie jeden bieg akceptujacy na kazdym
stowie w € L(A) ?

Czy (automaty ze stosem) = (deterministyczne automaty ze stosem)?




Czy potrzebne s3 puste przejscia?

Czy (deterministyczne automaty ze stosem) = (deterministyczne automaty ze stosem
bez pustych przejsé) ?

Jezyk

{a"bma" : nmeN} U {a"bMch™a" : n,me N}
jest rozpoznawany przez deterministyczny automat ze stosem, ale nie przez taki
automat bez pustych przejsé.



Czy (deterministyczne automaty ze stosem) = (deterministyczne automaty ze stosem
akceptujace przez pusty stos) ?

{e,a} {a"b" : n>0}"

Warianty deterministycznych automatéw ze stosem:

@ brak pustych przejs¢

o akceptacja przez pusty stos

@ operacje na stosie: push, pop, top
@ przepisywanie prefiksowe

o brak stanéw



Réwnos¢ deterministycznych jezykéw bezkontekstowych

Problem réwnosci

Dane: jezyki bezkontekstowe L, M

Wynik: czy L = M?

Twierdzenie (Sénizergues 1997)

Problem réwnosci deterministycznych jezykéw bezkontekstowych jest rozstrzygalny.

nagroda Gadla 2002 !



Jednoznaczne jezyki bezkontekstowe

Automat A jest jednoznaczny, jesli. ..

A ma doktadnie jeden bieg akceptujacy dla kazdego akceptowanego stowa.

Jezyki

{wwR . we{ab}*} {a"b" : neN} U {a"b?" : neN}

s3 jednoznaczne, ale nie deterministyczne.

Gramatyka G jest jednoznaczna, jesli. ..

Twierdzenie

(jednoznaczne automaty ze stosem) = (jednoznaczne gramatyki bezkontekstowe).




W nastepnym odcinku:

@ pompowanie jezykéw bezkontekstowych
o wtasnosci domkniecia

@ obrazy przemienne jezykéw bezkontekstowych s3 . ..
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