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1 Notacja
R zbior liczb rzeczywistych;
N zbiér liczb catkowitych dodatnich;
Ny zbiér liczb catkowitych nieujemnych;

(u, v) iloczyn skalarny dwoch wektorow u i v w przestrzeni Euklidesowe;j.

2 Przestrzenie unormowane

2.1 Definicja. Niech X bedzie przestrzenia liniowa. Funkcje || - || : X — R nazywamy normag
jesli spetnia nastepujace warunki.

Loflz 4yl <[zl + llyll dla 2,y € X.
2. ||tz|| = |t| - ||| dla t € R oraz x € X.
3. ||lz|| = 0 wtedy i tylko wtedy gdy = = 0.

2.2 Definicja. Norma || - | pochodzi od iloczynu skalarnego (-,-) : X x X — R jesli ||z| =

Vi, x).

2.3 Definicja. Niech p € (0,00). Definiujemy funkcje || - ||, : R — R wzorem
lelly = (St i) '7? - dia € R,

Ponadto, jesli p = oo, to kladziemy ||z|cc = max{|z1],...,|zn|} dla z € R™.

2.4 Definicja. Niech ¢ i v beda normami na przestrzeni liniowej X. Moéowimy, ze ¢ i v sg
rownowazne jedli istnieje liczba 1 < A < oo taka, ze

A w(z) < ¢(z) < Av(z) dlaze X.

2.5 Definicja. Niech X bedzie przestrzenia liniowa. Mowimy, ze f : X — R jest wypukta
jesli f(tx + (1 —t)y < tf(x)+ (1 —t)f(y) dla wszystkich z,y € X oraz t € (0,1).

2.6 Definicja. Niech (X, - ||x) 1 (Z,] - ||z) beda unormowanymi przestrzeniami liniowymi,
A C X, za§ x € A. Méwimy, ze funkcja f: A — Z jest ciggta w x jesli

Ve>030>0vyeAd |z—ylx <d = [f(z) - fly)llz <e.

2.7 Definicja. Jesli (X, F') jest przestrzenia unormowana, to norme operatorowa na Hom(X, R)
nazywamy tez normg dualng i oznaczamy F™.

2.8 Definicja. Niech X, Y beda przestrzeniami liniowymi. Przez Hom(X,Y) bedziemy ozna-
czal przestrzen liniows wszystkich przeksztaltcenn liniowych X — Y.

2.9 Definicja. Niech X bedzie przestrzenia unormowana, a ¢ € (0,00). Mowimy, ze funkcja
f X — R jest jednostajnie wypukta ze stalq c jesli funkcja X > = — f(z) — c||z|| jest

wypukta.
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2.10 Zadanie. Niech ¢ : R™ — R bedzie scisle wypukta (tzn. ¢(sz+ (1 —s)y) < sop(z)+ (1 —
s)o(y) jesli z,y € R sa liniowo niezalezne oraz s € (0, 1)), nieujemna i dodatnio jednorodna
(tzn. ¢(tx) = |t|p(x) dla x € R™ oraz t € R). Pokaz, ze ¢ jest norma.

Uwaga. Jedli wiemy, ze ¢~ 1[{0}] = {0} to zamiast $cistej wypuklosci mozna zatozyé po prostu
wypuklosé.

2.11 Zadanie. Pokaz, ze || - ||, jest norma dla p € [1, o0].
Wskazéwka: |a + bjP = |a +b| - |a + b|P~L.

2.12 Zadanie. Niech p,q € [1, o0] spetniaja 1/p+ 1/q = 1 (zakladamy, ze 1/00 = 0). Pokaz,
ze
2], = sup{ i ziyi - y € R™, [lylly <1} dlaz e R".

2.13 Zadanie. Niech 0 < p; < p2 < o0 oraz x € R". Pokaz, bez uzycia rachunku rézniczko-
wego, ze
[ ]lps < [2lp, -

Wskazowka. Warto unormowad.

2.14 Zadanie. Na przestrzeni liniowej X dana jest norma | - | : X — R. Pokaz, ze || - ||
pochodzi od iloczynu skalarnego (-,-) : X x X — R wtedy i tylko wtedy gdy spelniona jest
tozsamo$é rownolegtoboku:

(1) o+ wl? + [l = wl* =2 (o] * + [[w]?)  dlav,we X.
Ponadto )

(v,w)y = 1 (||v +w|]? = |jv — w\|2> dlav,we X
definiuje iloczyn skalarny na X taki, ze ||z||? = (z, ) dla z € X.
2.15 Zadanie. Opisz wszystkie normy na R.

2.16 Zadanie. Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenia unormowana. Niech B bedzie domknieta
kula jednostkowa w X, tj.
B={zeX:|z| <1}.

Pokaz, ze B spelnia nastepujace warunki:
(a) jesli z € B, to —x € B (symetria srodkowa wzgledem 0),
(b) jesli x,y € B oraz t € [0,1], to tz + (1 —t)y € B (wypuklosé),
(c) dla kazdego = € X, x # 0 istnieje t € (0, 00) takie, ze tx ¢ B (ograniczonosc).
(d) dla kazdego x € X istnieje t € (0,00) takie, ze tx € B (pochlanianie).

2.17 Zadanie. Niech X bedzie przestrzenig liniowg, a B C X bedzie zbiorem spelniajacym

warunki [(a)], [(b)] [(d)] z zadania 2.16] Definiujemy funkcje | - || : X — R wzorem
|z|| = inf {t € (0,00) : x/t € B} dlaze X.

Pokaz, ze || - || jest norma.
Uwaga. Powyzsza funkcja to tzw. funkcjonat Minkowskiego.
Wskazowka. Bez straty ogolnosci (dlaczego?) mozna zaltozy¢, ze x/||z|| € B dla kazdego z € X,

x # 0.
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2.18 Zadanie. Naszkicuj kule jednostkowe w (R, - ||,) dla p € (0, oc].

2.19 Zadanie. Niech X bedzie skoriczenie wymiarowq przestrzenia liniowa. Pokaz, ze dowolne
dwie normy na X sa rownowazne.

2.20 Zadanie. Niech —0o < a < b < 0o, A = [a,b] oraz C'(A) oznacza przestrzen liniowa
wszystkich funkcji ciagltych na A i rozniczkowalnych w (a, b) w sposob ciagly. Definiujemy

o(f) =sup{|f(z)|:a <z < b}
oraz  v(f) =sup{|f(2)| +|f (z)]:a<z<b} dafeC(A).
Pokaz, 7e ¢ i v s3 normami na C(A) ale nie sa réwnowazne.
Uwaga. Na przestrzeniach nieskoriczenie wymiarowych nie wszystkie normy sa réwnowazne.

2.21 Zadanie. Pokaz, ze norma na R? pochodzi od iloczynu skalarnego wtedy i tylko wtedy,
gdy kula jednostkowa w tej normie jest elipsa.

2.22 Zadanie. Niech p € (0,1). Pokaz, ze istnieje liczba K € (0,00) taka, ze dla wszystkich
z,y € R" oraz t € R funkcja | - ||, : R” — R spelnia

[zlly =0 = 2=0, |tzllp=[t]-[lzll,, lz+yl, <Kzl +Iylp) -

Uwaga: Funkcja spelniajaca powyzsze warunki nazywa sie quasi-norma.

2.23 Zadanie. Niech n,k € Ny. Dla f, g € Hom(R", RF) ktadziemy

(f,g) = trace(f*og),

gdzie trace oznacza §lad przeksztatcenia liniowego. Pokaza¢, ze (-, -) : Hom(R", R¥)xHom(R", R¥) —
R jest iloczynem skalarnym.

2.24 Zadanie. Niech (X, |- ||x), (Y, |- |ly) beda przestrzeniami unormowanymi. Pokaza¢, ze
funkcja || - || : Hom(X,Y) — R dana wzorem

[f1l = sup{llf(@)]ly : = € X, |lz[x <1}
jest norma na Hom(X,Y). Jest to tzw. norma operatorowa.

2.25 Zadanie. Dana jest skoriczenie wymiarowa przestrzen liniowa X wyposazona w iloczyn
skalarny (-, -). Wowczas przeksztatcenie X 3 v — w, € Hom(X,R), gdzie w,(w) = (v, w)
dla w € X, jest izomorfizmem liniowym (naturalnym w kategorii przestrzeni z iloczynem
skalarnym). Niech F' bedzie norma na X (niezwiazana z iloczynem skalarnym) oraz F™* be-
dzie norma dualna na Hom(X,R). Znajdz wyrazenie opisujace norme na X odpowiadajaca
normie F* przy izomorfizmie X ~ Hom(X, R).

2.26 Zadanie. Niech F' bedzie norma na skoriczenie wymiarowej przestrzeni liniowej X (bez
iloczynu skalarnego). Przeksztalcenie ® : X — Hom(Hom(X,R), R) takie, ze ®(z)(w) = w(z)
jest naturalnym izomorfizmem. Pokaz, ze przy takim utozsamieniu mamy F** = F'.

2.27 Zadanie. Niech k < n. Zbadaé, czy zbior
{f € Hom(R¥, R") : xzad(f) = k }

jest otwarty lub domkniety w Hom(R*, R™).
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3 Monotoniczno$¢é p-norm wzgledem p

3.1 Definicja. Niech p € (0,00). Definiujemy funkeje || - ||, : R — R wzorem

n 1/p
|z, = (Z ]xi]p> dlaz e R".
i=1
Ponadto, jesli p = oo, to ktadziemy
|z]| oo = max{|z1],...,|zn]} dlaxzeR"™.
3.2 Stwierdzenie. Jesli p,q € (0,00] oraz p < q, to dla kazdego x € R"™ zachodzi
zflg < lzllp-

Dowdd. Niech x € R". Przeprowadzimy dowdd tylko dla p < ¢ < oo. Korzystajac z jednorod-
noéci normy mozemy zalozy¢, ze
]l =1

Zauwazmy, ze przy powyzszym zalozeniu mamy |z;| < 1dlai € {1,2,...,n}, czyli
[#]loo <1

Dobieramy « € (0, 1) tak, by gao = p. Piszemy

n n n
NS |a; |20 (1= — 3 |25 |P || (L)
i=1 =1 =

n
< NllSe 1Y Jail? = 2 & el < |z flh = 1= Jl2|f
i=1

Podnoszac obie strony powyzszej nieréwnosci do potegi 1/q otrzymujemy teze. O

4 Topologia na przestrzeniach liniowych

4.1 Definicja. Niech X bedzie zbiorem. Topologig na X nazywamy rodzine 7 podzbioréw X
spelniajaca nastepujace aksjomaty

1. jesli AC T, to JAET;
2. jesli A C 71 A jest skoriczony, to (A € T;
3. D €Toraz X €7T.

Przestrzen z topologia nazywamy przestrzenig topologiczng. Elementy rodziny 7 nazywamy
zbiorami otwartymi w X. Dopelnienia elementéw 7 nazywamy zbioramsi domknietymi w X.

4.2 Definicja. Niech (X,7), (Y,0) beda przestrzeniami topologicznymi oraz f : X — Y.
Moéwimy, ze f jest (T, 0)-ciggta jesli f~[U] € 7 dla kazdego U € o (tzn. przeciwobraz kazdego
zbioru otwartego jest otwarty).

5 7
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Uwaga. Niech (X, 1), (Y,0) to przestrzenie topologiczne. Jesli 7 = 2% to wszystkie funkcje
typu X — Y sa ciagle. Jesli 7 = {@, X}, to funkcja typu X — R jest ciagta tylko jesli jest
stala.

4.3 Definicja. Niech (X, 7), (Y, 0) beda przestrzeniami topologicznymi. Topologa produktowa
na X x Y to najmniejsza topologia n C 2X*Y zawierajaca wszystkie zbiory postaci U x Y
oraz X x V dla wszystkich mozliwych U € 7 oraz V € 0.

4.4 Definicja. Przestrzen liniowa X wraz z topologia 7 nazywamy przestrzenig liniowo-
topologiczng jesli zbiory jednopunktowe sa domkniete oraz operacje liniowe, tj. dodawanie
wektorow + : X x X — X oraz mnozenie przez skalar - : R x X — X sg ciagte.

4.5 Definicja. Niech (X, | - ||) bedzie przestrzenia unormowana. Najmniejsza topologie za-
wierajaca wszystkie kule otwarte w X nazywaé¢ bedziemy silng topologig na X.

4.6 Definicja. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Staba topologia na X to naj-
mniejsza topologia zawierajaca wszystkie zbiory postaci w™1[I], gdzie w € Hom(X,R), a I C
R jest przedzialem otwartym. Inaczej moéwiac, to najmniejsza topologia, w ktorej wszystkie
funkcjonaty liniowe sg ciggte.

4.7 Zadanie. Zbadaj czy ponizsze zbiory sa otwarte, domkniete, zwarte, wypukte.
L {(z,y) € R?: 1 < 2 + ¢% < 4},
2. {(x,y) e R?: |2 < 1, |y| < 2},
3. {(z,y) € R?: 22 + 9y% > 1},
4. {(z,y,2) e R®: [z +y + 2| <4},
ER3 v tyt+z<2,0—y> -1},
6. {(x,y,2) € R} : 22 + 9% =1},
7. {(z,y,2) € R®: 2?2 + 942 = 2},

ER3: 20 +y—32< 7},

(

(

(

(

5. {(2,y,

(

(

(

9. {(x,y,2
(

)
)
)
)
8. {(z,y,2) e R} : 22 + ¢y < 1, 2 = 0},
)
10. {(z,y,2) € R® : 2 > |y|},
)

11 {(z,y,2) eR3: 22+ 92 + 2> 1, 2% + % + 22 < 4.

4.8 Zadanie. Znajdz przyktad zbioru domknietego F' C R" oraz funkgcji ciagltej f : R* — R™
takich, ze f[F] C R™ nie jest domkniety.

4.9 Zadanie. Niech (X, || ||x) 1 (Z,]||-]|z) beda unormowanymi przestrzeniami liniowymi oraz
T 1 0 oznaczaja silne topologie na X i Z odpowiednio. Zatézmy, ze A C X oraz f: A — Z.
Pokaz, ze f jest (7,0)-ciagta wtedy i tylo wtedy gdy f jest ciagla w sensie definicji

4.10 Zadanie. Niech X = R. Pokaz, ze topologia 7 generowana przez przedzialy otwarte
zadaje strukture liniowo-topologiczna na X.

o/
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4.11 Zadanie. Pokaz, ze przestrzen unormowana (X, || - ||) wraz z silna topologia jest prze-
strzenig liniowo-topologiczng.

4.12 Zadanie. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia liniowo-topologiczna skoriczonego wymiaru.
Pokaz, ze wszystkie funkcjonaly liniowe na X, tzn. elementy Hom (X, R), sa ciagle.

Niech Y bedzie przestrzenia liniowo-topologiczna. Wywnioskuj, ze kazde przeksztaltcenie linio-
we typu X — Y (tzn. element Hom(X,Y)) jest ciagte.

4.13 Zadanie. Niech (X, ||-]|) bedzie skoriczenie wymiarowq przestrzenia unormowana. Pokaz,
ze topologia silna i staba sie pokrywaja. Innymi slowy, jesli 7 to staba topologia na X, a o to
silna topologia na X, to

1. 7 zawiera wszystkie zbiory postaci {z € X : ||z —al| < r} dla a € X oraz r € (0, 00);

2. o zawiera wszystkie zbiory postaci w™1[I], gdzie w € Hom(X, R) oraz I C R jest otwarty.

5 Ciaglosé funkcji

5.1 Definicja. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Zbior A C X jest niespdjny
jesli istnieja dwa zbiory otwarte U,V &€ 7 takie, ze

ACUUV, ANU#4@, ANV £, AnNUNV =2.

Zbior A jest spdjny jesli nie jest niespojny.
Kazdy maksymalny spéjny podzbiér X nazywa sie spdng sktadowqg X.

5.2 Definicja. Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna, {x, : n € Ny} C X oraz g €
X. Mowimy, ze {z, : n € Ny} zbiega do ¢ jesli lim, o p(xn,g) = 0. Piszemy wowczas
limy, 0o Tn, = g.

5.3 Definicja. Niech (X, p), (Y, o) beda przestrzeniami metrycznymi, z € X oraz f : X — Y.
Moéwimy, ze f jest ciggta w x jesli

Ve>030>0VyeX py,z)<d = o(f(x),fly) <e.

Uwaga. Zbior A C R™ bedziemy najczesciej traktowaé jako przestrzen metryczna z metryka
,O(CB,y) = ||(L‘ - y||2 dla T,y € A.

5.4 Zadanie. Wyznacz granice funkcji lub wykaz, ze nie istnieja.

) sin(zy) ) xd — _ xy
lim , lim , lim —————,
(z,9)—(0,0) x (#,9)—(0,0), T —Yy (z,9)—(0,0) T + Y
TFY
22— 2 . 22y _ 22y
im , lim ——, lim ,
(2.9)—(0,0) 2% + y? (2.9)—(0,0) 22 + y? (2.9)—(00) 22 +
—r2 2y ; 3 3 _ 2 2
fim &Py 7 g S0E+y°) 7 T G VAl ) 7
(y)—(0,0)  sin(z? +y?) (@y)—(00) 22 +y? (2,49)—(0,0) a4y
x? 1 — cos(2? + y?)
lim In(z? + 4?), lm @———, lim
wa)—(0.0)” @ +v) (@)—00) sin(x2 +y2) " (@y)—00) (2% +y?)zry?
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5.5 Zadanie. Niech f : R?\ {(0,0)} — R bedzie dana wzorem f(z,y) = % Wykaz,
ze

lim li ,y) =0, lim li ,y) =0, li , ie istnieje.

Jin limy f(z,y) Jim, Timy f(z,y) (w7y)11>1%070)f(w y) nie istnie]

5.6 Zadanie. Niech f : R?\{(0,0)} — R bedzie dana wzorem f(z,y) = (x-+y)sin(1/z) sin(1/y).
Wykaz, ze
I y) istnie; e lim li ) = 0 nie istnicje.
(x,y)liﬁo,o)f(w y) istnieje ale Yimg, T f(z,y) nie istnieje
5.7 Zadanie. Znajdz zbior punktow ciagtosci funkcji f, g,k : R? — R oraz h : R2 — R?
danych wzorami

$3y3

f(xuy):m dla(m,y);é(0,0), f(070):07
2xy3 + x?y3
g(z,y) = T dla (z,y) # (0,0), ¢(0,0) =0,
zy T+y
h(x,y):<x+y,M> dlaz+y+£0, hizy) =03 dazty=0,
k(x,y)::é_ dlay # 23, k(z,y)=1 dlay=2>.
3

5.8 Zadanie. Wyznaczy¢ granice lub wykazaé, ze nie istnieja.

1 1 1 1 2sin(z2 4 2
lim ¢+_¢+ i 2snE 497

(@y)—(0ro+) |zt +y*  w syt Yy (@yn)—(000) 2y + 22

5.9 Zadanie. Funkcje f,g,h: R?\ {(0,0)} — R dane sa wzorami:

2

_ Y
f(%l/)—m,

g(xay) :f($7y)(w+y), h(.%',y) = ’x‘lnw‘ .
Dla k€ {f,g,h}:
1. obliczy¢ granice iterowane lim,_,qlim, o k(z,y) oraz lim,_qlim,_.o k(z, y);

2. obliczy¢ granice funkeji k£ w punkcie (0, 0) wzdtuz prostej opisanej rownaniem Az+ By =
0, gdzie A, B € R;

3. stwierdzi¢ i uzasadnic¢ czy istnieje granica lim g,y (0,0y k(z,y);
4. zbada¢ istnienie granicy lim,_o k(7).

5.10 Zadanie. Niech n > 2 oraz f : R® — R bedzie ciggla. Ponadto wiadomo, ze istnieja
a,b € R™ takie, ze f(a) <01 f(b) > 0. Pokaz, ze f ma nieskoniczenie wiele punktow zerowych.

5.11 Zadanie. Niech A = [1,2] x [0,27), przeksztalcenie f : A — R? bedzie dane wzorem
f(z,y) = (xcosy,xsiny) oraz B = f[A].

Udowodnij, ze f jest ciagle i réznowartoéciowe ale f~1: B — A nie jest ciagte.
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5.12 Zadanie. Czy ponizsze odwzorowania f,g : R?> — R? sa ciagle, réznowartosciowe i
,na’?

fla,y) = Qe +3y+ 1,70 —y—3), g(z,y) = (22 +3y,2” —y*).
5.13 Zadanie. Znajdz przeksztalcenie ciagte, roznowartosciowe i ,na” f : R — {x € R" :
[[z]l2 < 1}.

5.14 Zadanie. Znajdz przeksztalcenie ciagte i ,na” f: R" — {x € R": ||z||2 < 1}. Udowod-
nij, ze jesli f jest roznowartosciowe to odwzorowanie odwrotne do f nie moze byé ciagte.
Wskazowka. Obraz zbioru zwartego przez funkcje ciagla jest zwarty.

5.15 Zadanie. Niech A = {0} U {1 : n € N} C R. Opisz wszystkie skladowe spojnosci A.

5.16 Zadanie. Naszkicuj poziomice funkcji
fR=R, flry =2~y f:{(z,y) eR?:ay>0} >R, f[f(x,y)=ay,
fiRP =R, flry)=2"+y*, [:{(x,y)eR*:2>0}->R, fl,y)=1",
JiR SR, flay) =@+, [i{y) R :w£0) R, flny)= "
f R =R, fly) =z +y.

5.17 Zadanie. Niech (X, p), (Y,0) beda przestrzeniami metrycznymi. Pokaz, ze f: X — Y

jest ciagla wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego zbioru otwartego U C Y przeciwobraz f~1[U]
jest otwarty w X.

5.18 Zadanie. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Pokaz, ze kazda spojna sktado-
wa X jest zbiorem domknietym w X. Czy kazda spdjna sktadowa X musi byé¢ otwarta w X7
Pokaz, ze jesli zbior B C X jest spdjny oraz zaréwno otwarty jak i domkniety, to musi by¢
spojna sktadowa X.

5.19 Zadanie. Niech

Aut(R") = {4 € Hom(R",R") : rzad(A) = n}.
Pokaz, ze Aut(R™) jest niespojny.
Wskazowka. Obraz zbioru spdjnego przez funkcje ciagta jest spdjny.

5.20 Zadanie. Rozwazmy funkcje f : R? — R, ktora jest ciagta ze wzgledu na kazda wspol-
rzedna, tzn. dla kazdego y € R funkcja f,(-) := f(-,y) jest ciagla i dla kazdego x € R funkcja
fz(+) := f(z,-) jest ciagta. Czy jesli dodatkowo zalozymy, ze

1. dla kazdego y € R (fy)yer jest jednostajnie ciagta,
2. rodzina funkeji (fy)yer jest rownociagta,

to zagwarantujemy ciagtosé funkcji f jako funkeji dwu zmiennych? Odpowiedzi prosze uzasad-
ni¢ podajac dowdd lub odpowiedni przyktad. (Uwaga: zadanie sktada si¢ z dwoch podpunktow
(a) i (b), w kazdym z nich nalezy rozpatrzy¢ odpowiedni warunek.)

5.21 Zadanie. Prosze zbadaé istnienie granicy
, 2?2 sin(x? + y?)
lim — 5
(z,9,2)=(0,0,0)  T°Y + 2

5.22 Zadanie. Prosze wyznaczy¢ wszystkie punkty ciaglosci funkcji

1—cos(zy) dla
) Tz y#0
fle.y): { gx dlay=0
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6 Roézniczkowalno$é funkcji

Niech U C R bedzie otwarty, f : U — R™, eq,..., e bedzie baza standardows RF.
Pochodna kierunkowa f w kierunku v € R¥ w punkcie p € U to wektor

_Of(p)_ @ F) = f(P)

- Ov ~ R>t—0 t

Ouf(p) = Dy f(p) ER™.

Niech i € {1,2,...,k} wowczas i-ta pochodna czgstkowa f w punkcie p € U to wektor

OF (3) = Dif(p) = Do, f(p) = lim 1@ F1e) =)

eR™.
8£Ei R>t—0 t

Pochodna f w punkcie p € U to przeksztalcenie liniowe L € Hom(RF,R™) wyznaczone
jednoznacznie warunkiem

|f(p+h)— f(p) — Lh|

(2) R o I =0 lubinaczej f(p+h)= f(p)+ Lh+ o(||h]]).

Stosuje sie oznaczenia Df(p) = L lub df(p) = L.
Uwaga. Jesli f jest rozniczkowalne w p € U (tzn. istnieje pochodna D f(p)), to

(3) duf(p) =Df(p)v dlaveRF.

Ponadto, jesli wszystkie pochodne czgstkowe f istnieja w pewnym otoczeniu punktu p i sg
ciggte w p, to f ma pochodna w p i zachodzi .

Whiosek praktyczny. Niech A C U bedzie zbiorem punktow rozniczkowalnosci f, B C U
zbiorem punktow, w ktorych wszystkie pochodne czgstkowe sg ciggte, zas§ C' C U zbiorem
punktéw, w ktorych wszystkie pochodne czastkowe istniejg. Wowcezas Int B C A C C. Ponad-
to, f jest rozniczkowalna w punkcie p € C wtedy i tylko wtedy gdy przeksztalcenie liniowe
L € Hom(R* R™) zadane na bazie standardowej przez Le; = D;f(p) dla i € {1,2,...,k}
spekia (2)).

6.1 Definicja. Niech Aut(R"™) bedzie zbiorem wszystkich automorfizmow R", I € Aut(R")
bedzie dane przez Iz = z dla x € R™. Norme¢ na Hom(R",R") definiujemy przez ||A| =
sup{||Av|| : v € R", ||v]] < 1}. Standardowy iloczyn skalarny wektorow u,v € R™ oznaczamy
przez (u,v). Przez trace A oznaczamy $lad przeksztalcenia liniowego A € Hom(R", R").

6.2 Zadanie. Wyznacz bezposrednio z definicji pochodne ponizszych funkcji
1. f(z) = Az, gdzie A € Hom(R", R¥),

2. f(z) = Az + g(z), gdzie A € Hom(R"™, R*) oraz wiadomo, ze lim,_.q M =0,

[[]
3. f(z) = |z,
4. f(x) = B(xz,z), gdzie B : R® x R® — RF jest przeksztatceniem dwuliniowym.

6.3 Zadanie. Niech x € R". Czy istnieje taka funkcja f : R™ — R, ze pochodna kierunkowa
D, f(z) istnieje i jest dodatnia dla wszystkich v € R™\ {0}7
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6.4 Zadanie. Niech v € R", v # 0. Cgzy istnieje taka funkcja f : R™ — R, ze pochodna
kierunkowa D, f(x) istnieje i jest dodatnia dla wszystkich x € R™?

6.5 Zadanie. Niech f: R" — R, v,z € R", a € R, v # 0. Pokaz, ze jesli D, f(zx) istnieje, to

Davf(z) = aD, f(z).

6.6 Zadanie. Niech f: R" — R, u,v,x € R", u # 0, v # 0. Czy z istnienia D, f(x) i D, f(x)
wynika istnienie Dy f ()7
6.7 Zadanie. Niech f : R? — R bedzie dana wzorem

1,2

Y
flay) = — Tz A (z,y) #(0,0), f(0,0)=0
1. Zbadaj ciagtos¢ f w punkcie (0,0) i wyznacz pochodna kierunkowa D, f(0,0) dla dowol-
nego v € R2.

2. Niech g = f2. Zbadaj ciggloé¢ g w punkcie (0,0) i wyznacz pochodna kierunkows
D,g(0,0) dla dowolnego v € R2.

6.8 Zadanie. Niech f : R? — R bedzie taka, ze D, f(0) istnieje dla kazdego v € R2. Czy
musi zachodzié¢

Do f(0) = Dy f(0) + Dy f(0) dla u,v € R??

6.9 Zadanie. Znajdz zbiér punktéw rézniczkowalnosci podanych nizej funkcji. Dla kazdej z
funkeji wyznacz macierz rézniczki (w bazie standardowej) tam gdzie istnieje.

L f:R*\{0} = R, f(z,y) = In Va2 +y?
2. f{l,y,2) €ERP:a? + 3 £ 0} = R, f(z,y,2) = i

3. f:R® =R, fla,y,2) = vy +yz + 2z,

4. f:R?* = R, f(z,y) = exp(zy),

.725 4 .1‘2 4
5 f:RE2\{(z,y) : 2* + 4> =0} = R, f(z,9) = ?Twa
6. f:R2\{(x,9): 1 -2y =0} > R, f(z,y) = arctg L,

7. f:R? = R2 f(r,¢) = (rcosp,rsinp).
6.10 Zadanie. Niech f: R?> — R bedzie dana wzorem

3

flz,y) = jesli zy # O oraz  f(x,y) =0 jesli xy =0.

x
z? + y?
Wykaz, ze f jest ciagla i ma wszystkie pochodne kierunkowe w punkcie (0,0). Dla jakich
punktéw (z,7y) € R? funkcja f jest rézniczkowalna?

6.11 Zadanie. Niech f: R?> — R bedzie dana wzorem
Flx,y) = |z|Y Wy Y10 Gesli zy # 0 oraz fz,y) =0 jesli ay = 0.

Wyznacz zbiér punktéw cigglosci oraz zbiér punktéw roézniczkowalnosei funkeji f.
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6.12 Zadanie. Wykaz, ze istnieje funkcja ciagla g : R — R taka, ze funkcja F : R> — R
okreslona wzorem

2
-1
F(z,y) = exp(aci/;) dlaz #0oraz F(0,y) = g(y)

jest ciagta. Znajdz zbior rézniczkowalnosci tak zdefiniowanej funkcji F'.

6.13 Zadanie. Niech f: R? — R? bedzie rézniczkowalna. Funkcje g : R2 — R?i h: R? —
R3 dane s wzorami

g(x,y) = (5a?siny, eY) | h(x,y) = (4o — 3ely, 6z + de'y, —x + ety).
Zbior U C R? jest otwarty i zawiera punkt (1,arcsin(3/5)). Wiadomo, ze
fog(z)=h(z) dlazeU.

Wyznacz macierz rézniczki f w punkcie (3, e?) w bazach standardowych lub wzor okredlajacy
Df(3,e*) jako funkcje.
Wskazéwka. Zachodzi g(1,arcsin(3/5)) = (3,e%).

6.14 Zadanie. Niech A = {(z,y) € R?: |zy| < 1} oraz f : A — R bedzie dana wzorem

In(1 4 zy)

flz,y) = x
Y dlaz=0.

dla 2 # 0

Wykaz rozniczkowalnosé f w punktach (0,0) oraz (0, 2).

6.15 Zadanie. Wykaz, ze funkcja dana przez f(z,y) = (22 +y?)sin(1/v/22 + y2) dla (z,y) #
(0,0) oraz £(0,0) = 0 jest rézniczkowalna w kazdym punkcie zbioru U = B(0,1) C R? ale nie
jest klasy C'.

6.16 Zadanie. Niech f : R™ — R. Zalozmy, ze D, f(0) istnieje oraz Dy4,f(0) = D, f(0) +
D, f(0) dla wszystkich u,v € R™. Czy f jest rozniczkowalna w 07

6.17 Zadanie. Niech s : R — R bedzie funkcja gladka taka, ze s'(—=1) = 0 = s/(1), a f :

R? — R? bedzie rzutowaniem na kule jednostkowa w normie || - ||oo (czyli kwadrat), tzn.
2 edli f|2flee > 1
i) = | el
z jeshi ||z]leo < 1.

Definiujemy h : R? — R? wzorem h(z,y) = (s(x), s(y)). Pokaz, ze funkcja h o f jest réznicz-
kowalna na R? oraz D(h o f) = Dho f.

6.18 Zadanie. Niech f : Hom(R",R") — R bedzie dane przez f(A) = det A dla A €
Hom(R",R"). Udowodnij, ze

Df(I)A = trace A dla A € Hom(R",R").
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6.19 Zadanie. Niech A € Hom(R",R") oraz t € R. Udowodnij, ze jesli [[tA] < 1, to

(I+tA)” Z 1)t/ A7 .

6.20 Zadanie. Funkcja f : Aut(R") — Aut(R") jest dana wzorem f(A) = A~! dla A €
Aut(R™). Wyznacz Df(I), a nastepnie D f(X) dla dowolnego X € Aut(R").

6.21 Zadanie. Niech X, Y, Z beda unormowanymi przestrzeniami liniowymi 2 C X bedzie
otwarty, v € Y, f: Q@ — Hom(Y, Z), g : Q2 — Z bedzie dana wzorem g(z) = f(x)v dla x € Q.
Pokaz, ze jesli Df(x) € Hom(X, Hom(Y, Z)) istnieje dla pewnego = € Q, to

(Df(x)u)v = Dg(xz)u dla kazdego u € X .

6.22 Zadanie. Dana jest funkcja gladka v : R — R™ taka, ze ||7/(¢)|| = 1 dla ¢ € R. Niech
7 : R — Hom(R", R") bedzie takie, ze 7(t) to rzutowanie ortogonalne na przestrzen (linie)
rozpieta przez 7/ (t). Udowodnij, ze

()7 (1) =0 oraz T()(Y () =7"(t) dlateR.
6.23 Zadanie. Znajdz pochodne czastkowe funkcji:
1. f:(0,00) x R? — R danej wzorem f(z,y, z) = 2%,
2. f:R? x (0,00) — R danej wzorem f(x,vy,2) = zexp(y)In(z) + arctg(x/z),
3. £ RF\ {0} — R dancj wrorem f(z) = 2],
4. f:R? x (0,00) — R danej wzorem f(z,vy,z) = exp(zy) + sin?(2) + 27,
5. f:R? — R danej wzorem f(z,y) = y? exp(z) + 22 exp(y).

6.24 Zadanie. Wyznacz pochodna oraz gradient funkcji f : R* \ {0} — R danej wzorem
f(x) =zl

6.25 Zadanie. Zbadaj rozniczkowalnosé funkcji f : RF — R jesli

x3 —I—y Yy
0 dla (z,y) = (0,0) 0 dla (z,y) = (0,0)
_ [lelBsin(lz5?) dia = € RY {0} [Ty 20
f(Z) - k ’ f(x,y) - Y ’
0 dlaz=0€eR . dlay — 0
F(e,2) = el

6.26 Zadanie. Znajdz pochodna funkcji f : (0,00) x R? — R danej wzorem f(z,y, z) = 2%*
w punkcie (1,1, 1) w kierunku wektora (1,2,0).
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6.27 Zadanie. Zbadaj istnienie pochodnej kierunkowej D, f(p) jesli

exp(zy) — 1
JiR? SR, floy) = r daz#0
1 dlax=0

p=1(0,1), ve{(l,1),(1,0)}.

6.28 Zadanie. Dane sa funkcje f(z,y) = (z — v,z +v,2,/7y) i g(z,y, 2) = In(2? + y? + 2?).
Okreslamy FF'=go f.

(a) Wyznacz maksymalng dziedzine funkcji F.

(b) Wyznacz D1 F korzystajac z reguly tancuchowej.
(c) Wyznacz Df(z,y).

(d) Znajdz funkcje g o f. Wyznacz jej gradient.

6.29 Zadanie. Powierzchnie pewnego wzgoérza mozna opisa¢ za pomoca funkcji f : R? —
R, ktora jest rozniczkowalna w punkcie o wspolrzednych (a,b), przy czym Dif(a,b) = 3 i
Daf(a,b) = 2. Wyznacz wektor:

1. v € R? wskazujacy kierunek najwiekszej stromizny ,pod goére" w punkcie (a, b),
2. w € R? wskazujacy kierunek najszybszego spadku w punkcie (a, b),
3. u € R? odpowiadajacy poziomicy przechodzacej przez (a,b)(styczny do poziomicy).

4. Oblicz kat nachylenia drogi przechodzacej przez punkt (a,b) skierowanej na potnocny
wschod (tj. wzdtuz wektora (1,1)).

6.30 Zadanie. Prosze wyznaczy¢ bezposrednio z definicji (bez wyznaczania pochodnych
czastkowych) rozniczke w zerze funkeji f: R™ — R"

f(@) = wsin(||z]]) + udet(z, v1,va, ..., vn1),

gdzie u,v1,ve,...,0,—1 sa ustalonymi wektorami. Prosze obliczy¢ pochodng kierunkowa w
zerze w kierunku wektora vq.
(det(wq, ws, ... wy) oznacza wyznacznik macierzy, ktorej kolumnami sa wektory wy, ..., wy.)

7 Regula tanicuchowa

7.1 Zadanie. Funkcja f : R" — R jest rozniczkowalna, f(0) = n/2, Dpf(0) = k dla k €
{1,2,...,n}. Oblicz pochodna funkcji

g(t) = cos(f(t,t%,...,t")) w punkcie t =0,
7.2 Zadanie. Funkcja f : R? — R jest dana wzorem f(z,y) = (2® —z —3)(2z — y — 2).
Wiadomo, ze Df(p) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy p € {(—2,—6),(—1,—2),(1,0)} = A. Dla

kazdego p € A rozpoznaé, czy f ma ekstremum lokalne w p.
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7.3 Zadanie. Niech f: R? — R? bedzie dana wzorem

flz,y) = (@ +y—y* 22y +y).

Zakladajac, ze f jest odwracalna w otoczeniu punktu (2,1) i funkcja odwrotna jest réznicz-
kowalna w punkcie (4,5) wyznacz pochodng funkcji odwrotnej do f w punkcie (4, 5).

7.4 Zadanie. Niech f : R?> — R? bedzie taka, ze dla (x,3) w pewnym otoczeniu punktu
(2,1) zachodzi wzor
f@® +y =%, 2zy +y) = (32,2y).

Wyznacz pochodng funkeji f w punkcie (4, 5).

8 Proste réwnania rézniczkowe

8.1 Zadanie. Funkcja f: R™ — R jest rézniczkowalna i spelnia warunek
n n
Z x;Dif(x) < Z D;f(x) dla wszystkich z € R".
i=1 i=1

Wykaz, ze na kazdym zbiorze zwartym i wypuklym K C R" funkcja f osiaga swdj kres dolny
w pewnym punkcie brzegu 0K.

Wskazowka. Niech v = (1,1,...,1) € R"™. Dla € R" zbadaj zachowanie funkcji g(t) =
flz+t(z —v)).

8.2 Zadanie. Niech v € R?\ {0}. Opisz wszystkie funkcje f : R* — R takie, ze D, f(z) = 0
dla z € R2.

8.3 Zadanie. Niech v € R2. Opisz wszystkie funkcje f : R? — R takie, ze D, f(z) = 0 dla
r € R2

8.4 Zadanie. Niech f: R? — R bedzie rézniczkowalna. Wiadomo, ze f spelnia
#D1f(z,y) +yDaf(z,y) =0 dla (z,y) € R*.
Wykaz, ze f jest funkcja stala.

8.5 Zadanie. Zalozmy, ze K C R? jest zwarty, wypukly i zawiera pewne otoczenie punk-
tu (0,0). Dana jest funkcja ciagta f : K — R, rézniczkowalna we wnetrzu zbioru K i spelnia-
jaca

xD1f(z,y) +yDaf(z,y) >0 dla (z,y) € K\ {(0,0)}.

Wykaz, ze f ma globalne minimum w punkcie (0,0), a maksimum jest przyjmowane na brzegu
zbioru K.

8.6 Zadanie. Niech f: R? — R bedzie funkcja rézniczkowalna, g(u,v) = (u? —v?,v? —u
oraz z = go f. Wykaz, ze
uDoz +vD1z = 0.
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8.7 Zadanie. Niech
C = {J} = (:cl,xg, R ,a:m) eR™ ‘Vi:LQ,_._?m €T = O}

Zatozmy, ze f : C — R jest funkcja ciagla na C' i rozniczkowalna na intC, przy czym
m
ZDuf(x) >0 VeelntC.
i=1

Wykaz ze info f = infine f.

9 Twierdzenie o wartosci Sredniej

9.1 Zadanie. Niech Q C R? bedzie otwarty i wypukly, a f : Q — R bedzie taka, ze Dy f(x) i
Dy f(x) istnieja dla wszystkich = € Q. Ponadto istnieje stala M € (0, 00) taka, ze |D; f(z)| < M
dla wszystkich =z € Q oraz ¢ € {1,2}. Pokaz, ze

[f(@) = f)l < Mz —yly dlaz,yeQ

Czy powyzsze oszacowanie bedzie prawdziwe jesli opudcimy zatozenie o wypuktosci 27

9.2 Zadanie. Niech U C R" bedzie otwarty i tukowo spojny, f : U — RF bedzie klasy C', zas
7 :[0,1] — U bedzie kawatkami klasy C!. Kladziemy M = sup{||Df(2)|| : z € U}, z = 7(0)
oraz y = y(1). Niech [ oznacza dlugosé krzywej =, tj.

1
1= [ .

[f(z) = fF)ll < M -1

Pokaz, ze

10 Znajdowanie kreséw funkcji

10.1 Zadanie. Wyznaczy¢ kres gorny funkcji f(xz,y) = x(y — x — 1)e” Y na zbiorze A =
{(z,y) e RZ: 0< z < y}.

10.2 Zadanie. Wyznacz najwicksza i najmniejsza warto$é funkeji f na podanym zbiorze
zwartym D.

L f(z,y) =Iln(1+2>+y%)  D={(z,y) eR? |2 +3* <1, x<y},
2. f(x,y) = 22+ zy + 292, a D jest dyskiem jednostkowym,
3. flx,y) =22+ 9% — 2 —y, a D jest trojkatem o wierzcholkach (0,0), (0,2) i (2,0)

4. f(z,y) = zy%, a D jest zawartym w pierwszej ¢wiartce uktadu obszarem ograniczonym
krzywa o réwnaniu 22 + y? = x i prosta y = 0.

10.3 Zadanie. Wyznacz najwieksza i najmniejsza wartosé¢ funkcji f na podanym zbiorze
zwartym D. Naszkicuj zbior D.
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= zsin(a? + y?) D= {(x,y,2) | 22 <z?+y* <1},

T,Y,2) =2 z\/xz + 42, gdzie D jest zbiorem zwartym, ograniczonym walcem

- (2,9, 2)
2. f(x,y,2)=ay+y—2z  D={(x,y,2) eR* | y* <z <4, 0<z<1,
- S ) =
{(z,y,2) | 22 +y? = 1} oraz plaszczyznami z = 0i z + z = 1.

10.4 Zadanie. Niech f: R™ — R bedzie funkcja afiniczna (tzn. istnieje taki wektor a € R"”
ibeR,ze f(z) = (a, z) +b). Wykaz, ze jesli D jest wieloScianem, to funkcja f przyjmuje
swoje minimum na zbiorze D w pewnym wierzchotku.

10.5 Zadanie. Znajdz kresy funkcji na podanych zbiorach nieograniczonych

fla,y) = (3z +2y)e™ V" na R?;
2

xx+y16_xy na A:= {(z,y) e R* | 0 <y <z},

g(a:,y) =

10.6 Zadanie. Niech a,b, c € R spelniaja a®4b%+c? # 0. Wyznacz kresy funkcji f : R? - R

danej wzorem
ar + by + ¢

V1422 4 y?

10.7 Zadanie. Wyznacz kresy funkcji f : [0, 7]> — R danej wzorem

flz,y) = dla z,y € R.

f(z,y) = sin(x) sin(y) sin(z +y) dla z,y € [0, 7].

11 Stozek styczny
Definicja. Niech X bedzie przestrzenia liniowa. Zbior C' C X nazywamy stozkiem jesli
VveCVte (0,00) tveC.

Definicja. Niech X bedzie przestrzenig unormowana, A C X, a € A. Definiujemy stozek
styczny To A jako zbior tych w € X dla ktorych istnieje ciag x; € A\ {a} taki, ze

lim z; =a oraz N T B

j—00 [lwl] 5= Jzj —al*
11.1 Zadanie. Niech M C R" bedzie wykresem pewnej funkcji gladkiej typu R"~! — R,
p € M, f:R" — R" bedzie gladkie i takie, ze D f(p) jest izomorfizmem liniowym, v € R"”
bedzie wektorem prostopadtym do T, M. Pokaz, ze wektor w = (D f(p)~')*v jest prostopadty
do Tf(p)f[M].
Uwaga. Dziedzina i przeciwdziedzina f wyposazone sa w pewne iloczyny skalarne (nieko-
niecznie standardowe) definiujace pojecia prostopadlosci i wzgledem ktoérych wyznaczone jest
przeksztatcenie sprzezone do D f(p)~1

Zadanie z *: Zatozmy, ze ||v|| = 1. Oblicz ||w||.

11.2 Zadanie. Niech A = {(z,y) € R? : 22 = y?}. Dla kazdego z € A opisz stozek stycz-
ny T, A.
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11.3 Zadanie. Niech G : R* — R? bedzie dana wzorem
G(z,y,2,t) = (Z+a:2—i—y2 -2, z+y2+t2 —2).

Kladziemy A = G71{0} = {w € R* : G(w) = 0}. Opisz stozek styczny do A w punkcie
(1,1,0,1).

11.4 Zadanie. Zbadaj istnienie pochodnej kierunkowej D, f(p) jesli f : R? — R jest funkcja
charakterystyczng zbioru M = {(z,y) € R?:y = 25} oraz p € M i v jest wektorem stycznym
do M w p.

11.5 Zadanie. Niech M = {(z,y) € R? : y = 2%}, p € M, v € T, M. Dane sa dwie funkcje
rozniczkowalne f, g : R? — R takie, ze f(a) = g(a) dla a € M. Pokaz, ze D f(p)v = Dg(p)v.

Wskazowka. Reguta taricuchowa.

11.6 Zadanie. Niech X, Y beda przestrzeniami unormowanymi, {2 C X bedzie otwarty,
a€Q, f:Q — Y bedzie klasy C!, Df(a) bedzie ciaglym przeksztalceniem liniowym oraz
A= f~'f(a)]. Pokaz, ze T,A C ker Df(a).

* Uwaga. Gdy poznamy twierdzenie o funkcji uwiktanej bedziemy mogli powiedzie¢ wiece].
Mianowice, jesli dim X < oo, dimY < oo oraz [ € Ny jest takie, ze dimkerDf(z) = [ dla
kazdego = € A, to T,A = ker Df(a); zob. |Bir86, Twierdzenie 11.1].

11.7 Zadanie. Niech X, Y beda przestrzeniami unormowanymi, 2 X bedzie otwarty,
ACQ acA f:Q— Y bedzie klasy C'. Pokaz, ze Df(a)[T,A] Tty fIA], tzn. jesli
v € Ty A, to Df(a)v € Tyy) f[A]. Kiedy zachodzi rownosé D f(a)[ToA] = Ty(q) f[A]?

11.8 Zadanie. Niech M C R", p € M, v € T,M. Dane sg dwie funkcje f,g : R" — R klasy
C! takie, ze f(x) = g(x) dla z € M. Korzystajac z zadania pokaz, ze Df(p)v = Dg(p)v.

-
C

11.9 Zadanie. Niech X bedzie unormowana przestrzenia liniowa, p € X, A C X, B C X.
Zalozmy, ze istnieje r > 0 takie, ze B(p,r) N A = B(p,r) N B. Pokaz, ze wowczas T,A = T,B.

11.10 Zadanie. Niech A = {(z,y) € R? : 22 = y?}. Dla kazdego z € A opisz stozek
styczny T, A.

11.11 Zadanie. Niech k < n, A € Hom(R", RF).

(a) Zalozmy, ze Py, ..., P sa k-wymiarowymi podprzestrzeniami liniowymi R™ oraz dla
kazdej (n — k)-wymiarowej podprzestrzeni liniowej K C R" istnieje j € {1,2,...,[}
takie, ze P; N K = {0}. Pokaz, ze rank(A) = k wtw. wtedy gdy istnieje j € {1,2,...,1}
takie, ze dim A[P;] = k.

(b) Niech vy, ...,v, bedzie dowolna baza R"™ za$ A(n, k) oznacza zbiér wszystkich funkcji
rosnacych o : {1,2,...,k} — {1,2,...,n} (kazda taka funkcja odpowiada wyborowi
pewnych k liczb sposrod n liczb). Pokaz, ze rodzina P, = span{v,(1), . - -, Vs(k)} indek-
sowana funkcjami o € A(n, k) spelnia powyzsze zalozenia.

(c) Wywnioskuj, ze rank A = k wtw. gdy macierz A (zapisana w dowolnych bazach) zawiera
k liniowo niezaleznych wektoréow (pionowych badz poziomych).

11.12 Zadanie. Niech n,k € Ng, k < n, f : R* — RF bedzie klasy C'. Pokaz, ze {x € R" :
dimker Df(x) = n — k} jest otwarty. Wskazowka. Skorzystaj z zadania [11.11
18
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11.13 Zadanie. Niech G : R* — R? bedzie dana wzorem
G(xvyvzat) - (Z+$2+y2 _2, Z+y2+t2 —2)

Ktadziemy A = G~1{0}. Opisz stozek styczny do A w punkcie (1,1,0,1).
Wskazowka. Nalezy zalozy¢ prawdziwosé twierdzenia z zadania [11.6}.

11.14 Zadanie. Niech P, @), X, Y, Z beda przestrzeniami unormowanymi, dim X < oo,
dimY < o0,b: X XY — Z bedzie dwuliniowe, f: P — X, g: Q — Y ih(p,q) = b(f(p),9(q)).
Pokaz, ze

Db(x,y)(u,v) = b(x,v) + b(u,y) dlaz,ue X, y,veyY,
Dh(p,q)(r,s) = b(f(p), Dg(q)s) + b(Df(p)r,g(q)) dlap,re P, q,s€Q.

11.15 Zadanie. Niech I € Hom(R",R") bedzie dane wzorem Iz = z dla x € R™. Definiu-
jemy
O(n) = {AcHom(R",R"): A0 A=1}.

Opisz réwnaniami przestrzen styczna do O(n) w punkcie I, a nastepnie w dowolnym punk-
cie A € O(n). Wyznacz wymiar 740(n).
Wskazowka. Nalezy zatozyé prawdziwosé twierdzenia z zadania [11.6}.

11.16 Zadanie. Definiujemy
SL(n) = {A € Hom(R",R") : det A = 1}.

Opisz rownaniami przestrzen styczna do SL(n) w punkcie I, a nastepnie w dowolnym punkcie

A € SL(n).
11.17 Zadanie. Udowodni¢, ze jesli funkcja rézniczkowalna f : R? — R spelnia
yle(xay) - xDQf(:an) =0 dla (x,y) € R27

to istnieje funkcja rézniczkowalna g : (0,00) — R taka, ze

fla,y) = g(a® +y?) dla (z,y) € R*\ {0}.
11.18 Zadanie. Niech p € (0,00), a f : (0,00)® — R bedzie funkcja rézniczkowalng spetnia-
Jaca
xl_lef([E, Y, Z) = yl_pDZf(xv Y, Z) = Zl_pD3f(:C7 Y, Z) dla (1"7 Y, Z) S (O) 00)3 .
Pokaz, ze istnieje funkcja ¢ : (0,00) — R taka, ze f(x,y,2) = @(aP + yP + 2P).
11.19 Zadanie. Niech f € C'(R? R). Definiujemy g : R — R wzorem
g(@) = [} f(z,t)dt dlazeR.
Pokaz, ze
1
g'(x) = [y Dif(z,t)dt.
Wskazéwka. Rozpatrz rodzine funkcji L = {l, : R* — R : h € (—1,1)} dana przez l,(z,y) =
h=Yg(x + h,y) — g(z,y)) dla h € (—1,1), 2,y € R. Korzystajac ze zwartosci odcinka [0, 1]
wykaz jednostajna ciagtosé Dy f(z,y), a nastepnie pokaz, ze L jest rodzing funkcji réwnocia-
glych. Dalej skorzystaj z twierdzenia Arzeli-Ascoliego by pokazaé, ze [;, zbiega jednostajnie

przy h — 0 do Dy f.
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11.20 Zadanie. Niech a,b € R, a < b, 2 C R"” bedzie otwarty, f : Q x R — R bedzie klasy
C! oraz g : Q9 — R bedzie dana wzorem

g(x) = fff(m,t) dt dlaze Q.
Udowodnij, ze dla x € Q oraz v € R" zachodzi
Dg(z)v = ['Df(z,t)(v,0)dt.
Wskazowka. Rozwaz funkcje g(a,b, ¢, d) = f; fle,d,t)de.

11.21 Zadanie. Wyznacz pochodne czastkowe funkcji h : R? — R danej wzorem

he.y) = / " flay? explay), ) dt,
xy

gdzie f : R? — R jest klasy C'.
11.22 Zadanie. Definiujemy

G(n,m) = {P € Hom(R",R") : Po P = P, P* = P, rank(P) = m}.
Jesli Q € G(n,m), to ktadziemy Q+ = I — Q. Niech P € G(n, m). Udowodnij, ze

TpG(n,m) = {A € Hom(R",R"): A* = A, Po Ao P =0, PL o Ao P1 =0} .

12 Ekstrema lokalne

12.1 Zadanie. Funkcja f : R — R jest rozniczkowalna, p € R™ oraz Df(p) = 0. Dla
veS! ={zeR":|z| =1} definiujemy funkcje g, : R — R wzorem g,(t) = f(p + tv)
oraz liczbe £(v) = inf{t € (0,00) : ¢g/(t) = 0}. Zalézmy, ze dla kazdego v € S"~! funkcja g,
ma minimum lokalne w 0 oraz inf{e(v) : v € S"~!} > 0. Pokaz, ze wéwczas f ma minimum
lokalne w p.

12.2 Zadanie. Wyznacz lokalne minima i maksima funkcji
f(z,y,2) =In(1 4 2?%) - cos(y) - exp(y +sinz) dla (x,y,2) € R?.

12.3 Zadanie. Niech f(z,y) = 23y — 322y + 42 dla (z,y) € R% Wyznacz wszystkie punk-
ty krytyczne f. Dla kazdego punktu krytycznego rozpoznaj, czy f ma tym punkcie lokalne
ekstremum.

12.4 Zadanie. Niech

f@y)=@-y)2—y*), (z,y) €R?.

Wykaz, ze f ograniczona do dowolnej prostej przechodzacej przez punkt (0,0) ma minimum
w punkcie (0,0) ale nie ma minimum w (0, 0) jako funkcja dwoch zmiennych.
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13 Wielomiany i notacja wielowskaznikowa

Definicja. Niech X1, ..., X;1Y beda przestrzeniami liniowymi. Przestrzen liniowa wszystkich
przeksztatcen [-liniowych typu X1 X --- X X; — Y oznaczamy przez

Hom(Xy,...,X;;Y).

W przypadku gdy X; = -+ = X, ¢ € Hom(Xy,...,X;;Y) oraz € X; bedziemy roéwniez
pisaé

orl = p(x, ..., x).

Definicja. Wielowskaznikiem n-wymiarowym nazywamy kazdy wektor o € Njj. Wprowadza-
my ponadto oznaczenia

n
|a] :ZO‘Z’ al =ag!--ay!,
i=1
=z -aom dlax e R™, D% =Dj*---Dym.

Definicja. Jesli ¢ € Hom(X, ..., X;Y) jest symetryczna, vy,...,v € X oraz a € Njj spelnia
|a| =1, to piszemy

o = d(wy, ..., wy),

gdzie (wy,...,w;) to dowolny ciag wektorow taki, ze
#iw=vj}=0a; dlaje{l,2,...,n}.

Definicja. Funkcje W : R” — RF nazwiemy wielomianem stopnia d jesli dla kazdego | €
{0,1,...,d} istnieje symetryczne I-liniowe przeksztatcenie ¢; € Hom(R", ..., R™; RF) oraz

d
W(z)=> ¢! dlazeR".
=0

Uwaga. Jesli ¢ € Hom(X,...,X;Y) oraz x € X, to piszemy ,,¢x"” majac na mysli ¢(z,...,r). Samo
wyrazenie ,,z!” nie ma dotad formalnie nadanego sensu. Mozna jednak skonstruowaé algebre (tj. prze-
strzeri liniowa z dodatkowa struktura pierscienia), w ktorej element z! bedzie I-ta potega x. Opiszemy
te konstrukeje wykorzystujac notacje [Fed69, §1].

Niech Z = X3 x --- x X; bedzie iloczynem kartezjaniskim przestrzeni liniowych Xi, ..., X, za§ F
bedzie zbiorem (przestrzenia liniowa) wszystkich funkeji typu Z — R, ktore sa niezerowe tylko na
pewnym zbiorze skoniczonym. Niech f : Z — F bedzie dana wzorem

1 jesli & =,
fEC) = .
0 jesli&+#C(.
Rozwazmy teraz podprzestrzen liniowa G C F wygenerowana przez wszystkie elementy postaci
f(’l}l, ey Vi1, :1771)1'+17 e 71)[) —+ f(’Ul, ey Ui—1,Y5 V541 - -+ Ul)
— f(vl,...,vi_l,x+y,vi+1,...,vl)
oraz  f(vy,...,tv;,...,v) —tf(v1,. ., 0.0, 01),

gdzie i € {1,2,...,l},v; € X; dla j € {1,2,...,l}, z,y € X, oraz t € R. Przestrzen ilorazowa F/G
nazywa sie iloczynem tensorowym przestrzeni Xi, ..., X; i jest oznaczana przez X; ® - -+ ® X;. Niech
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7w : F — F/G bedzie kanonicznym rzutem, za§ p = m o f. Zauwazmy, ze p jest l-liniowe. Bedziemy
pisaé
wvr, ..., ) =01 Q- Qup.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy wszystkie X; sa sobie rowne. Iloczyn tensorowy [-kopii X, tj. prze-
strzen X ® --- ® X, bedziemy nazywac I-ta potega tensorowa X i oznacza¢ przez @), X. Polézmy
tez @, X = R. Niech @, X = @;°,®, X bedzie suma prosta wszystkich poteg tensorowych X.
Wowcezas ), X jest algebra (z gradacja), gdzie mnozenie wektorow, oznaczane symbolem ®, scharak-
teryzowane jest przez

(v, 0) @ pr (Vi - Vik) = k(1 vgr)  dlavg, v € X

gdzie pr; : X x -+ x X — @, X dlai € {1,2,...} oznacza przeksztalcenie ;1 skonstruowane powyzej.
Dla kazdych przestrzeni liniowych X1, ..., X; oraz Y istnieje kanoniczny izomorfizm liniowy

(4) Hom(X; ® --- ® X;;Y) ~ Hom(X4,...,X;;Y),

gdzie po lewej mamy przeksztatcenia liniowe, za$ po prawej [-liniowe.
Symetryczne przeksztatcenia [-liniowe typu X X --- x X — Y oznaczymy symbolem QI(X, Y), a
jesli Y = R, to piszemy @l X. Niech BX bedzie dwustronnym idealem w @), X generowanym przez
wszystkie elementy postaci

ry-—yRr e QX dazxyeX.

Symetryczna algebra przestrzeni X to iloraz

O.X = ®.X/BX.

Algebra ta przedstawia sie jako suma prosta przestrzeni liniowych

O.X=BL,0X,
gdrie (O, X = ®,X/(®,X NBX) dlaleN,.

Operacje mnozenia w algebrze (), X bedziemy oznacza¢ symbolem ©, zas elementy (), X bedziemy
nazywaé symetrycznymi l-wektorami. Dla kazdych przestrzeni liniowych X i Y oraz [ € Ny istnieje
kanoniczny izomorfizm liniowy

(5) Hom((,X;Y) ~ O'(X,Y),

gdzie po lewej mamy przeksztalcenia liniowe, zas po prawej [-liniowe symetryczne.
Stosujac izomorfizm (F) utozsamiamy ¢ € O'(X,Y) z ¢ € Hom((®, X;Y). Jesli z € X, to piszemy

pr! = g(x,...,1) = p(z©--- O x) = gz,

gdzie z©! to I-ta potega x € (O, X ~ X obliczona w algebrze (), X. Zdefiniowalismy zatem formalny
sens dla napisu ,,z”. Podobnie, jesli a € N} oraz vy,...,v € X, to (vy,...,0)* =P © - © UZQQ’.

13.1 Zadanie. Niech {w, € R¥ : a € N}, |a| < d} bedzie dowolna rodzina wektorow, zas
W : R"™ — RF bedzie dana wzorem

W(z) = Z wex® dlaxz e R™.

a€Ng, la|<d
Pokaz, ze W jest wielomianem.

13.2 Zadanie. Wykaz, ze dla kazdego = € R* oraz m € Ny zachodzi

m!
(:U1+x2+~--+:ck)m: Z — @,
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13.3 Zadanie. Niech X i Y to przestrzenie liniowe, ¢ € Hom(X, ..., X;Y) bedzie m-liniowa
i symetryczna. Wykaz, ze

m!
¢(U1+’U2—|—"-—|—’Uk)m: Z JQZ)’UO‘.

|o|=m, cENE

13.4 Zadanie (Formuta polaryzacyjna). Niech X 1Y to przestrzenie liniowe, ¢ € Hom(X, ..., X;Y)
bedzie m-liniowe i symetryczne, za$ T oznacza zbior wszystkich funkcji typu {1,2,...,m} —
{—1,1}. Pokaz, ze

Qmm!¢(vl, e Um) = Z H tl¢(z tjvj) dla vi,...,v € R".
j=1

teT i=1

Wskazowka. Zastosuj dla k =m
Uwaga. To pokazuje, ze ¢ jest jednoznacznie wyznaczona przez wielomian W dany wzorem

W(z) = ¢z™ dla x € R™.
13.5 Zadanie. Niech W : R" — R bedzie wielomianem stopnia d € Ny. Pokaz, ze
lim W)

a=0 [|z[|¢

=0 = W=0.

Wskazowka. Skorzystaj z formuty polaryzacyjnej i postepuj jak w przypadku 1-wymiarowym.

14 Wyzsze pochodne i wzér Taylora

Twierdzenie ([Str16l Twierdzenie 2.54|). Zatozmy, ze funkcja f: R™ D Q — R™ jest (k—1)-
krotnie rézniczkowalna na Q, kula B(a,r) C Q dla pewnego r > 0 i D f(a) istnieje. Wowczas,
dla ||h]| < T,

fla+h) = f(a) + Df(a)h + 3D f(a)h® + - + D" f(a)h* + R(h),
gdzie R(h)/||h||*F — 0 dla h — 0.
Twierdzenie ([Str16, Twierdzenie 2.58|). Zatézmy, ze Q@ C R" jest otwarty, f € C*(Q,R™),
B(a,0) C Q dla pewnego 6 > 0. Wowczas, dla ||| <9,

flath =Y éDo‘f(a)ha + Ri(a,h)
ok

1
gdzie Ry(a,h) = k/o (1= " (D*f(a+th) —D*f(a))h* dt.
|a|=k

14.1 Zadanie. Niech oo € Nj za$ f : R” — R bedzie dana wzorem f(z) = 2 dla z € R™.
Pokaz, ze
Df(z) =a! dlaxzeR".

14.2 Zadanie. Niech
23y — 1P

Ry dla (z,y) € R*\ {(0,0)} oraz  £(0,0) =0.

flz,y) =

Znajdz drugie pochodne czastkowe funkcji f. Czy f jest klasy C?(R?)?
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14.3 Zadanie. Niech f(z,y) = wexp(zy?) dla (z,y) € R2 Wykaz, ze f jest dwukrotnie
rozniczkowalna oraz znajdz D2f(1,1)hh , gdzie h € R2.

14.4 Zadanie. Niech f € C%(R?) oraz g(t) = f(cos(t),sin(t)). Znajdz D?g(t).

14.5 Zadanie. Niech a € R. Znajdz wielomian Taylora stopnia 2 w punkcie (0,a) funkeji
f : R?> — R danej wzorem f(z,y) = exp(zy?). Nastepnie udowodnij, ze funkcja g : R? \
{(0,y) : y € R} — R dana wzorem g(z,y) = 2 !(exp(xy?) — 1) przedtuza sie na caly
przestrzeii R? do funkcji klasy C?.

14.6 Zadanie. Pokaz, ze jesli Q CR", a € Q, h € R", f € C?(Q,R) oraz [a,a + h] C €, to
istnieje punkt 6 € (0,1) taki, ze

fla+h) = f(a) + f: D, f(a)h; + 3 f: D;D; f(a+ 0h)hih; .
i=1 i,j=1

Wskazowka. Skorzystaj ze wzoru Taylora z reszta w postaci Lagrange’a dla funkcji jednej
zmiennej g(t) = f(a + th).

14.7 Zadanie. Niech W : R" — R bedzie wielomianem stopnia d € Ny, tzn. istnieja liczby wq
dla a € Nj takie, ze W(x) = > jaj<d Waz®. Pokaz, ze istnieja przeksztalcenia A; : R X -+ X
R" — R dlaj €{0,1,2,...,d} takie, ze A; jest j-liniowe i symetryczne oraz

d
1 .
W (x) = Z ﬁAja;J :

14.8 Zadanie. Niech (e, es) to baza standardowa R?. Dana jest funkcja f € C?(R?) taka,

z7e
lim f(z,y) — tg(z)sin(y)
(,y)—(0,0) x? 4 32

Oblicz D1Dyf(0,0) = DAY £(0,0) = D2£(0,0)(ey, e2).

=0.

14.9 Zadanie. Dana jest funkcja f € C?(R?). Wiadomo, ze

lim f(z,y) — exp(z — y)

-9,
(z,9)—(0,0) x2 +y?

Oblicz D1D2f(0, 0)

14.10 Zadanie. Funkcja f : R? — R jest dana wzorem f(z,y) = (23 — 2 — y)(2z —y — 2).
Wiadomo, ze Df(p) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy p € {(—2,—6),(—1,-2),(1,0)} = A. Dla
kazdego p € A rozpoznaj, czy f ma ekstremum lokalne w p.

14.11 Zadanie. Zalt6zmy, ze f : R™ — R spelnia

lim /(@)

=0 [|z[|?

=0.

Czy wynika stad, ze D2f(0) = 0?7
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15 Twierdzenie o funkcji odwrotnej i uwiklanej

Twierdzenie (TFO, cf. [Strl6, 3.9|, |[Bir86L §8|). Zatézmy, ze Q@ C R™ jest otwarty, f :
Q — R jest klasy €, a € Q, Df(a) jest izomorfizmem liniowym. Wéwczas istniejq zbiory
otwarte U C Q oraz V. C R" takie, ze a € U, f(a) € V, fIU : U — V jest bijekcjg oraz
(fFIU)Y:V — U jest klasy €.

Twierdzenie (TFU, cf. [Str16] 3.13|, [Bir86l §10]). Zatozmy, ze & C R™ x R™ jest otwarty,
(a,b) € Q, F : Q — R™ jest klasy €1, Oz = {y € R™ : (2,y) € Q} dla x € R",
Ly ={zeR": (z,y) € Q} dlay e R", Fpu: Qs — R™ i Fiy : Qpy — R™ dane sq
przez Fy . (y) = F(x,y) = Fiy(x) dla (x,y) € Q oraz DFy .(b) jest izomorfizmem liniowym.
Wéwczas istniejg zbiory otwarte U C R™ i V. C R™ oraz funkcja h : U — R™ klasy €' takie,
zeaeU,beV, oraz

{(z,y) e U xV : F(z,y) = F(a,b)} = {(z,h(x)) : 2 € U} .
Ponadto, Dh(z) = —(DFy . (h(z))) ™' 0 DF, j(z)(2).

Definicja ([Str16l Definicja 3.19], [Bir86, s. 56]). Niech @ C R™ bedzie otwarty. Przeksztal-
cenie f : Q — R" nazywamy dyfeomorfizmem klasy €' jesli f : Q — R jest klasy €', f jest
roznowartosciowe, f[Q] jest otwarty, oraz f~1 € C1(f[Q], R™).

15.1 Zadanie. Niech f: R?> — R? bedzie dana wzorem

flay) = (" +y -y 2zy +y).
e Wyznacz wszystkie punkty, w otoczeniu ktérych f ma funkcje odwrotng klasy C1.
e Wykaz, ze punkt o wspotrzednych (2,1) jest jednym z nich.
e Wyznacz rozniczke funkcji odwrotnej w punkcie (4, 5).

15.2 Zadanie. Niech F : R? — R? bedzie dana wzorem

F(JU,y) = (u(x7y)7 U(Jﬁ,y)) ) gdZie U(:L’,y) = x(mg - 3y2) ,'l)(.%‘,y) = y(SxQ - y2) :
Czy istnieje takie otoczenie punktu (0,0) na ktorym F jest bijekcja?

15.3 Zadanie. Niech f : R? — R? bedzie dana wzorem

f(l‘,y) = (fl(x7y)a f2(x,y)) = (‘IL‘2 - 2y +3y27 :L‘y+y2) .

e Uzasadnij, ze f zawezona do pewnego otoczenia U punktu (1, 1) jest bijekcja ma pewien
zbior otwarty V' zawierajacy (2, 2).

e Wyznacz Do(f|y)~1(2,2).

15.4 Zadanie. Zbadaj czy rownanie siny = x okresla jednoznacznie funkcje ciaglta y = y(z)
na pewnym otoczeniu punktow (v/2/2,m/4) oraz (1,7/2).

15.5 Zadanie. Wykaz, ze istnieje taki € > 0, ze dla z € (—¢, ) istnieje taka funkcja y = y(x)
klasy C*, ze xexp(y(x)) + y(z) exp(z) = 2. Czy y jest dwukrotnie rézniczkowalna w 07 Jesli
tak, wyznacz y”(0).
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15.6 Zadanie. Wykaz, ze uklad réwnan

zrexp(z +w) =2y — 2w,

23—w3:$z—|—yw,

wyznacza w pewnym otoczeniu punktu (xg, yo, 20, wo) = (3,1, 1, —1) zmienne (z,w) jako funk-
cje z = z(w,y), w = w(z,y) klasy C! takie, ze 2(3,1) = 1 oraz w(3,1) = —1.

Niech f : R? — R bedzie rézniczkowalna w (1, —1) oraz Dy f(1,—1) = 2, Daf(1,—1) = —4.
Znajdz rozniczke funkeji g(x,y) = f(z(x,y), w(z,y)) w punkcie (3,1).

15.7 Zadanie. Niech F : R2 — R bedzie klasy C! i spetnia
#D1F(z,y) +yDoF(z,y) #0 dla (z,y) € R*\ {(0,0)}.
Pokaz, ze réwnanie F(x/z,y/z) = 0 okredla lokalnie funkcje z : R — R taka, ze
zD1z(z,y) + yDoz(z,y) = 2(z,y) .

15.8 Zadanie. Pokaz, ze w malym otoczeniu punktu (0, 2) rownanie z exp(y) + y exp(x) = 2
opisuje ograniczona funkcje rozniczkowalna y : R — R. Oblicz y/(0).

15.9 Zadanie. Wykaz, ze réwnanie
23—xyz+y2 =16

wyznacza w otoczeniu punktu (zo,yo,20) = (1,4,2) dokladnie jedna funkcje z = z(z,y).
Oblicz D12(1,4) oraz D*0)2(1, 4).

15.10 Zadanie. Wykaz, ze réwnanie zlnw + wlny = 0 wyznacza w pewnym otoczeniu
punktu (zg, yo,wo) = (1,1,1) zmienna w jako funkcje pozostatych zmiennych w = g(x,y)
oraz g jest klasy C1.

Wyznacz wielomian Taylora stopnia 2 funkcji g w punkcie (1,1).

16 Dyfeomorfizmy

16.1 Zadanie. Znajdz dyfeomorfizm zbioru U na V jesli
U={(z,y) eR?*: 2>y >0}, V={(uv)ecR*:u*+3v*<1,20>u+|ul}.
16.2 Zadanie. Niech
G = {(z,y) € R? : y > max(z, —2(2+ V3))}, H={(z,y) € R*:y>0}.

Znajdz dyfeomorfizm klasy C' przeksztalcajacy G na H.
Wskazowka: 2 + /3 = tg 75°.

16.3 Zadanie. Niech n > 3. Rozwazmy zbior A = {(z1,...,2,) € R" : ; > 0dlai =
1,2,...,n} oraz funkcje

2 2 2 2
D) Tn-1 T

F('rla"wnn): PRV A U RN B
T2 T3 In 1

Wykazaé, ze F jest dyfeomorfizmem zbioru A na ten sam zbior.
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16.4 Zadanie. Niech Q2 C R" bedzie otwarty, a F' : R — R"™ bedzie dyfeomorfizmem
klasy C'.

e Pokaz, ze F[Q] jest otwarty w R".

e Pokaz, ze F[U] C R" jest otwarty dla kazdego zbioru otwartego U C R™.

e Pokaz, ze F[OU] = O(F[U]) jesli U C R™ jest otwarty.
16.5 Zadanie. Niech p € (0,00). Znajdz dyfeomorfizm przeksztalcajacy p-kule B = {x €
R":||z|, <1} na R™.
Rozwiagzanie 1 (dla n = 2). Zauwazmy, ze jesli (z,y) € B, to

1 1
—(A =) << @)

Definiujemy f : B — R? wzorem

flz,y) = (tg<2(1_ﬂ|;p)1/p)a y) .

Ewidentnie jest to funkcja klasy C*°. Latwo tez wypisa¢ funkcje odwrotna. Mianowicie
fFHw,2z)= (31— 12[P)YP arc tgw, z).
Ponownie tatwo widaé, ze f~! jest klasy C*°. Zatem f jest dyfeomorfizmem klasy C°.

Rozwigzanie 2. Kladziemy

X

=—— dlax€eB.
L=zl

f(z)
Woéwcezas y
fﬁl(y) =—"— dlayeR".

L+ lyllp

Rozwigzanie 3. Kladziemy

f(2) = tg(Fllzll) o dlaze B\{0} oraz f(0)=0.

1],

Wowczas
2
)= arctg(lly\lp)m dlay € R"\ {0} oraz f7(0)=0.
P
16.6 Zadanie. Sprawdz, ze fi f~! sa klasy €. Mozna zacza¢ od wykazania, ze funkcje jednej
zmiennej g(t) = t%—t oraz h(t) = %tgt dla t € R\ {0} przedtuzaja sie do funkcji klasy ¢! na
calym R.

16.7 Zadanie. Niech F : R" — R" bedzie klasy C!. Zalézmy, ze istnieje stata M € (0, 00)
taka, ze
Mz =yl < ||F(z) = Fy)| < M|z —y| dlaz,yeR"

(mowimy wowezas, ze I jest bilipschitzowska). Pokaz, ze F' jest dyfeomorfizmem oraz

B(z, M~ 'r) C F[B(x,7)] € B(z, Mr) dlaz € R" oraz r € (0,00).
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16.8 Zadanie. Funkcja F': R" — R” jest klasy C'! oraz istnieje stata C' > 0 taka, ze
(DF(z)v,v) > C|v|* dla z,v € R™.
Udowodnij, ze F jest dyfeomorfizmem oraz F[R"] = R".

16.9 Zadanie. Przeksztalcenie F : R? — R? jest dyfeomorfizmem klasy C' przeksztalcaja-
cym zbiér
A={(z,y):y=0} nazbior B={(z,y):y=2}.

Udowodnié, ze sup,cg2([|DF(2)|| + [|[DF~1(2)]|) = oco.
Wskazéwka. Popatrz na obrazy kwadratow [—R, R] x [0,2R] dla R € (0, c0) i skorzystaj z zadania
Oszacuj liczbe kul o ustalonym promieniu, ktéra miesci sie w obrazie.

16.10 Zadanie. Niech S = {x € R?: ||z|]z = 1} oraz R = {7 € R? : ||z| s = 1}. Udowodnié¢,
ze nie istnieje dyfeomorfizm f : R? — R? taki, ze f(S) = R.

16.11 Zadanie. Znajdz dyfeomorfizm ze zbioru A C R? na R? jesli
e A jest wnetrzem jednostkowej kuli Euklidesowej,

e A jest wnetrzem jednostkowej kuli w metryce indukowanej przez norme || - ||3,

2
A jest wnetrzem elipsy o rOwnaniu % + 31/—6 =1,

A jest wnetrzem trojkata o wierzchotkach (0,0), (1,0), (1,1),

A jest wnetrzem trapezu o wierzchotkach (—1,0), (1,0), (1/2,1), (—1/2,1),

A jest wnetrzem pieciokata foremnego o $rodku w (0,0) i jednym z wierzchotkow w
punkcie (1,0).

16.12 Zadanie. Znajdz dyfeomorfizm ze zbioru A C R3 na R? jesli
e A jest wnetrzem jednostkowej kuli Euklidesowa,
e A jest wnetrzem jednostkowej kuli w metryce indukowanej przez norme || - |3,
e A jest wnetrzem czworoscianu o wierzchotkach (0,0, 0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).
16.13 Zadanie. Niech n € Ny spetnia n > 2. Ktadziemy
¥:B(1,n—1) - 9B%(1,n) CR™ ' xR, W(z) = (2,,/1 - |2]?),
®:B%1,n—1) x (0,00) = R", ®(z,7) =7r¥(z).

Pokaz, ze ® jest dyfeomorfizmem oraz istnieje funkcja wymierna D : B%(1,n — 1) — [0, 00)
taka, ze
|det D®(z,7)| = r"'D(2) dlazeB(1,n—1)ir e (0,00).

16.14 Zadanie. Niech g : R" — R" spelnia warunek Lipschitza ze stala L < 1, tzn. ||g(z) —
9(y)|| < L||lx —y|| dla z,y € R". Funkcja f : R” — R" dana jest wzorem f(z) = x + g(x).
Pokaz, ze f jest bijekcja oraz istniejg stale C1,Co € R takie, ze dla wszystkich xz,y € R"
zachodza oszacowania Ci|jz — y|| < [|f(z) — f(v)]| < C2|lz — y||. Udowodnij, ze jesli g jest
klasy €%, to f jest dyfeomorfizmem klasy €.
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17 Rozmaitosci

Definicja. Niech 1 < n < m beda liczbami naturalnymi. Przeksztatcenie o : R — R™
nazwiemy izometrycznym wtozeniem jesli « jest liniowe i spelnia

(a(u), a(v)) = (u, v) dlau,veR".

Uwaga. Jesli o : R® — R™ jest izometrycznym wlozeniem, to @ = a o a! jest rzutem
ortogonalnym w R na podprzestrzeni liniowa im a.

Definicja. Niech n < m beda liczbami naturalnymi, zas o : R® — R™ bedzie liniowym
izometrycznym wlozeniem. Zbior M C R™ nazywamy rozmaitoscig n-wymiarowq klasy €*
jesli dla kazdego p € M istnieja zbiory otwarte G, H C R™ oraz dyfeomorfizm & : G — H
klasy €% takie, ze

peH oraz MNH=®GNima].

Twierdzenie (cf. [Str16, Twierdzenia 3.28 i 3.30]). Niech Q@ C R"™™ bedzie otwarty, g €
CHQ,R), F € CYQ,R™) bedzie submersjg, M = F~Y{0}, p € M. Jesli g|pr ma ekstremum
lokalne w p, to Dg(p)u = 0 dla u € T,M, czyli ker DF(p) C ker Dg(p) = span{grad g(p)}+
zatem istnieje wektor X € R™ taki, ze DF(p)T A = grad g(p)ﬂ W szczegdlnosci, jesli m = 1,
to grad g(p) = Agrad F(p).

Ponadto, jesli g i F sq klasy C? oraz L = g — (\, F), to

e jesli D2L(p)|r,mxm,m > 0 (< 0), to glar ma wtasciwe minimum (maksimum) w p;

e jesli D*L(p)(w,w) > 0 > D2L(p)(v,v) dla pewnych w,v € T,M, to g|yr nie ma ekstre-
mum lokalnego w p.

17.1 Zadanie. Niech F : R® — R* bedzie klasy € zas | € Ny. Zalozmy, ze
A=F"Y0} CInt B, gdzie B={zcR":dimkerDf(x)=1}.

Pokaz, ze A jest rozmaitoscig rézniczkows wymiaru [.

Dla jakich [ € Ny zbior {x € R"™ : dimkerDf(xz) = [} jest otwarty niezaleznie od wyboru
funkcji f : R” — R” klasy €17

Czy zalozenie, ze A lezy we wnetrzu B jest istotne, tzn. czy mozna wnioskowaé, ze A jest
rozmaitoscia jesli A C B oraz AN B\ Int B # @7

17.2 Zadanie. Niech P bedzie d wymiarowa podprzestrzenia liniowa R", f : P — P1 bedzie
klasy €2, |[Df(x)|| < 1dlaz € P, f(0) =0, F : P — R" bedzie dana wzorem F(z) = z+ f(z)
dlaz € P, Q = im DF(0). Zauwaz, ze przy naturalnym utozsamieniu R" z P x P+ zbior im F'
odpowiada wykresowi f. Pokaz, ze istnieje funkcja ¢ : Q@ — Q-+ taka, ze jesli G : Q@ — R
dana jest przez G(x) = z + g(z) dla x € @, to im G = im F. Wyznacz D?g(0) w zaleznosci
od Df(0) oraz D?f£(0).

Uwaga. Dla utatwienia zapisu i obliczen mozna wybraé izometryczne zanurzenia j : R — P oraz
k:R% — @ (co odpowiada wybraniu bazy dla Pi Q). Wowczasp = 57 : R — R%iq = k7 : R — R?
beda rzutami ortogonalnymi. Nastepnie mozna rozwazy¢ przeksztatcenie go Foj : R? — R — czy to
dyfeomorfizm?

1Zauwaz, ze im DF(p) T = ker DF(p)~.
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17.3 Zadanie. Niech M C R bedzie d wymiarowa podrozmaitoscia R™ klasy €' oraz
D, qn € M dla n € Ny. Zalozmy, ze limy, o0 pn = po = limy o0 ¢, Oraz p, # ¢, dla n € Ny.
Wykaz, ze istnieja liczby dodatnie a,, € (0, 00) oraz wektory v, € T,M spetniajace ||v,|| =1
dla n € Ny takie, ze

lim an,(pn — qn) —vn =0.

n—oo
Wskazowka. Niech ¢ : U — M parametryzuje M w otoczeniu punktu pg. Niech z,,,y, € U beda takie,
ze p(xn) = pn oraz ©(yn) = ¢n. Poniewaz ma byé |v,|| = 1, wiec dobrym pomystem jest polozyé
an = pn — qull ™!
okaza¢ sie twierdzenie Lagrange’a o wartosci §redniej dla funkcji jednej zmiennej.

jednak lepszym bedzie przyjaé a, = |[|[D¢(yo)(xn — yn)||~t. Przydatne moze tez

17.4 Zadanie. (Poréownaj [Fed69, 3.1.19]) Niech n, u, k € No, u, k > 1, p < n, oraz B C R™.
Pokaz, ze nastepujace warunki sa rownowazne.

1. B jest rozmaitoscia wymiaru p klasy €*.

2. [Prostowanie] Dla kazdego b € B istnieje otoczenie T punktu b w R”, dyfeomorfizm
o:T — o[T] C R™ klasy €% oraz pu-wymiarowa podprzestrzen liniowa Z w R” takie,
ze

o[BNT)=ZNimo.

3. [Poziomica] Dla kazdego b € B istnieje otoczenie T' punktu b w R™ oraz przeksztalcenie
f:T — R klasy €%, gdzie i > n — p, takie, ze

BNT = fYf®)}, dimimDf(z)=n—p dazecT.

4. [Parametryzacja] Dla kazdego b € B istnieje zbior otwarty Q w R, gdzie m > p,
oraz funkcja f : Q@ — R™ klasy €* takie, ze f przeksztalca kazdy otwarty podzbior Q
na otwarty podzbiér w B oraz

beimf, dimimDf(z)=p dlazeq@.

5. [Mapa] Dla kazdego b € B istnieje otoczenie T punktu b w R"™, wypukly i otwarty
podzbior V' w R oraz przeksztatcenia ¢ : T — V i : V — T klasy €* takie, ze

BNT=imvy, ¢oyp=idy.

6. [Wykres| Dla kazdego b € B istnieje otoczenie T' punktu b w R"™ oraz izometryczne

wlozenie a : R* — R™ takie, ze kladac p = o' mamy

p|BAT jest roznowartosciowe, p[BNT| = p[T] jest wypukty,
(plBar) "t : p[T] — R™ jest klasy €%, D(p|ar)  (p(b)) = a.

17.5 Zadanie. Niech ¢ : R® — R bedzie dyfeomorfizmem klasy C', a M C R" bedzie
rozmaitoécia klasy C!. Pokaz, ze p|M] tez jest rozmaitoscig klasy C*.
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17.6 Zadanie. Niech P C R beda k-wymiarowymi podprzestrzeniami liniowymi R", f :
P — P+ bedzie klasy C', M = {z + f(z) : * € P} C R" bedzie wykresem funkcji f, zg € P,
a = xg + f(zg) € M. Pokaz, ze istnieja zbiory otwarte U C T,M i V C P oraz funkcja
g:U — T,M* Klasy C! takie, ze

xoeV, 0eU, Dg(0)=0, g(0)=0,

{r+f(x):xeVi={aty+g(y) :yecU}.
Wskazowki. Niech o, 8 : R¥ — R™ beda izometrycznymi wlozeniami takimi, ze a[R*] = P oraz
BIR*] = T,M (zauwaz, ze woéwczas ao o' € Hom(R"™, R") jest rzutem ortogonalnym na P). Niech
F : P — R" bedzie dana przez F(z) = x + f(x) dla € P. Pokaz, ze funkcja h : R* — RF
dana przez h = 3T o Foa — 3T(F(zo)) jest odwracalna na pewnym zbiorze otwartym G C R
zawierajacym o' (zg). Niech U = o h[G] C T,M oraz g : U — R™ bedzie dana przez g(z) =
Fo(hla) " o 87 (2); wiedy g(2) = (3(2) — @) — B0 87 (5(2) — a) dla 2 € U.
Wniosek. Jedli N C R™ jest rozmaitoécig klasy C' i a € N, to istnieja zbiory otwarte U C R™
iV C T, N zawierajace a i 0 odpowiednio oraz funkcja f : T,N — T, Nt taka, ze NNU = {a+x+f(z) :
z eV}, f(0)=0,Df(0)=0.
17.7 Zadanie. Niech m,n,k € Ny, £k < min{m,n}, N C R" bedzie k-wymiarowa rozma-
itoécia klasy C', a ¢ : R® — R™ bedzie klasy C'. Zalézmy, ze Do (z)|1, s jest rzedu k dla
wszystkich x € M oraz ¢|p jest roznowartosciowa. Pokaz, ze M = @[N] jest rozmaitoscia
klasy C*.
17.8 Zadanie. Pokaz, ze O(n) = {A € Hom(R",R") : AToA = I} jest rozmaitoscia klasy C*
wymiaru n(n — 1)/2.
17.9 Zadanie. Rozpatrzmy funkcje ¢ : S — R* dana wzorem

o(z,y,2) = (2% — %, 22y, y* — 2%, 2y2)  dla (v,y,2) € S?,
gdzie S = {u € R? : ||lul|z = 1} jest sfera dwuwymiarowa. Niech M = ¢[S] C R%.
e Zbadaj dla jakich p € S istnieje w R? otoczenie U > p takie, ze zbior ¢[U N S] jest

rozmaitoscia klasy C?.

e Zbadaj dla jakich punktéw g € M istnieje w R?* otoczenie V > ¢ takie, ze zbior V.N M
jest rozmaitogcig klasy C1.

e Zbadaj czy prawda jest, ze (u,v,w,t) € M wtedy i tylko wtedy gdy
4(u? — w?) = 4(u +w) — 3(v? — t?)

oraz  (u+4w)*(v? — %) = (V¥ — ) (u + w) — (v? — t?)?.

Uwaga. Moze si¢ zdarzyé, ze dla pewnego zbioru otwartego U C R3 zbiér [S N U] jest rozmaitoscia
ale ¢[S] N [U] nie jest rozmaitoscia nawet jesli |y jest dyfeomorfizmem, gdyz ¢|s nie musi by¢
réznowarto$ciowa.

17.10 Zadanie. Niech
M ={(z,y,2) € R®: 23 + ¢* + 2* + zyz = 4}.
e Wykaz, ze M jest rozmaitoscig klasy C?.

e Wyznacz przestrzen styczna do M w punkcie (31/ 3.0,—1).
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18 Ekstrema zwigzane
18.1 Zadanie. Wyznacz kres dolny i gorny funkcji f(x,y, z) = zyz na zbiorze
M ={(z,y,2) e R®: 2? + ¢y + 28 = 14} .

18.2 Zadanie. Plaszczyzna x + y + z = 12 przecina paraboloide z = 22 + y?. Wyznacz
najwyzej i najnizej polozony punkt przekroju.

18.3 Zadanie. Stozek 22 = x? 4 y? przecina plaszczyzne o réwnaniu = + 2y + 3z = 3. Znajdz
punkty tego przeciecia potozone najblizej i najdalej poczatku uktadu wspoétrzednych.

18.4 Zadanie. Wyznacz kres dolny i gorny funkcji f(x,v,2) = 22 + y? — z na zbiorze
o {(z,y,2): 22 +y?—22=0, 22+ 9> + (2 — 2)2 =2},
o {(m,y,2): 22 +y*+(2—2)2=2,2=1}.

18.5 Zadanie. Wyznacz kres gorny i dolny funkcji f : R¥ — R na zbiorze S jesli

o flz,y,2) =2 +y?+22, S={(z,y,2) ;2 +y+z=1,2+2y+32 =6}

18.6 Zadanie. Na elipsie o réownaniu x2 + 2y? = 1 znajdz punkty, ktore sa potozone najblizej
i najdalej od prostej = +y = 2.

18.7 Zadanie. Znajdz zbior wartosci funkeji f(z,y,z) = xyz na zbiorze S = {(z,y,2) :
jz? + Jy[* +[2]* < 1}

18.8 Zadanie. Znajdz kresy funkcji f(z,y, 2) = xy—=z na zbiorze S = {(x,y, 2) : 2 +y>+2% <
1, z+y+z2> 0}

18.9 Zadanie. Znajdz kres gorny funkcji f(z,y, z,t) = xt — yz na zbiorze
M ={(z,y,z,t) eRY 124+ y+ 2+t =8, 22+ + 22 +t> =25}.

18.10 Zadanie. Niech g(z,y) = xy dla x,y > 0. Ustalmy liczby p,q > 1 takie, ze p+ q = pq.
Dla kazdej statej ¢ > 0 niech

L.={(z,y) cR? cx>0,y>0,2P/p+yl/g=-c}.

Prosze wyznaczy¢ kresy funkcji g na zbiorze L., a nastepnie udowodni¢ nieréwnosé zy <
a®[p+y7/q.

18.11 Zadanie. Znalez¢ kresy funkcji f na zbiorze S, gdzie
e f:R" R, f(z)=21 - am, S={z € R™: ||z]? = 1};
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R R, fr,y,2)=y+2z S={(x,y.2) e R®: 22 +y* + 22 < 1,22 + y* < a};

Wskazowka. Wykazaé, ze wnetrze Int S jest niepustym zbiorem otwartym w R?, a brzeg 05 =
S\ Int S jest rozmaitoscia. Szuka¢ ekstremoéw lokalnych znanymi sposobami na kazdym z tych
zbioréw osobno.

[iR? =R, fzy) =2 +y* S={(z,y) eR*: §+ £ =1}

fRE=R, flry)=24+¢ S={(z,y) eR*: 2? +y* =1};

[R? =R, flo,y)=ay, S ={(v,y) eR* 1z +y =1}

f:R?2 =R, f(z,y) = 2% + 12xy + 242, S = {(v,y) € R? : 42 + ¢ = 25};
f:R>*—=R, f(x,y,z):x2+y2+22,S:{(x,y,z)€R3'%+%+§:1};
f:R? =R, f(z,y) =5z +3y, S ={(z,y) € R? : 4sin(z) = 3cos(y) }.

Uwaga. W niektoérych przyktadach nie trzeba korzystaé z twierdzenia Lagrange’a.

18.12 Zadanie. Znajdz kres gorny funkcji f(x,y,2) = z*(2? — 2y + y?) + 22(2* + y*) na
czworoscianie o wierzchotkach (1,0,0), (0,2,0), (0,0,3), (4,4,0).

Funkcje wypukle

18.13 Zadanie. Niech F : R® — R bedzie norma klasy €'. Definiujemy F' : R» — R
wzorem

FT(y) =sup{(z, y) : x € R", F(z) < 1}.

. Pokaz, ze F'" jest norma.

Pokaz, ze jesli y € R™ speia F'T(y) = 1 to istnieje € R” taki, ze F(z) = 1 oraz
grad F'(z) = y.

Wskazowka. Twierdzenie Lagrange’a o ekstremach zwiazanych.

Pokaz, ze jesli # € R"\ {0}, to F'" (grad F(z)) = 1.

Wskazdwka. Zauwaz, ze grad F'(Ax) = grad F'(z) dla € R™ oraz A € R, wiec mozna zalozy¢,
ze F(z) = 1.

Wskazowka. Wartoéé || grad F(x)|~!(grad F(z), y) mozna interpretowaé jako dtugo$é rzutu y
na kierunek wyznaczany przez grad F'(z), grad F'(z) jest ortogonalny do poziomicy F, a zbior
{zx e R": F(x) < 1} jest wypukty.

.Niech § = {x € R* : F(z) = 1} i ST = { € R" : F'(z) = 1} beda sferami

jednostkowymi w przestrzeniach unormowanych (R™, F) i (R™, F'"). Wywnioskuj, ze

ST =grad F[S].
Czy grad Fllg : S — ST jest homeomorfizmem?

Pokaz, ze FTT = F.

Uwaga. Byé moze tatwiej pokazac, ze F** : Hom(Hom(R™, R),R) — R pokrywa sie z F przy
naturalnym utozsamieniu Hom(Hom(R™, R),R) z R™. W tym celu warto spojrze¢ na dowod
najprostszej wersji twierdzenia Hahna-Banacha; cf. [Rud91), 3.2].
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18.14 Zadanie. Niech F : R® — R bedzie normg klasy 2. Dla x € R"™ kladziemy g(x) =
%F(:p)z 1 zakladamy, ze g jest $cisle wypukia, tzn.

gtz + (1 —t)y) <tg(z)+ (1 —t)g(y) dlaz,ye R"oraz 0 <t < 1.
1. Pokaz, ze gradg : R® — R" jest homeomorfizmem spetiajacym
FT (grad g(x)) = P().
2. Niech y € R"™ bedzie punktem rézniczkowalnosci F'7. Pokaz, ze

(gradg)"'(y) = F' (y) grad F' ' (y).

18.15 Zadanie. Niech 1 < k£ < oo bedzie liczbg naturalna, F' : R® — R bedzie jednostajnie
wypuktq norma klasy €% tzn. istnieje ¢ > 0 takie, ze

D?F(x)(u,u) > cllul® dlaz,uecR" |z =1,u L x.
Niech g(z) = 1 F(z)>.
1. Pokaz, ze gradg : R — R" jest dyfeomorfizmem.
2. Pokaz, ze F'T jest klasy €2.
3. Niech h: R"™ — R bedzie transformacjg Legendre’a g, tzn.

h(y) = ((grad g) " (y), y) — g((grad g) "' (y)) dlay € R".

Pokaz, ze h(y) = 1 F ' (y)*.

19 Calka Lebesgue’ga

Niech X bedzie dowolnym zbiorem za§ H bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa, ktorej ele-
mentami sa ograniczone funkcje typu X — R oraz dla kazdej h € H zachodzi |h| € H.

Definicja ([SG77, 2.1]). Funkcje liniowa I : H — R nazwiemy catkq elementarng jesli speinia
1. ITh > 0 dla kazdej nieujemnej funkcji h € H.

2. Jesli h; € H dla i € Ny, hi(z) > hiz1(z) dlai € N ix € X oraz lim;_,o hi(x) = 0 dla
r € X, to lim;_,oo Th; =0.

Definicja ([SG77, 2.2]). Zbiér Z C X nazwiemy zbiorem miary zero jesli jest pusty lub dla
kazdego £ > 0 istnieje niemalejacy ciag nieujemnych funkeji {h; € H : i € No} taki, ze Th; < e
oraz

sup{h;(z): 1€ No} >1 dlaxe€ Z.

Przyktad. Niech X = R", a H zawiera wszystkie funkcje schodkowe typu f = > ;c;cixa;,
gdzie {A; : i € I} jest skoniczonym zbiorem roztacznych przedzialéw n-wymiarowych. Calke
elementarng z f mozna wowczas zdefiniowaé jako If = > ,c;cim(A;), gdzie m(A;) jest ilo-
czynem ditugosci bokow przedzialu A;. Zbior E C R"™ jest miary zero wtedy i tylko wtedy
gdy dla kazdego € > 0 istnieje przeliczalna rodzina A przedzialow n-wymiarowych taka, ze

> Beam(B) <eoraz E CJA.
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Uwaga. W ponizszych zadaniach jesli X = R", to zakladamy, ze H oraz I sa zdefiniowane
jak w przykladzie powyzej.

Definicja. Mowimy, ze ciag f; zbiega prawie wszedzie do f jesli X \ {z : lim; o fi(x) = f(x)}
jest miary zero.

Bedziemy pisa¢ f; /' f jesli f; zbiega prawie wszedzie do f oraz fi(x) < fiy1(x) dla i € Ny
i prawie wszystkich z € X.

Definicja ([SGTT, 2.3, 2.5]). Klasa L*(X) sklada si¢ ze wszystkich funkcji f : X — R dla
ktorych istnieje ciag h; € H taki, ze h; /' f oraz sup{Ih; : i € Ny} < oco.

Calke elementarng I : H — R rozszerzamy do [ : LT (X) — R wzorem I f = lim; .o, Ih; o ile
f € LT (X) oraz h; € H spelia h; / f.

Przestrzen liniowa funkcji sumowalnych L(X) sklada sie ze wszystkich funkcji postaci h = f —
g, gdzie f,g € LT(X). Funkcje I : LT (X) — R rozszerzamy do funkcji liniowej I : L(X) — R
wzorem Th = If —Ig jedli f,g € LT(X) oraz h = f — g. Wprowadzamy notacje

/ flx)de=1f dla fe L(X).

X

Definicja ([SGT77, 2.8.1]). Funkcje f : X — R nazwiemy mierzalng jesli istnieje ciag funkcji
{fi € H :i € Ny} ktory zbiega prawie wszedzie do f.

Twierdzenie ([SGTT, 2.6, Corollary 1] O zbiezno$ci monotonicznej). Jesli C > 0, f; €
L(X), fi /* forazIf; <C dlai€ Ny, to f € L(X) oraz

If=1lim If;.
i—00
Twierdzenie ([SGT77, 2.7, Theorem 3] O zbieznosci zmajoryzowanej). Jesli f; € L(X)
zbiega prawie wszedzie do f oraz istnieje g € L(X) taka, ze
|fi(x)| < g(x) dlai€ Ny oraz prawie wszystkich x € X ,
to f € L(X) orazlim;_,oo [ f; =1f.
| Zobacz réwniez [Fed69) 2.5.1 - 2.5.6]. |
19.1 Zadanie. Pokaz, ze f € L(X) wtedy i tylko wtedy gdy |f| € L(X).
19.2 Zadanie. Pokaz, ze przeliczalna suma zbioréw miary zero jest miary zero.

19.3 Zadanie. Pokaz, ze w przestrzeni R"™ zbiér Z C R" jest miary zero wtedy i tylko wtedy
gdy dla kazdego € > 0 istnieje przeliczalna rodzina A przedzialéw n-wymiarowych taka, ze
Z C\JAoraz Yy gcam(B) <e.

19.4 Zadanie. Niech f : R* — R" ¥ bedzie ciagla. Pokaz, ze wykres f jest zbiorem miary
zZero.

19.5 Zadanie. Udowodnij, ze I : L(X) — R jest przeliczalnie addytywna, tzn. 1(3°72, fi) =
Y2 Ifioile fi e L(X) dlai € Ng oraz Y ;o fi € L(X).

19.6 Zadanie. Niech f € L(R"), v € R" oraz g(z) = f(zr + u) dla x € R". Pokaz, ze
g€ L(R"™) oraz Ig=1f.
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19.7 Zadanie. Niech f : R¥ — R" ¥ bedzie mierzalna, za$ G = {(z, f(z)) € RFxR" % .z ¢
R*} bedzie wykresem f. Pokaz, ze funkcja charakterystyczna G jest mierzalna. Wywnioskuj,
ze G jest miary zero.

Wskazowka. Dla u € R"* potozmy f,(z) = f(z) +u dla € R*. Jedli u,v € R"* oraz
u # v, to wykresy f, 1 f, sa roztaczne.

19.8 Zadanie. Pokaz, ze kazda rozmaitos¢ M w R™ wymiaru d < n jest zbiorem miary zero.
19.9 Zadanie. Pokaz, ze klasyczny zbiér Cantora jest miary zero.

19.10 Zadanie. Niech Q C R" bedzie otwarty, a ¢ : Q — R™ bedzie klasy C'. Pokaz, ze jesli
A C Q jest miary zero, to ¢[A] tez jest miary zero.

19.11 Zadanie. Niech A = (0,1)NQ. Pokaz, ze A jest miary zero. Pokaz, ze jesli A pokryjemy
skoriczong liczba, przedzialow to suma ich dlugosci wynosi co najmniej 1.

19.12 Zadanie. Pokaz, ze zbiory A = {(z,y) € R?: 22 + y? € Q} oraz B = {(x,y) € R?:
xr —y € Q} sa miary zero.

19.13 Zadanie. Niech f: R — R bedzie monotoniczna. Udowodnij, ze f jest mierzalna.

19.14 Zadanie. Udowodnij, ze ponizsze funkcje sa mierzalne.

e S le]
SRR @) =2 75

o0

o B n|zy]
oraz ¢g:R*“— R, g(may)_zll+n3Lx2+y2J ’

19.15 Zadanie. Niech f : (0,1) — R bedzie funkcja rozniczkowalna. Udowodnij, ze f’ jest
funkcja mierzalna.

19.16 Zadanie. Dla n € Ny definiujemy f, : R? — R wzorem f,(x,y) = exp(—n|z? — y|).
Udowodnij, ze ciag f, zbiega prawie wszedzie do funkcji zerowe;j.

19.17 Zadanie. Niech f, : R?> — R beda dane wzorem

fulsy) = exp (sin" (@) + ffsin(u/m)] )

Udowodnij, ze ciag f, jest zbiezny prawie wszedzie i znajdz jego granice.

19.18 Zadanie. Niech f(x) = bm(m) dla z € R\ {0} oraz f(0) = 1. Czy f jest sumowalna
na R?

19.19 Zadanie. Podaj przyktad ciagu funkeji sumowalnych f,, : [0,1] — R takiego, ze f,
zbiega prawie wszedzie do pewnej funkcji sumowalnej f : [0,1] — R oraz

1
/ liminf f,,(z)dz < lim mf/ fnlz
0 n—

n—oo

19.20 Zadanie. Niech f : X — R bedzie mierzalna, zas g € L(X) bedzie taka, ze |f(z)| <
g(x) dla prawie wszystkich x € X. Pokaz, ze wowczas f € L(X).
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19.21 Zadanie. [ZBIORY BORELOWSKIE.| Niech B bedzie rodzina wszystkich podzbiorow R"™
powstalych przez zastosowanie przeliczalnie wielu operacji mnogosciowych (suma, przeciecie,
dopelnienie) na zbiorach otwartych. Pokaz, ze funkcja charakterystyczna dowolnego B € B
jest funkcja mierzalna, a jesli B jest ograniczony, to rowniez sumowalng.

19.22 Zadanie. Niech G C R bedzie otwarty i taki, ze G C [0, 1]. Funkcja f : [0,1] — R jest
dana wzorem f(z) =1dlax € G oraz f(x) =0dlaz € [0,1]\ G. Pokaz, ze f € LT([0,1]).

19.23 Zadanie. Skonstruuj zbior otwarty G C R taki, ze G C [0, 1], zas funkcja f : [0,1] - R
dana przez f(z) =0 dla x € G oraz f(x) =1 dla z € [0,1] \ G nie jest elementem LT ([0, 1]).
[ Oczywiscie f € L([0,1]). |

Wskazowka. Niech G bedzie suma przedzialow (i, 3;) dla i € Ny takich, ze Doy, Bi — a; < 1 oraz
G =10,1].

19.24 Zadanie. [FUNKCJA NIEMIERZALNA.| Na prostej] R wprowadzamy relacje rownowaz-
noéci: x ~ y wtedy i tylko wtedy gdy « —y € Q. Kazda klasa réwnowaznosci jest réwnoliczna
z Q, a zatem przeliczalna, wiec klas rownowazno$ci musi byé nieprzeliczalnie wiele. Z kaz-
dej klasy réwnowaznosci k € R/ wybierzmy doktadnie jednego reprezentanta xjp € [0,1).
Definiujemy f : [0,1) — R tak, ze dla k € R/. kladziemy f(zy) = 1 oraz f(y) = 0 jesli
Yy~ x, y # x) oraz y € [0,1). Przedtuzamy f do f : R — R kladac f(z) = f(z — |z]) dla
x € R\ [0,1). Teraz f jest 1-okresowa. Pokaz, ze f nie jest mierzalna.

Wskazowka. 7. 1-okresowosci mamy f[O,l] flx)dx = f[ f(z + h)dz dla b € R. Z konstrukeji wynika

rowniez, ze ), cq f(x+r)=1dlaxz €R.

0,1]

20 Przechodzenie do granicy pod znakiem calki

Twierdzenie ([SGT77, 2.6, Corollary 1] O zbiezno$ci monotonicznej). Jesli C > 0, {f; : i € No} C
L(X) jest niemalejgcym ciggiem funkcji catkowalnych zbiegajacym prawie wszedzie do funkcji f oraz
fX fi < C dlai€ Ny, to f jest catkowalna oraz

X 11— 00 X

Twierdzenie ([SGT77, 2.7, Theorem 3] O zbieznosci zmajoryzowanej). Jesli {f; : i € Ng} C L(X)
jest ciggiem funkcji catkowalnych zbiegajgcym prawie wszedzie do f oraz istnieje g € L(X) taka, ze

|fi(x)] < g(z) dla i€ Ny oraz prawie wszystkich x € X ,

to f € L(X) oraz limi_,oofxfi :fX f-

Twierdzenie ([SG77, 2.10, Theorem 5| Fubiniego). Niech X, Y bedq zbiorami za$ W = X x Y.
Zatdzmy, ze catki elementarne na X, Y 1 W okreslone sq na przestrzeniach liniowych H(X), H(Y)
i H(W) oraz dla kazdej h € H(W') zachodzi

(a) hy € L(X) dla prawie wszystkich y € Y, gdzie hy(z) = h(z,y) dla x € X;
(b) jesli f(y) = [y h(z,y)de dlay €Y, to fe L(Y);
(c) fW hd(z,y) = fy fX h(z,y) dz dy.

Wowczas wtasnosci[(a), zachodzq rowniez dla kazdej h € L(W).

Uwaga. Przy zatozeniach powyzszego twierdzenie wlasnosci @ @ zachodza réwniez dla kazdej
funkcji mierzalnej i nieujemnej, tzn. jesli A > 0 i jest mierzalna (np. ciagla prawie wszedzie) to nie
trzeba wiedzieé a priori, ze fW h < oco.

37




Analiza matematyczna II.1 6 grudnia 2022

20.1 Zadanie. Dla n € Ny definiujemy f, : R> — R wzorem f,(z,y) = exp(—n|a? — y|).
Udowodnij, ze ciag f, zbiega prawie wszedzie do funkcji zerowe;j.

20.2 Zadanie. Niech f, : R? — R beda dane wzorem

fulw.y) = exp (sin' (z) + {/[sn(y/m)])
Udowodnij, ze ciag f, jest zbiezny prawie wszedzie i znajdz jego granice.

20.3 Zadanie. Niech f(z) = Sm(z) dla z € R\ {0} oraz f(0) = 1. Czy f jest sumowalna
na R?

20.4 Zadanie. Podaj przyktad ciagu funkcji sumowalnych f,, : [0,1] — R takiego, ze f,

zbiega prawie wszedzie do pewnej funkcji sumowalnej f : [0,1] — R oraz

n—oo n—oo

1
/ liminf f,(z d:v<hm1nf/ fnlz
0

20.5 Zadanie. [Egzamin 2011/2012] Dla n € Ny definiujemy f, : R — R wzorem

2 + sin"(x?)

Wykaz, ze granica
lim fn(x)dz
n—oo [—\/ﬁ,\/ﬂ

istnieje i znajdz jej wartosc.
20.6 Zadanie. |[Egzamin 2011/2012] Dla n € Ny definiujemy f, : R? — R wzorem

fu(z,y) =sin"(y — ) exp(—ac2 - 3y2) .

Wykaz, ze granica
lim fn(z)dz

0 S (@) +2y% <n?}
istnieje i znajdz jej wartosc.
20.7 Zadanie. [Egzamin 2011/2012] Wykaz, ze granica

2mn 4 x2n T
lim 1422 + ? +- 4 ) cos (\/ﬁ) exp(—22?) dz

=0 J _orn
istnieje i znajdz jej wartosc.

20.8 Zadanie. Niech y, € [0,1] bedzie dowolnym ciagiem. Czy funkcja f : [0,1] — R dana

WzOorem oo
fa)=Y —

n=1 n? |ZC - yn|

jest catkowalna na [0, 1]?
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20.9 Zadanie. Oblicz nastepujace granice:

™ o0

. _n . B

nh_)ngO ; exp(—cos"(z))dx, nh_)ngo ; n(exp(z/n) — 1) T dz,
< 3
Jim 1 z °nln(l 4+ z/n)dx
20.10 Zadanie. Zbadaj istnienie i skoniczono$é ponizszej granicy.
n
nh_)IIOlO ; n(exp(x/n) — 1) T dz.
20.11 Zadanie. [Egzamin 2018/2019] Oblicz granice
] T ,IQ .’E3 xQn o o
Jim [1n]<1+2+4-2!+8-3!+.”+22"'(2n)! (x +sin"(x))e “dx.

20.12 Zadanie. [Egzamin 2018/2019] Niech A, = {(z,y) e R®: 2 >0,y >0, (3+1)z+y <
2+ £} dla n € Ny. Oblicz

lim e M@t +y 4+ ye ™) d(x,y) .

n—oo A
n

20.13 Zadanie [Nieréwnoéc’ Czebyszewa| Niech [y bedzie caltkg na X. Definiujemy miare p
wzorem fi(A) = [y xa(z)dz dla A C X takich, ze x4 € L(X). Niech f € L(X). Pokaz, ze

plla e X s f@) > ) <5 [ fu,
Wywnioskuj, ze jesli u(X) < oo oraz K € (0, 00), to

pl{ € X ¢ f(x) > Ku(X)"f fau}) < 45
21 Funkcje mierzalne

21.1 Zadanie. Niech f: R — R bedzie monotoniczna. Udowodnij, ze f jest Aj-mierzalna.

21.2 Zadanie. Udowodnij, ze funkcja charakterystyczna zbioru A C R" jest A,-mierzalna
wtedy i tylko wtedy gdy A jest A,-mierzalny.

21.3 Zadanie. Udowodnij, ze funkcje

fiR=R, fl Zl+n5

o

o B n|zy]
oraz gR _>R7 g(‘r7y)_§:11+n3Lx2+y2J

sg mierzalne.

21.4 Zadanie. Niech f : (0,1) — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Udowodnij, ze f’ jest
funkcja mierzalna.
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21.5 Zadanie. Dla n € Ny definiujemy f, : R> — R wzorem f,(z,y) = exp(—n|a? — y|).
Udowodnij, ze ciag f, zbiega Ao-prawie wszedzie do funkcji zerowej.

21.6 Zadanie. Niech f, : R — R zbiega \i-prawie wszedzie do f : R — R. Zalozmy, ze
istnieje funkcja g : R — R taka, ze dla kazdego n € Ny oraz Ai-prawie wszystkich x zachodzi
|fn(2)| < g(x). Udowodnij, ze |f(z)| < g(x) dla Aj-prawie wszystkich z.

21.7 Zadanie. Niech f, : R? — R beda dane wzorem
o) = exp (sin' (z) + {/[sn(y/m)])

Udowodnij, ze ciag f, jest zbiezny Ao-prawie wszedzie i znajdz jego granice.

21.8 Zadanie. Niech f: R" — R, z € R", a §, bedzie miarg Diraca z atomem w punkcie x.

Wyznacz
/ fdo, .

21.9 Zadanie. Niech f,g: R™ — R beda \,-calkowalne. Zalézmy, ze \,({x € R" : f(z) #
g(x)}) = 0. Pokaz, ze
/fd)\n - /gd)\n.

21.10 Zadanie. Niech f(z) = % dla z € R\ {0} oraz f(0) = 1. Czy f jest calkowalna
na R?

21.11 Zadanie. Podaj przyktad ciagu funkcji Aj-catkowalnych f, : [0,1] — R takiego, ze f,

zbiega A1-prawie wszedzie do pewnej funkcji Aj-catkowalnej f : [0,1] — R oraz

n—oo

/1 liminf f,, () dA\(z) < liminf /1 fn(z)dAi(x).
0 n—ee Jo

21.12 Zadanie. [Egzamin 2011/2012] Dla n € Ny definiujemy f,, : R — R wzorem

_ 2+sin"(a?)

fn(2) 1+ 22
Wykaz, ze granica
lim fn(z)dAi(x)
RS SNV

istnieje i znajdz jej wartosc.
21.13 Zadanie. [Egzamin 2011/2012] Dla n € Ny definiujemy f,, : R? — R wzorem
fa(,y) = sin™(y — x) exp(—2® — 3y°) .

Wykaz, ze granica
lim fndAz

"0 S () 2y2 <n?}

istnieje i znajdz jej wartoscé.
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21.14 Zadanie. [Egzamin 2011/2012] Wykaz, ze granica

2mn 4 x2n T
lim (1 + .CU + =+ + n,) COs (ﬁ) eXp(—QxQ) d)\l(-’IJ)

n—0oe J_2mn 2!
istnieje i znajdz jej wartoscé.

21.15 Zadanie. |Nierownos¢ Czebyszewa| Niech u bedzie miarg na X oraz f : X — R bedzie
p-catkowalna. Pokaz, ze

pl{e € X 2 f(2) > 1)) < (/ﬂm
Wywnioskuj, ze jesli u(X) < oo oraz K € (0,00), t

p({r e X : f(z) > Ku(X)™ [ fdu}) < (X)

21.16 Zadanie. Niech y, € [0, 1] bedzie dowolnym ciagiem. Czy funkcja f : [0,1] — R dana

wzorem
> 1

f) =) w—F—=

PPN

jest Aj-catkowalna na [0, 1]7

21.17 Zadanie. Oblicz

T

lim exp(—cos"(z)) dA1(z),

n—oo 0

lim h n(exp(x/n) —1)—— !

dA
n—oo [4 1+4 1()

lim z3nIn(1 4+ 2/n) d (z) .

n—0o0o 1

Definicja. Méwimy, ze f : R — R jest absolutnie ciggta jesli istnieje funkcja A\; catkowalna
g: R — R taka, ze

b
f() = f(a) —/ gd\; dlaa<b.
Uwaga. Kazda funkcja absolutnie ciagta jest A\ prawie wszedzie rézniczkowalna.

21.18 Zadanie. Niech f : R?> — R bedzie \p-calkowalna taka, ze dla \; prawie wszystkich
y € R funkcja z — f(x,y) jest absolutnie ciagta oraz Dif jest Ao calkowalna. Dla x € R

ktadziemy
- [ 1@ anw)

g (z) = /le(x,y) dAi(y) dla A prawie wszystkich z € R.

Pokaz, ze g jest absolutnie ciggla oraz

Wskazowka. Twierdzenie Fubiniego.
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21.19 Zadanie. Niech pu-bedzie miara na X, f,, : X — R bedzie ciggiem funkcji p-catkowalnych,
a p € [1,00). Udowodnij, ze

1. jesli f, zbiega jednostajnie, to zbiega w LP(u) oraz p-prawie wszedzie;

2. jesli f,, zbiega w LP(u), to zbiega pu-wedtug miary;

3. jesli f,, zbiega u-prawie wszedzie, to zbiega pu-wedlug miary;

4. jesli f, zbiega p-wedlug miary, to istnieje podciag zbiezny u-prawie wszedzie.

Dla kazdej implikacji znajdz przyktad ciggu f,, pokazujacy, ze implikacja odwrotna nie zacho-
dzi.

Ciekawostka

Twierdzenie (|[Fed69, 2.2.13|). Niech X bedzie zupelng osrodkowq przestrzeniq metryczng,
Y bedzie przestrzeniq Hausdorffa, p bedzie borelowskq miarg (zewnetrzng) naY, f: X =Y
bedzie ciggta, B C X bedzie borelowski. Wowczas f[B] jest u-mierzalny.

Uwaga. Moze sie zdarzy¢, ze f[B] nie jest borelowski ale mimo wszystko jest p-mierzalny.
21.20 Zadanie. Niech £ C R bedzie borelowski. Pokaz, ze zbior {z — y : z,y € E} jest

A1-mierzalny.

22 'Twierdzenie Fubiniego

22.1 Zadanie. Niech P : R — R bedzie wielomianem o wspotczynnikach z przedziatu [0, 1],
za§ K C R? bedzie kwadratem [—1,1] x [—1, 1]. Wykaz, ze

/ P(zy)dia(z,y) < 8.
K

Czy mozna zmniejszy¢ stata 87
22.2 Zadanie. Niech f : R — R bedzie mierzalna i ograniczona. Ktadziemy

f(z)

+ 6

g(t) = /Rcos(tﬁ) ] dA\i(z) dlateR.

Udowodnij, ze g jest rozniczkowalna i znajdz ¢'.

22.3 Zadanie. Niech f: R? — R bedzie dana wzorem

flu,v) = /R exp(—x?) sin(u + v)z d\ (z) .

Wyznacz pochodne czastkowe f.

22.4 Zadanie. Niech 0 < b < a. Oblicz catke

/°° exp(—ax) — exp(—bx) A\ (x).

x
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22.5 Zadanie. Niech A = {(z,y) € R?: 0 < y < 22} oraz f : R? — R bedzie dana wzorem
f(z,y) = (1 —z+y)exp(—z). Oblicz calke [, fdAs.

22.6 Zadanie. Niech A = {(z,y) € R? : 0 < y < 2z, 2%y < 16}. Wyznacz \a(A). Czy
funkcja f(x,y) = zy jest catkowalna na A?

22.7 Zadanie. Niech A = {(z,y) € R* : 0 < y < z < 1} oraz f(z,y) = 1/(zy) dla
(z,y) € A. Oblicz catke [, fdAs.

22.8 Zadanie. Niech A = {(z,y) € R? : 22 + y? < y} oraz f(z,y) = x/V/22 +y? dla
(z,y) € A. Oblicz [, fdAs.

22.9 Zadanie. Niech A = {(z,9) e R?> 1y =2¥, w € Q, 0 < w < 1,0 < z < 1}. Wykaz, ze
A jest Ag-mierzalny i oblicz A2(A).

22.10 Zadanie. Niech A = {(z,y) e R?: 2 < 2y, y <2z, x+y < 1, 1 < 3z + y}. Oblicz

2n on\1/n
lim —(a: +Y )

=00 Jy zty

d)\g (.CL‘, y) .
22.11 Zadanie. Niech K C R? bedzie kwadratem o wierzchotkach (0, 7) oraz (m, 27). Oblicz

/ (x+ y)2 COSQ(:U —y)dia(z,y).
K

22.12 Zadanie. Niech A = {(z,y) € R?: 2% < 8y < 82?%, y? < z < 8y?}. Oblicz

o) e

22.13 Zadanie. Niech A = {(z,y,2) e R*: 0 < 22 +3? < 1,0 < z < 2}. Wykaz, ze granica

lim [ 2 In((z® + y*)" + (22 + y*) ") dAs(z, v, 2) -

n—oo [ 4 n
istnieje i oblicz jej wartos¢.

22.14 Zadanie. Niech A C R" bedzie \,-mierzalny, p € (0,00) oraz f : R" — R bedzie
Ap-mierzalna. Wykaz, ze

oo

/ IfIP dAn :p/ I\ ({z € A |f(x)] > t}) dh(t).
A 0

Wskazowka. Twierdzenie Fubiniego.

22.15 Zadanie. Niech f : R™ — R bedzie A\,-caltkowalna. Pokaz, ze dla kazdego € > 0 istnieje

0 > 0 taka, ze dla kazdego zbioru A,-mierzalnego A C R" spehiajacego A\, (A) < § zachodzi

4 fdr, <e.
Wskazowka. Rozwaz miare p dana przez catkowanie A, z gestoscia zadana przez |f|.

22.16 Zadanie. Niech f: R™ — R bedzie A,-catkowalna. Dla r > 0 oraz x € R" kladziemy

1
(®) = BT /B I G).
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1. Pokaz, ze dla kazdego r > 0 funkcja g, jest ciagta,

/|gr )| dn (2 /lf (2

2. Pokaz, ze jesli f jest ciagla, to g, zbiega niemal jednostajnie do f przy r | 0.

22.17 Zadanie. [x| Pokaz, ze dla f i g, jak w poprzednim zadaniu (f jedynie A,-catkowalna)
zachodzi

hm/|gr — f(x)|dA\n(z) =0.

Wywnioskuj, ze jesli h: R — R jest \j-catkowalna oraz k : R — R spelnia
b
k() — k(a) = / h(t)dA1(t) dla wszystkich a,b € R takich, ze a < b,

to k jest rézniczkowalna \j-prawie wszedzie oraz k'(x) = h(x) dla A\1-prawie wszystkich z € R.

22.18 Zadanie. Oblicz
/exp(—$2) dAi(z).

Wskazowka. Oblicz kwadrat powyzszego wyrazenia korzystajac z twierdzenia Fubiniego i za-
miany zmiennych.

22.19 Zadanie. Oblicz

/01/0 exp(y/z) dA1(y) A (z),

/01 /leXp ) dM(z) dA(y)
| = an).
/01 /yl 1+1x4 M (2) dn(y) -

22.20 Zadanie. Niech D bedzie zwartym podzbiorem R? ograniczonym przez parabole o

rownaniu y = 22 oraz prosta o réwnaniu x + y = 2. Oblicz

/ 6x + 2y dXo(, y) -
D

22.21 Zadanie. Niech D bedzie zwartym podzbiorem R? ograniczonym krzywymi o réwna-

niach y = 22 oraz y = 2. Oblicz

/ zy? da(z,y) .
D

22.22 Zadanie. Niech A C R" bedzie mierzalny i taki, ze \,(A) > 0. Udowodnij, ze rzut
ortogonalny A na dowolna k-wymiarows podprzestrzen liniowg R”™ ma dodatnig miare Ag.
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23 Kolokwia

Kolokwium 1, 2010

23.1 Zadanie. Zbadaé ciggloéé i rozniczkowalnosé funkeji f : R? — R danej wzorem
f(z,y) = /|zylsin(z® + %) dla (z,y) € R?.

23.2 Zadanie. Obliczyé

) 1 1 1 1
lim A AT T A At
(z.9)—(0,0),2>0,y>0 | = +y* @ = +yt oy
lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.

23.3 Zadanie. Na powierzchni {(z,y,z) € R?: z = xy+ 1} znalezé¢ punkt polozony najblizej
poczatku uktadu wspoélrzednych.

23.4 Zadanie. Niech A C R* bedzie wypuklym zbiorem zwartym, zas f : A — R bedzie
ciggta i rozniczkowalna na Int A. Zalézmy, Ze istniejq liczby aq, ..., ar (nie wszystkie rowne
zeru) takie, ze

k
> aiDif(x) <0 dlazeclntA.
i=1
Udowodni¢, ze f osigga swoje kresy na brzegu A.

Kolokwium 1, 2018

23.5 Zadanie. Wykazaé, ze istnieje funkcja ciagta g : R — R taka, ze funkcja F : R?> — R
okreslona wzorem (2?)

exp(xy”) — 1

—————— dlaz #0,

F(z,y) = 7

9(y) dlaz =0,

jest ciggla. Zbadaj rézniczkowalnosé tak otrzymanej funkcji we wszystkich punktach R2.

23.6 Zadanie. Znalez¢ punkty prostej | = {(¢,1,2t+1) : t € R} oraz hiperboli H = {(z,y, 2) :
xy = 1, z = 2z} najmniej odlegle od siebie.

23.7 Zadanie. Niech f : R? — R3 oraz g : R?> — R? beda rézniczkowalne, a h : R? — R3
bedzie przeksztatceniem liniowym. Funkcja g i h dane sa wzorami

g(z,y) = (5x?siny, e%Y)  h(x,y) = (4o — 3ety, 62 + 41y, —z + e'y).
Niech U C R? bedzie otwartym zbiorem zawierajacym punkt (1,arcsin(3/5)) takim, ze
VzeU (fog)(z) =h(2).

Wyznaczy¢ rozniczke funkcji f w punkcie (3, e*) i zapisaé jej macierz w standardowych bazach.
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23.8 Zadanie. Niech 7 > 0, za§ K C R? bedzie zwartym zbiorem wypuklym zawierajacym
kule B((0,0,0),7). Niech f : K — R bedzie ciagla i rézniczkowalna na Int K. Zalozmy, ze
zachodzi

zD1f(z,y,2) + zD3f(z,y,2) >0 dla (z,y,2) € K\ {(0,0,0)}

oraz
yDaof(z,y,z) >0 dla (z,y,2) € K,y #0.

Wykazaé¢, ze minimum funkcji f jest przyjmowane w punkcie (0,0, 0), a maksimum jest przyj-
mowane na brzegu K.

Kolokwium 1, 2019

23.9 Zadanie. Zbada¢ cigglosé funkcji f : R? — R danej wzorem

v’z exp(—lyz?|) gdy = #0,

f(w,y)Z{O ody 2 = 0.

23.10 Zadanie. Zbada¢ rézniczkowalnosé funkcji f : R> — R danej wzorem
cos(2x — 2y) — 1

f(l‘vy): 2x—2y
(z+y)P@+y—1)—(z—y) gdyz<y.

gdy = >y,

23.11 Zadanie. Niech f : R? — R bedzie rézniczkowalna i taka, ze f(-,3) jest rosnaca dla
kazdego y € R. Kladziemy

M =R>N{((14cosp)cosp, (1+cosg)sinp):p R, |p| < 7}.

Udowodni¢, ze

uf(z,y) <0 dla (z,y) € R* oraz v € Tio,00M .
23.12 Zadanie. Niech f: R?\ {(0,0)} — R bedzie dana wzorem

17zy 9
- dl R2.
J@y) = e 1o ot @) €

Zmalez¢ kresy funkcji f.

23.13 Zadanie. Potézmy p; = (1,1), po = (—1,1), ps = (—1,—1), ps = (1, —1). Wyznaczy¢
wielomian Taylora stopnia 2 w punkcie (0,0) dla funkcji F': R? — R danej wzorem

4
F(z) =)z —pill da(z,y) € R,
i=1
Kolokwium 1, 2022
23.14 Zadanie. Niech A = {(z,y) | 3z > 2y > 0}. Funkcja f : A — R bedzie zadana wzorem

3xr — 2y
3r—2y)2+4

f(xvy):y4+(
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1. Wyznaczy¢ kres dolny wartosci funkcji f na zbiorze A.

2. Rozstrzygnaé czy kres gorny wartosci f na zbiorze A jest przyjmowany, jesli jest, to
wskazaé¢ w jakim punkcie.

23.15 Zadanie. Funkcja f : R> — R dana jest wzorem:

In(14-22)+2zy?
L dla (a,y) # (0,0)

f(x,y) = 0 dla (x,y) = (0,0)

Rozstrzygnaé czy f jest rozniczkowalna w punkcie (0,0).

23.16 Zadanie. Zalozmy, ze funkcja f : R™ — R jest ciggla i jej wszystkie pochodne
kierunkowe istnieja. Pokaza¢, ze jedli f/(u) < 0 dla kazdego u € S™~!, to istnieje punkt
a € R™, taki, ze f](a) = 0 dla kazdego wektora v € R™.
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