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Niech X bedzie dowolnym zbiorem za$§ H bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa, ktérej elementami
sa ograniczone funkcje typu X — R oraz dla kazdej h € H zachodzi |h| € H.

Definicja ([SGTT, 2.1]). Funkcje liniowa I : H — R nazwiemy catkq elementarng jesli speknia
1. Th > 0 dla kazdej nieujemnej funkcji h € H.

2. Jesli h; € Hdlai € N, hy(z) > hyy1(x) dlai € N iz € X oraz lim; o hi(x) =0 dla z € X, to

Definicja ([SGT7, 2.2]). Zbior Z C X nazwiemy zbiorem miary zero jesli jest pusty lub dla kazdego
e > 0 istnieje niemalejacy ciag nieujemnych funkceji {h; € H : i € N} taki, ze [h; < ¢ oraz

sup{h;(z):i €N} >1 dlaze Z.

Przyktad. Niech X = R", a H zawiera wszystkie funkcje schodkowe typu f = ., cixa,, gdzie
{4; : i € I} jest skoniczonym zbiorem rozlacznych przedzialow n-wymiarowych. Calke elementarna
z f mozna wowczas zdefiniowac jako If = >, ; cim(A;), gdzie m(A4;) jest iloczynem dlugosci bokow
przedziatu A;. Zbior E C R" jest miary zero wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego € > 0 istnieje
przeliczalna rodzina A przedzialow n-wymiarowych taka, ze 5., m(B) < € oraz E C |J A.

Uwaga. W ponizszych zadaniach jesli X = R”, to zakltadamy, ze H oraz I sa zdefiniowane jak w
przyktadzie powyzej.

Definicja. Mowimy, ze ciag f; zbiega prawie wszedzie do f jesli X \ {x : lim;_ fi(x) = f(x)} jest
miary zero.

Bedziemy pisaé¢ f; ' f jesli f; zbiega prawie wszedzie do f oraz f;(x) < fi11(z) dla i € N i prawie
wszystkich = € X.

Definicja ([SGTT, 2.3, 2.5]). Klasa LT(X) sklada si¢ ze wszystkich funkcji f : X — R dla ktérych
istnieje ciag h; € H taki, ze h; / f oraz sup{Ih; : i € N} < oo.

Calke elementarna I : H — R rozszerzamy do I : LT(X) — R wzorem If = lim; . Ih; o ile
f € LT(X) oraz h; € H spetia h; / f.

Przestrzen liniowa funkcji sumowalnych L(X) sklada sie ze wszystkich funkeji postaci h = f — g,
gdzie f,g € LT(X). Funkcje I : LT(X) — R rozszerzamy do funkcji liniowej I : L(X) — R wzorem
Ih=1If—1Igjesli f,g € LT(X) oraz h = f — g. Wprowadzamy notacje

/f(cc)dx:]f dla f € L(X).
X

Definicja ([SG77, 2.8.1]). Funkcje f : X — R nazwiemy mierzalng jesli istnieje ciag funkeji {f; € H :
i € N} ktory zbiega prawie wszedzie do f.

Twierdzenie ([SGTT, 2.6, Corollary 1] O zbieznosci monotonicznej). Jesli C > 0, f; € L(X),
fi /" forazlf; <C dlai €N, to f e L(X) oraz

If = lim If;.

Twierdzenie ([SG77, 2.7, Theorem 3] O zbieznos$ci zmajoryzowanej). Jesli f; € L(X) zbiega
prawie wszedzie do f oraz istnieje g € L(X) taka, zZe

|fi(x)| < g(z) dlai €N oraz prawie wszystkich v € X |
to f € L(X) oraz lim; o, I f; = If.

[ Zobacz réwniez [Fed69, 2.5.1 - 2.5.6]. |
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. Pokaz, ze f € L(X) wtedy i tylko wtedy gdy |f| € L(X).

Pokaz, ze przeliczalna suma zbioréw miary zero jest miary zero.

Pokaz, ze w przestrzeni R” zbiér Z C R™ jest miary zero wtedy i tylko wtedy gdy
dla kazdego € > 0 istnieje przeliczalna rodzina A przedzialéow n-wymiarowych taka, ze
Z CUAoraz Yy gcam(B) < e.

Niech f : R¥ — R"* bedzie ciagla. Pokaz, ze wykres f jest zbiorem miary zero.

Udowodnij, ze I : L(X) — R jest przeliczalnie addytywna, tzn. I(3 52, fi) = >0 Ifi
oile f € L(X) dlai € Noraz > ;2 fi € L(X).

Niech f € L(R™), u € R" oraz g(z) = f(x 4+ u) dla x € R™. Pokaz, ze g € L(R™) oraz
Ig=1f.

Niech f : R¥ — R"~F bedzie mierzalna, zas G = {(x, f(z)) € R¥ x R** . » ¢ R¥}
bedzie wykresem f. Pokaz, ze funkcja charakterystyczna G jest mierzalna. Wywnioskuj,
ze G jest miary zero.

Wskazowka. Dla u € R potozmy f,(z) = f(x) +u dla x € R¥. Jesli u,v € R" ¥ oraz
u # v, to wykresy f, i f, sa roztaczne.

Pokaz, ze kazda rozmaito$¢ M w R™ wymiaru d < n jest zbiorem miary zero.
Pokaz, ze klasyczny zbiér Cantora jest miary zero.

Niech Q C R™ bedzie otwarty, a ¢ : 2 — R™ bedzie klasy C'. Pokaz, ze jesli A C € jest
miary zero, to p[A] tez jest miary zero.

Niech A = (0,1)NQ. Pokaz, ze A jest miary zero. Pokaz, ze jesli A pokryjemy skoriczong
liczba, przedzialéw to suma ich dtugosci wynosi co najmniej 1.

Pokaz, ze zbiory A = {(z,y) € R? : 22 + y> € Q} oraz B = {(z,y) € R?: 2 —y € Q} sa
miary zero.

Niech f : R — R bedzie monotoniczna. Udowodnij, ze f jest mierzalna.

Udowodnij, ze ponizsze funkcje sa mierzalne.

. _y_nle
f:R—R, f(x)_;1+n5|_$J2
oraz ¢:R? >R, g(a:,y)=z_:11+nzggj+yzj-

Niech f : (0,1) — R bedzie funkcja rézniczkowalng. Udowodnij, ze f’ jest funkcja
mierzalng.

Dla n € N definiujemy f,, : R> — R wzorem f,,(z,y) = exp(—n|z? — y|). Udowodnij, ze
ciag fn zbiega prawie wszedzie do funkcji zerowej.
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Niech f, : R? — R beda dane wzorem

fuw.y) = exp (sin” (z) + {/[sn(y/m)])
Udowodnij, ze ciag f, jest zbiezny prawie wszedzie i znajdz jego granice.

Niech f(z) = sin@) qla gz € R\ {0} oraz f(0) = 1. Czy f jest sumowalna na R?

xT

Podaj przyktad ciagu funkcji sumowalnych f,, : [0,1] — R takiego, ze f,, zbiega prawie
wszedzie do pewnej funkeji sumowalnej f : [0,1] — R oraz

1 1

/ liminf f,(z)dz < lim inf/ fn(x)dz.
0 n—oo n—oo 0

Niech f : X — R bedzie mierzalna, zas g € L(X) bedzie taka, ze |f(z)| < g(x) dla

prawie wszystkich = € X. Pokaz, ze wowczas f € L(X).

[ZBIORY BORELOWSKIE.| Niech B bedzie rodzina wszystkich podzbiorow R™ powstalych
przez zastosowanie przeliczalnie wielu operacji mnogosciowych (suma, przeciecie, dopel-
nienie) na zbiorach otwartych. Pokaz, ze funkcja charakterystyczna dowolnego B € B
jest funkcja mierzalna, a jesli B jest ograniczony, to rowniez sumowalng.

Niech G C R bedzie otwarty i taki, ze G C [0,1]. Funkcja f : [0,1] — R jest dana
wzorem f(z) =1dlax € G oraz f(x) =0dlax € [0,1]\ G. Pokaz, ze f € LT([0,1]).

Skonstruuj zbior otwarty G C R taki, ze G C [0, 1], za$ funkcja f : [0, 1] — R dana przez
f(z)=0dlaz € Goraz f(z) =1dlaz € [0,1] \ G nie jest elementem LT ([0,1]).
[ Oczywiscie f € L([0,1]). ]

Wskazowka. Niech G bedzie suma przedzialow (o, 5;) dla @ € N takich, ze >, 3 —a; < 1
oraz G = [0,1].

|[FUNKCJA NIEMIERZALNA.| Na prostej R wprowadzamy relacje rownowaznosci: = ~ y
wtedy i tylko wtedy gdy z — y € Q. Kazda klasa réwnowaznosci jest réwnoliczna z Q,
a zatem przeliczalna, wiec klas réwnowaznosci musi by¢é nieprzeliczalnie wiele. Z kazdej
klasy rownowaznosci k € R/ wybierzmy doktadnie jednego reprezentanta zj € [0,1).
Definiujemy f :[0,1) — R tak, ze dla k € R/ kladziemy f(xx) =1 oraz f(y) = 0 jesli
Yy~ xp, y # xp oraz y € [0,1). Przedtuzamy f do f : R — R kladac f(z) = f(x — |z])
dla z € R\ [0,1). Teraz f jest 1-okresowa. Pokaz, ze f nie jest mierzalna.

Wskazéwka. Z 1-okresowosci mamy f[o 1 f(z)dz = f[o 1 f(z + h)dz dla h € R. Z konstrukeji
wynika réwniez, ze ) o f(z +7)=1dlaz € R.
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