
Analiza matematyczna II.1 19 grudnia 2019 Dyfeomorfizm między p-kulą i Rn

Zadanie. Niech p ∈ (0,∞). Znajdź dyfeomorfizm przekształcający p-kulę B = {x ∈ Rn :
‖x‖p < 1} na Rn.

Rozwiązanie 1 (dla n = 2). Zauważmy, że jeśli (x, y) ∈ B, to

−
(
1− |y|p

)1/p
< x <

(
1− |y|p

)1/p
.

Definiujemy f : B → R2 wzorem

f(x, y) =
(
tg
(

πx

2(1− |y|p)1/p
)
, y

)
.

Ewidentnie jest to funkcja klasy C∞. Łatwo też wypisać funkcję odwrotną. Mianowicie

f−1(w, z) =
(
2
π
(1− |z|p)1/p arc tgw, z

)
.

Ponownie łatwo widać, że f−1 jest klasy C∞. Zatem f jest dyfeomorfizmem klasy C∞.

Rozwiązanie 2. Kładziemy

f(x) =
x

1− ‖x‖p
dla x ∈ B .

Wówczas
f−1(y) =

y

1 + ‖y‖p
dla y ∈ Rn .

Rozwiązanie 3. Kładziemy

f(x) = tg(π2‖x‖p)
x

‖x‖p
dla x ∈ B \ {0} oraz f(0) = 0 .

Wówczas

f−1(y) =
2
π
arctg(‖y‖p)

y

‖y‖p
dla y ∈ Rn \ {0} oraz f−1(0) = 0 .

Zadanie. Sprawdź, że f i f−1 są klasy C1. Można zacząć od wykazania, że funkcje jednej
zmiennej g(t) = tg t

t
oraz h(t) = arctg t

t
dla t ∈ R \ {0} przedłużają się do funkcji klasy C1

na całym R.
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