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Definicja. (Miara powierzchniowa) Niech M ⊆ Rn będzie rozmaitością zanurzoną klasy Ck wymia-
ru m, zbiór I będzie co najwyżej przeliczalny, Vi ⊆ Rm będzie otwarty dla i ∈ I, ψi ∈ Ck(Vi,Rn)
dla i ∈ I, M ⊆

⋃
i∈I ψi[Vi], Mi = M ∩ ψi[Vi] \

⋃
j<i ψj [Vj ] dla i ∈ I. Miara `M zbioru borelowskiego

A ⊆M dana jest przez

`M (A) =
∑
i∈I
´
ψ−1
i
[Mi∩A]Volψi(x) d`m(x) , gdzie Volψi(x) = det

(
dψi(x)∗ ◦ dψi(x)

)1/2
.

Twierdzenie. (Wzór Cauchy’ego–Bineta) Niech m,n ∈ N, m ¬ n, A ∈ Hom(Rm,Rn), B ∈
Hom(Rn,Rm), (u1, . . . , un) będzie bazą Rn, (v1, . . . , vm) będzie bazą Rm, S będzie zbiorem wszyst-
kich funkcji rosnących typu {1, 2, . . . ,m} → {1, 2, . . . , n}, js ∈ Hom(Rm,Rn) będzie dana przez
js(vi) = us(i) dla i ∈ {1, 2, . . . ,m} oraz s ∈ S. Wówczas

det(B ◦A) =
∑
s∈S det(B ◦ js) · det(j∗s ◦A) .

1. Niech k, n ∈ N, k ¬ n, A ∈ Hom(Rk,Rn), B ∈ Hom(Rn,Rk), I ∈ Hom(Rk,Rk) będą
takie, że I(x) = x dla x ∈ Rk oraz B ◦ A = I. Pokaż, że istnieje izometryczne włożenie
j ∈ Hom(Rk,Rn) takie, że j ◦ j∗ ◦A = A. Wywnioskuj, że

det(A∗ ◦A) = det(j∗ ◦A)2 oraz det(B ◦B∗) det(A∗ ◦A) = 1 .

Uwaga. Jest to część dowodu, że definicja miary powierzchniowej nie zależy od wyboru parame-
tryzacji.

2. Niech przekształcenie A ∈ Hom(Rn,Rn) będzie samosprzężone (tj. A∗ = A) oraz takie,
że przekształcenie dwuliniowe (u, v) 7→ 〈u,Av〉 dla u, v ∈ Rn jest nieujemnie określone.
Rozstrzygnij, czy musi istnieć B ∈ Hom(Rn,Rn) takie, że A = B∗ ◦B?

3. Oblicz długość okręgu S = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} korzystając z definicji miary
powierzchniowej oraz dwóch różnych parametryzacji:

ϕ(t) = (cos t, sin t) dla t ∈ (0, 2π) ;

ψ1(t) = (t,
√

1− t2) i ψ1(t) = (t,−
√

1− t2) dla t ∈ (−1, 1) .

4. Oblicz długość krzywej C = {(cos t, sin t, t) : t ∈ (0, 4π)}. Następnie oblicz całkę
´
f d`C

dla f(x, y, z) = cos z oraz f(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

5. Oblicz pole powierzchni S = {(r cos t, r sin t, t) : r ∈ (0, 1), t ∈ (0, 4π)}.

6. Rozważmy funkcję Φ : (0, 2π)× (−1, 1)→ R3 daną wzorem

Φ(u, v) =
((

1 + v
2 cos u2

)
cosu,

(
1 + v

2 cos u2
)

sinu, v2 sin u2
)
.

Udowodnij, że Φ jest parametryzacją pewnej rozmaitości wymiaru 2. Następnie oblicz
pole tej powierzchni (jeśli się da). Co to za rozmaitość?

7. Znajdź miarę zbioru {
(x1, . . . , xn, y) ∈ Rn+1 : y =

∑n
i=1x

2
i < 1

}
.

8. Niech a ∈ (0,∞). Znajdź pole powierzchni opisnej wzorem{
(x, y, z) ∈ R3 : az = xy, x2 + y2 ¬ a2

}
.
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9. Oblicz całkę
´
f d`M , gdzie

M =
{
(t, 23 t

3/2, t) : t ∈ [1, 2]
}

oraz f(x, y, z) =
x+ y

y + z
.

10. Niech C ⊆ R2 będzie rozmaitością wymiaru 1 klasy C1 oraz f : C → R będzie funkcją
dodatnią i ciągłą. Wykaż, że zbiór

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ C, 0 < z < f(x, y)

}
jest rozmaitością klasy C1 wymiaru 2 oraz

`S(S) =
ˆ
f d`C .

11. Niech K ⊆ R3 \ {0} będzie rozmaitością zanurzoną klasy C1 wymiaru 1 i niech τ(v)
oznacza jednostkowy wektor styczny do K w punkcie v (jeden z dwóch możliwych; bez
znaczenia który). Załóżmy ponadto, że

|〈τ(v), v〉| < ‖v‖ oraz {tv : t ∈ (0,∞)} ∩K = {v} dla v ∈ K .

Definiujemy zbiór C wzorem

C =
{
tv : v ∈ K, t ∈ (0, 1)

}
.

Wykaż, że C jest rozmaitością klasy C1 wymiaru 2 oraz zachodzi wzór

`C(C) =
1
2

ˆ
‖v × τ(v)‖ d`K(v) .

Zadania dodatkowe

12. Niech A ∈ Hom(Rn,Rn), I ∈ Hom(Rn,Rn) będzie dana przez I(x) = x dla x ∈ Rn.
Pokaż, że istnieje liczba ε > 0 taka, że funkcja f : (−ε, ε) → R dana wzorem f(t) =
det(I + tA) jest dobrze określona i klasy C∞. Następnie udowodnij, że

f ′(0) = traceA .

13. Niech a, b, c, d ∈ R3 będą takie, że układ wektorów (b−a, c−a, d−a) jest liniowo nieza-
leżny. Wówczas istnieje dokładnie jedna sfera dwuwymiarowa S zawierająca wszystkie
punkty a, b, c i d. Pokaż, że x = (x1, x2, x3) ∈ S wtedy i tylko wtedy gdy

det



x1 x2 x3 ‖x‖2 1

d1 d2 d3 ‖d‖2 1

c1 c2 c3 ‖c‖2 1

b1 b2 b3 ‖b‖2 1

a1 a2 a3 ‖a‖2 1


= 0 .

2/2


