
Analiza matematyczna II.2 10 marca 2020 Temat 1c

Miara kuli jednostkowej w dowolnej przestrzeni Euklidesowej i nie tylko; cf. [Fed69, 3.2.13].

Definicja. Dla n ∈ N, p ∈ (0,∞), a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, r ∈ (0,∞) definiujemy

Bnp (a, r) =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
∑n
i=1|xi − ai|

p < rp
}
.

W przypadku p = 2 piszemy Bn2 (a, r) = Bn(a, r), a jeśli wybór n jest oczywisty z kontekstu (np.
wiedząc, że a ∈ Rn) pomijamy również ten indeks pisząc B(a, r) = Bn2 (a, r).

1. Niech n ∈ N spełnia n  2. Kładziemy

Ψ : Bn−1(0, 1)→ ∂Bn(0, 1) ⊆ Rn−1 ×R , Ψ(z) =
(
z,
√

1− ‖z‖2
)
,

Ψ̄ : Bn−1(0, 1)→ ∂Bn(0, 1) ⊆ Rn−1 ×R , Ψ̄(z) =
(
z,−

√
1− ‖z‖2

)
,

Φ : Bn−1(0, 1)× (0,∞)→ Rn , Φ(z, r) = rΨ(z) ,

Φ̄ : Bn−1(0, 1)× (0,∞)→ Rn , Φ̄(z, r) = rΨ̄(z) ,

(a) Pokaż, że istnieje funkcja gładka J : Bn−1(0, 1)→ [0,∞) taka, że

|det dΦ̄(z, r)| = | det dΦ(z, r)| = rn−1J(z) dla z ∈ Bn−1(0, 1) i r ∈ (0,∞) .

(b) Niech f : Rn → R będzie `n całkowalna. Pokaż, że
´
f d`n =

´∞
0 rn−1

´
Bn−1(0,1)

(
f(rΨ(z)) + f(rΨ̄(z))

)
J(z) d`n−1(z) dr .

(c) Niech f : Rn → R będzie taka, że f ◦Ψ oraz f ◦ Ψ̄ są `n−1 całkowalne. Kładziemy

Sn−1(f) =
´
Bn−1(0,1)

(
f(Ψ(z)) + f(Ψ̄(z))

)
J(z) d`n−1(z) .

oraz σ(n− 1) = Sn−1(Rn 3 x 7→ 1) .

Uwaga. Zauważ, że Sn−1(f) = Sn−1(g) jeśli f |∂Bn(0,1) = g|∂Bn(0,1). Wartość Sn−1(f)
równa jest całce

´
∂Bn(0,1) f dH n−1, gdzie H n−1 jest tzw. (n−1) wymiarową miarą Haus-

dorffa w Rn. W szczególności σ(n − 1) jest równa mierze sfery jednostkowej w Rn, tj.
σ(n− 1) = H n−1(∂Bn(0, 1)).

(d) Niech α(n) = `n(B(0, 1)) będzie miarą jednostkowej kuli w Rn. Pokaż, że

σ(n− 1) = nα(n) .

(e) Niech Γ : (0,∞) → R oznacza funkcję gamma Eulera, tj. Γ(s) =
´∞
0 xs−1e−x dx

dla s ∈ (0,∞) (przyp. Γ(n) = (n− 1)! dla n ∈ N, n > 0). Pokaż, że

Γ(s) = 2
´∞
0 x2s−1e−x

2
dx dla s ∈ (0,∞) .

(f) Dla z ∈ (0,∞)n kładziemy

B(z) = 1
2S
n−1

(
Rn 3 x 7→

∏n
j=1|xj |2zj−1

)
.

Pokaż, że jeśli z ∈ (0,∞)n to∏n
j=1 Γ(zj) = B(z)Γ(

∑n
j=1 zj) .
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(g) Zauważ, że 2B(12 , . . . ,
1
2) = σ(n− 1) i wywnioskuj, że

α(n) =
Γ(1/2)n

Γ(1 + n/2)
; w szczególności α(2) = Γ(1/2)2 = π .

2. Niech Ψ, Φ oraz J będą jak w zadaniu 1. Pokaż, że

J(z)2 = det
(
dΨ(z)> ◦ dΨ(z)

)
= r−2(n−1) det

(
dΦ(z, r)> ◦ dΦ(z, r)

)
dla z ∈ Bn−1(0, 1) i r ∈ (0,∞) .

Wskazówka. Dla każdego z ∈ Bn−1(0, 1) oraz u ∈ Rn−1 mamy ‖Ψ(z)‖ = 1, a także dΨ(z)u ⊥
Ψ(z) zatem dΨ(z)>(Ψ(z)) = 0.

3. Definiujemy

φp(x1, . . . , xn) =
(
|x1|2/p sgn(x1), . . . , |xn|2/p sgn(xn)

)
dla p ∈ (0,∞) ,

X =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xi 6= 0 dla i = 1, 2, . . . , n

}
.

(a) Pokaż φp|X jest dyfeomorefizmem oraz φp[B2] = Bnp (0, 1).
(b) Wywnioskuj, że

`n(Bnp (0, 1)) =
(

2
p

)n p
n
B(1/p, . . . , 1/p) = 2n

Γ(1 + 1/p)n

Γ(1 + n/p)
.

4. Niech s > −1 oraz v ∈ Rn spełnia ‖v‖ = 1. Pokaż, że

Sn−1
(
Rn 3 x 7→ |〈x, v〉|s

)
=

2Γ((s+ 1)/2)Γ(1/2)n−1

Γ((s+m)/2)
.

Wskazówka. Przez niezmienniczość na obroty (tj. wybierając odpowiednio bazę w Rn) można
założyć, że v = (1, 0, . . . , 0). Popatrz na B((s+ 1)/2, 1/2, . . . , 1/2).

5. Niech X = Hom(Rn,Rk) będzie przestrzenią liniową wszystkich przekształceń liniowych
typu Rn → Rk. Na X wprowadzamy iloczyn skalarny

f • g = trace(f> ◦ g) oraz normę |f | = (f • f)1/2 dla f ∈ X .

Pokaż, że

|f |2 = α(n)−1
´
Bn(0,1) f • f d`n(x) = nα(n)−1

´
Bn(0,1) ‖f(x)‖2 d`n(x) .

Wskazówka. Niech g = f> ◦ f . Zauważ, że ‖f(x)‖2 = 〈g(x), x〉 oraz g jest symetryczne (sa-
mosprzężone) i dodatnio określone. Małe twierdzenie spektralne pozwala zatem znaleźć bazę
ortonormalną v1, . . . , vn ∈ Rn taką, że g(vi) = λ2i vi dla wszystkich i ∈ {1, 2, . . . , n} i pewnych
liczb λi ∈ R. Wówczas f • f =

∑n
i=1 λ

2
i . Dalej należy skorzystać z zadań 1 oraz 4.
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