
Analiza matematyczna II.1 8 października 2018 p-normy

Definicja 1. Niech p ∈ (0,∞). Definiujemy funkcję ‖ · ‖p : Rn → R wzorem

‖x‖p =
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

dla x ∈ Rn .

Ponadto, jeśli p =∞, to kładziemy

‖x‖∞ = max{|x1|, . . . , |xn|} dla x ∈ Rn .

Stwierdzenie 1. Jeśli p, q ∈ (0,∞] oraz p ¬ q, to dla każdego x ∈ Rn zachodzi

‖x‖q ¬ ‖x‖p .

Dowód. Niech x ∈ Rn. Przeprowadzimy dowód tylko dla p < q < ∞. Korzystając z
jednorodności normy możemy założyć, że

‖x‖p = 1 .

Zauważmy, że przy powyższym założeniu mamy |xi| ¬ 1 dla i ∈ {1, 2, . . . , n}, czyli

‖x‖∞ ¬ 1 .

Dobieramy α ∈ (0, 1) tak, by qα = p. Piszemy

‖x‖qq =
n∑
i=1

|xi|q =
n∑
i=1

|xi|qα+(1−α)q =
n∑
i=1

|xi|p|xi|(1−α)q

¬ ‖x‖(1−α)q∞

n∑
i=1

|xi|p = ‖x‖(1−α)q∞ ‖x‖pp ¬ ‖x‖pp = 1 = ‖x‖qp .

Podnosząc obie strony powyższej nierówności do potęgi 1/q otrzymujemy tezę.
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