Analiza matematyczna I1.2 10 grudnia 2019 Temat 3

Definicja. Niech p bedzie miarg na zbiorze X oraz 1 < p < co. Zakladamy ponadto, ze X jest
suma przeliczalnie wielu zbioréw p-mierzalnych o skoriczonej mierze. Definiujemy

1£llp = (SIF17dmw)'’? dla p < 0o oraz || flle = inf{t € R: p({z € X : [f(x)] > t}) = 0} .
Przestrzen LP(u) to zbior funkeji p-mierzalnych f : X — R takich, ze ||f||, < oo.

Twierdzenie. Dia 1 < p < oo funkcja || - ||, jest pdtnormag na LP(p), a po utozsamieniu funkcji
réznigceych sie na zbiorze p-miary zero LP () staje sie przestrzeniq Banacha, tj. zupetng unormo-
wang przestrzeniq liniowg.

Definicja. Niech f,g € L'()\,). Definiujemy splot f x g : R* — R kladac

fxgle) = / Fw)g(a —y) drn(y).

Twierdzenie. Jesli f,g € L'(\,) oraz . jest jedynkq aproksymatywng, to
1. fxge L'(\);

A x gl < AN - gl

S fxg=gx*f;

4. lime o [lpe * f = fll = 0;

5. jesli f jest ciggta, to oz * f zbiega przy € | 0 do f niemal jednostajnie.

I\S)

Definicja. Niech p bedzie miara na zbiorze X oraz f € L'(u). Definiujemy zbiér domkniety
spt f C X, zwany nos$nikiem funkcji f, wzorem

spt f = X\ U{U U C X jest otwarty oraz [;;fdu =0} .

Definicja. Symbolem C¥(R") oznaczaé¢ bedziemy zbor wszystkich funkeji f : R® — R klasy C*
takich, ze nosnik f jest zwarty.

1. Niech f,g,h € L*(\,). Pokaz, ze (f xg) xh = f* (g h).

2. Niech ¢ : R" — R bedzie \,-mierzalna i nieujemna. Zatézmy, ze [ d\, = 1 oraz
{r € R" : p(x) > 0} C B(0,1). Dla ¢ > 0 kladziemy ¢.(xz) = e "p(z/c) oraz
fe = f *xp.. Pokaz, ze

(a) [@ed), =1 dla kazdego € > 0;

(b) {z € R": p.(x) > 0} C B(0,¢) dla kazdego € > 0;

(c) || felln < || f]l1 dla kazdego & > 0;

(d) jesli f:R™ — R jest ciagta, to f. zbiega do f niemal jednostajnie przy € | 0.
(e) jesli f € L'(\,), to limgyg || fe — f]l1 = 0.

3. Niech f : R — R bedzie \;-catkowalna na kazdym przedziale ograniczonym. Kta-
dziemy F(z) = [ fdA oraz Fy,(x) = h™*(F(x + h) — F(z)) dla z, h € R. Pokaz, ze
liny, o || Fy — flly = 0.
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10.

Niech P : R" — R bedzie wielomianem, a f € L'(\,) ma zwarty nosnik. Pokaz, ze
funkcja f x P jest dobrze okreslona i jest wielomianem.

[Twierdzenie Weierstrassa| Dla n € N definiujemy 7, : R” — R wzorem

T (x) = co(1—|lz|*)" dla x € B(0,1)
"0 dla z € R"\ B(0,1),

gdzie ¢, fB 0 1) —[|z[|*)™ dA,(z). Niech f € C2(R™) ma nosnik zawarty w B(0, 1).

(a) Pokaz, ze (f *Ty)|(,z 1) jest wielomianem dla n € N.

(b) Pokaz, ze f* T, — f jednostajnie na kuli B(0, 1).

(c) Wywnioskuj, ze jesli K C R" jest zwarty, to kazda funkcje ciagla K — R mozna
jednostajnie przybliza¢ wielomianami.

Niech p € [1,00) i k € N. Pokaz, ze LP(\,) N C2(R") jest gesta podprzestrzenia
liniowa w LP(\,).

Uwaga. Funkcje ciagle i ograniczone na R™ nie sq geste w L>(\,,) gdyz jednostajna
granica ciggu funkcji ciagglych musi byé ciggta.
Niech p € [1,00) oraz f € LP()\,). Definijuemy funkcje 7 : R" — LP(),) wzorem
T(v)(x) = f(x + v). Pokaz, ze T jest jednostajnie ciagta.

Wskazowka. Mozna skorzystaé z zadania [6]

[Nierownosé Hoéldera] Niech p, g € [1, 00| spetniaja 1/p+ 1/q = 1 oraz f € LP(u)
i g€ L(p). Pokaz, ze [ fgdu <Ilflpllglls

. Niech p, q,r € [1,00] beda takie, ze 1/p+1/q+1/r =2 oraz f € LP()\,), g € L1(\,),

h € L"(\,). Pokaz, ze
/ / fl V() A () () < [ lpllg IRl

Wskazowka. |ABC| = (|A|P|B|9)=Y7 (JAPP|C|") = Ye(|Bl|C") =P dla A, B, C € R.
[Nierownosé Younga dla splotu] Niech p,q,s € [1,00], g € LI(\,), h € L"(\,)
oraz 1/q¢+ 1/r =1+ 1/s. Wykaz, ze

lg * Rlls < llgllqllpll -

Wskazowka. Skorzystaj z zadania [9] Jesli s < oo, przymij p = s/ (3 — 1) i zauwaz,
ze jesli f € L%(\,), to istnieje F' € LP(A,) taka, ze || f||s = [ f(z)F(x)d\,(z). Jak
wyglada F'?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Niech p,q € [1,00] speliaja 1/p+ 1/q =1, g € LP(\,) oraz f € Li()\,). Pokaz, ze
funkcja f % g jest dobrze okreslong funkcja ciagta.

Wskazowka. Uzyj nierownosci Holdera i zadania [7]

Niech p € [1,0), f € LP()\,) oraz ¢ € L'(\,) spehia |¢||; = 1. Dla e > 0 kladziemy
@:(z) = e "p(x/e). Pokaz, ze lim. o || f * v — f|l, = 0.

Uwaga. Dowodzi to, ze LP(A,) N C(R™) jest gesta podprzestrzenia w LP(A,,).
Uwaga. Przestrzen L>(\,) N CY(R™) nie jest gesta podprzestrzenia w L>(\,,).
Wskazowka. Ten sam dowod co dla L' plus nier6wno$é Younga.

Niech f:R" — R bedzie ciagla i ograniczona, zas ¢ € L'(),) speia ||¢|; = 1 oraz

¢ > 0. Dla ¢ > 0 kltadziemy ¢.(z) = e "¢(z/e). Pokaz, ze lim.|o(p: * f)(z) = f(x)
dla wszystkich z € R™.

Niech f5(x) = §/2exp(—d|z|) dla § > 0 oraz x € R. Wykaz, ze jesli g € L'()\;), to
Jim 19— gl = 0.

Wskazowka. Skorzystaj z zadania [12]

Niech p,q € [1,00] beda takie, ze 1/p+ 1/q = 1, f € L?(\,), g € L*(\,) N CH(R™).
Zalozmy ponadto, ze pochodna Dg : R” — Hom(R™, R) jest taka, ze Dg(-)e € L1()\,)
dla kazdego e € R". Pokaz, ze funkcja fxg jest klasy C' oraz D(fxg)(-)e = fxDg(-)e
dla kazdego e € R".

Wskazowka. Uzyj zadania [11] oraz zadania 27 z Tematu 1.
Niech f € L'(\;), ¢ : R — R bedzie dana wzorem ¢(z) = (1 + 2%)~%. Dla y > 0
kladziemy ¢, (z) = y~'o(z/y). Definiujemy H = {(z,y) € R* : y > 0} oraz v : H —
R wzorem u(z,y) = 7 ' (f x ¢,)(x). Pokaz, ze

(a) wu jest klasy C°;

(b) Au = D20y + DOy = 0;

(c) jesli f jest ciagla, to lim, o u(x,y) = f(z) dla z € R.

Uwaga. Funkcja u jest rozwiazaniem réwnania Laplace’a w H (operator rézniczko-

wy A to tzw. Laplasjan) z warunkiem brzegowym danym przez f. Funkcje spetniajace
Au = 0 nazywamy funkcjami harmonicznymi. Funkcja ¢, to tzw. jedro Poissona.

Dla p € (0,1] definiujemy ¢, : R* — R wzorem ¢, (z) = |z|"*»~V. Niech Q C R"
bedzie otwarty i ograniczony, a f : 2 — R bedzie \,-catlkowalna. Przedtuzamy f do
funkeji f : R” — R kladac f(z) =0 dla z € R™ \ Q. Definiujemy V,,f = f % ¢,
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(a) Pokaz, ze
fB(o,R) pudh, = pla(n)R* dla R € (0,00),
gdzie a(n) = A\, (B(0,1)).
(b) Pokaz, ze V,1g(z) < g tex(n)!=#\,(Q)* dla z € Q.
Wskazowka. Znajdz R > 0 takie, ze A\, (Q2) = a(n)R".
(c) Niech ¢,7,s € [1,00) beda takie, ze 1/g + 1/r = 1 + 1/s. Kladziemy § =

1/qg —1/s € [0,1) oraz wybieramy p € (0,1] takie, ze p > J. Zalozmy, ze
f € Li(\,). Pokaz, ze

1o\
Wl < (1=5) et an@r sl

Wskazowka. Nierownosé Younga dla splotu.

18. [Nieré6wnosé Poincaré| Niech 2 C R" bedzie otwarty i ograniczony, d = sup{|z —
yl:x,y € Q) ue CHRN), S C N bedzie \,-mierzalny i taki, ze \,(S) > 0. Pokaz, ze
dla x € € zachodzi

@ [Duly)] o
n®) Jo e =y MY =03 5

ju(z) = foudA| <~ Vil Du() () .

Wywnioskuj, ze dla p € [1, 00) zachodzi

(1)~ A

d"||Du|, -

Hu(x) — fsud)\an <2

Uwaga. Symbol fsud)\n = A\ (S)7! fsud)\n oznacza S$rednia z u na zbiorze S.
Wskazowks.
(a) bez straty ogdlnosci mozna zatozy¢, ze x = 0;
(b) przedstaw u(x) — u(y) jako catke z pochodnej;
(c) rozszerz W(z) = ||Du(z)z/|z||| do funkcji R™ — R kladac zero na zbiorze R™ \ Q;
)

(d) skorzystaj z zadania 18(b) z Tematu 2 by zamienié¢ catke po kuli na catke podwojna,
t.j. dla s € (0,00) zachodzi

d
[ Iputsgilian = [t [ Dutswyulden ) da).
B(0,d) 0 9B(0,1)

gdzie s#"~1LOB(0,1) pokrywa sie z miara powierzchniowa na sferze.

19. [Transformata Laplace’a] Niech f : (0,00) — R bedzie A;-catkowalna. Ktadziemy
Lf(z) = [;° f(t)e ™ dN(t). Pokaz, ze Lf : (0,00) — R jest klasy C.
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20.

21.

22.

23.

24.

Niech f,g € L'(\,). Pokaz, ze

spt(f*xg) Csptf+sptg={r+y:z €sptf,yespty}.
W szczegolnosci, jesli spt f C B(0,7), to spt(f xg) C {x € R"™ : dist(z,sptg) < r}.

Niech fo = 1jp,1): R — R oraz f,41 = fox fo dlan € N.

Niech f € L'()\,) bedzie taka, ze

/f-gdAn:()

dla kazdej funkcji gtadkiej g € C°(R™) o zwartym nosniku. Pokaz, ze f(z) = 0 dla
An-prawie wszystkich z.

Niech f € L'()\,) bedzie taka, ze

/f-gd)\n—O

dla kazdej funkcji gtadkiej g € C*°(R™) o zwartym no$niku spetniajacej

/gd/\n:().

Pokaz, ze istnieje stala ¢ > 0 taka, ze f(x) = ¢ dla \,-prawie wszystkich x.

Niech k € N zas f € L'()\,) bedzie taka, ze
[ feadn=o
B(0,1)
dla kazdej funkcji gtadkiej g € C*°(R™) spetniajacej
/ g-Pd\, =0 dla kazdego wielomianu P stopnia co najwyzej k
B(0,1)

Czy wynika stad, ze istnieje wielomian W stopnia co najwyzej k taki, ze f = Wg(o,1)?
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